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Neste texto, introduziremos o que é uma base do plano ou do espaco.

1 Dependéncia linear

Dado uma sequencia de vetores {71,...,9,}, a soma dos multiplos a9} + -+ + @, ¥, é de-
nominado de combinacao linear. O conjunto de vetores gerados pela combinacao linear dos
elementos de S sera denotados por [S].

Exemplo 1.1. O conjunto gerado por {(1,0),(1,1)} é todo plano. De fato, queremos que todo

. - =a+
vetor (z,y) ¢ escrito na forma (z,y) = «(1,0) + §(1,1). Entdo temos 5 p de modo
y =
que basta escolher f=yea=o— 0=z —y.
Defini¢ao 1.2. Dado uma sequéncia de vetores {¥y,...,¥,}, é dito linearmente independente
(abreviadamente 1.i.), se ay0; + - -+ + a,t, = 0 implica em a3 = --- = «,, = 0. Isto &, se a

combinagao linear for nula, seus coeficientes devem ser nulos.

Como o vetor nulo pode ser obtido como a combinacao linear com coeficientes nulos, ser L.i.
significa que s6 tem uma forma de escrever o vetor nulo como combinagao linear dos vetores
dados. Esta unicidade da representacao como combinacao linear pode ser generalizado como
segue.

Proposicao 1.3. Um conjunto {v,...,0,} € Li., se, e somente se, a combinagao linear é
iUnica, isto €, l.i. se, e somente se, a U1 + - - - U, = P101 + - - - + BnU, implica o; = [;.

Demonstra¢ao. ( = ) Suponha que é Li. Entdo ant) + - - - ap,th, = 19 + - -+ + B,0, implica
que (a; — 1) 01 + -+ (o, — Bn) U, = 0 e consequentemente, «; — §; = 0 para todo i. Logo,
o = b

(<) Seja ay ¥y + -+ -+ @, U, = 0 entdao a1 + - - - aptl, = 00y + - - - + 07, implica a; = 0. O

Definicao 1.4. O conjunto que nao ¢ linearmente independentes ¢ dito linearmente dependen-
tes (abreviadamente, 1.d.).



Exemplo 1.5. {(1,2,1),(-1,1,2),(0,3,3)} é 1.d., pois a;(1,2,1) + as(—1,1,2) + a3(0,3,3) =

a1 — Qg =0 1 -1 0
(0,0,0) implica que { 207 + a3 + 3z = 0 na qual a matriz do sistema é |2 1 3| cuja
oy + 2052 + 3063 =0 1 2 3

determinante é nulo. Entao o sistema tem infinitas solu¢oes ou nao tem solucao. Como ele tem
pelo menos uma solucao que é a solucao nula, terd infinitas solucoes e tem solucao nao nula.
Assim, ele serd 1.d. (nem todos «;’s sdo nulas).

Observando que no sistema acima, o nimero de variaveis ¢ igual ao nimero de vetores dados
e o nimero de equacgoes ¢ igual ao nimero de coordenadas, podemos concluir que

Proposigao 1.6. {#;,...,¥,} com n maior que o nimero de coordenadas do vetor é l.d.
Por exemplo, {(1,1),(—1,2),(3,1)} ¢ Ld.

Proposicao 1.7. No caso de {v,...,U,} com n igual ao nimero de coordenadas, € l.i. se, e
somente se, determinante da matriz formado pelos vetores forem nao nulas.

Por exemplo, {(1,1),(—1,2)} é Li. por ter determinante igual a 3.

Teorema 1.8. O conjunto {vy,...,0,} él.d. se, e somente se, algum dos vetores é combinacao
linear dos restantes.

Demonstragao. (=) Suponha a0 + -+ - + a0, = 0 de modo que a; # 0 para algum i. Entdo

temos o,;U; = —aqU] — -+ — QU; — - -+ — a,U, onde q;U; significa que é para omitir «;v; nesta
D - a1 2 o = Oy =
soma. Como «; # 0, podemos dividir por ele e obter v; = U e 22U, 0 que

conclui que vU; é uma combinacao linear dos restantes.
(<) Se U; = p1th+- - -+ B0+ - -+ B, Un, podemos escrever B10;+- - -+ (—1);+- - -+ Fpth, = 0
que é uma combinacao linear na qual coeficiente de v; nao é nula. O

Corolario 1.9. Dois vetores nao nulos € l.d. se, e somente se, um for mailtiplo do outro.
Exercicio 1.10. Mostre que {(1,2,—1),(2,1,3)} é L.i.

Exercicio 1.11. Mostre que {(2,4,—2),(3,6,—3)} ¢ 1.d.

Exercicio 1.12. Mostre que {6, Vg, ..., Up} € 1.d.

Quando o vetor esta escrito em coordenadas, a forma rapida de descobrir se é 1.i. ou .d. é
através do escalonamento. Pelo Teorema [1.8, um conjunto de vetores ¢ 1.d. se tiver pelo algum
vetor escrito como combinacao linear dos restantes. Se montar uma matriz cuja linhas sao
vetores dados, isto significa que alguma linha é combinacao linear das outras linhas. Assim, se
efetuar escalonamento nestas matrizes, aparecera a linha nula. Isto ajuda na determinacgao da
dependéncia linear com vetores de mais de 3 coordenadas (que ndo sera estudado na geometria
analitica) ou determinar qual vetores “esta sobrando” no conjunto para ser conjunto l.i.

Exercicio 1.13. Através do  processo de  escalonamento, verifique  que
{(2,1,-1),(3,0,—1),(1,—1,0)} é L.d.

Exemplo 1.14. Determine um subconjunto Li. de {(2,1,-1),(3,2,1),(1,1,2),(—1,0,2)} com
maior nimero de vetores. Como tem mais vetores que nimero de coordenadas, ¢ 1.d., mas
precisamos saber quais vetores estao “sobrando”, ou seja, quem vai anular pelo escalonamento.
Colocando os vetores nas linhas e montando a matriz, temos



2 1 -1

3 2 1

1 1 2

~1 0 2
Escalonando
A matriz do sistema é

la @ L -l Ly < 2Ly — 3L,

2a 3 2 1 Ly < 2Ls — L,

3a 1 1 L4(—2L4+L1

4a)] -1 0 2

9Ly: 6 4 2 9Ls: 2 2 4 oL,: -2 0 4
3L1: 6 3 =3 (—) Li: 21 -1 (—) Li: 2 1 —=1 (+)

5 01 5 0 1 3

la.] 2 1 -1

) 0(1) 5 Ly Ly Ly

3a.l 0 1 5 Ly Ly— Ly

4a.] 0 1 3

lal 2 1 -1

2a.l 01 5 I I

<>

3a.| 0 0@ 3T

4a.l 0 0 =2

lal 2 1 —1

2a.l 01 5

4a.] 0 0 =2

3a.] 00 O

A linha que anulou corresponde ao terceiro vetor. Logo, 30. vetor que esta sobrando. Entdo
o gerador 1i. é {(2,1,-1),(3,2,1),(—1,0,2)} que é o maior subconjunto Li.

2 Bases e coordenadas

Um conjunto l.i. de vetores que gera todo plano ou espago é chamado de base do plano ou do
espaco.

Proposicao 2.1. Dois vetores l.i. gera o plano

Demonstragao. Considere os vetores{v;, Ua}. Sejam ) = (a1, b;1) e Uy = (az,be). Dado (z,y) €
R?, queremos que (z,y) = av] + Bty = a(ay, b)) + B(asz, by) para algum a,b. Isto significa que

. aa+axf =z ~ X )
queremos que o sistema tenha pelo menos uma solucao. Como o conjunto é
bia+bf =y
L.i., o matriz do sistema tem determinante nao nula e consequentemente, tem uma tinica solucao
(logo, tem solucao). O
Teorema 2.2. {¥y,...,0,} no R™ for Li., entdo é uma base.



Demonstracao. Considere o vetor U = (x1,...,x,) € R". Queremos que ¥ = a10] + -+ + a, U,
aq

—

para algum «;. Isto significa que o sistema [[v1] --- [t},]] | ¢ | =[] tenha uma solugdo. Como
Qp

o conjunto é Li., o matriz do sistema que é matriz formado pelos vetores tem o determinante

diferente de zero. Logo, tem pelo menos uma solugao (logo, tem solugao). O]

Proposicao 2.3. Um unico vetor nao gera o plano.

r =M\
Demonstragao. Seja dado um vetor ¥ = (a,b) e (z,y) = A(a,b). Entao { N implica que
y =
ay = bx. Como existem pontos do plano que nao satisfaz a equacao ay = bx que é equagao da
reta. Os pontos que sao solucoes da equacao ay = bx + 1 ndo é gerado pelo vetor v. Assim, um

unico vetor nao deve gerar o plano todo O]

Assim, a base do plano é composta exatamente de 2 vetores li. Isto acontece para n
coordenadas.

Teorema 2.4. Se um conjunto S = {vy,...,0,} gera R™, entao qualquer conjunto com mais
de n vetores € [.d.

Demonstragao. Considere S’ = {wy,...,w,} com p > n e queremos mostrar que S’ & Ld., isto
é, se W + oW, = 0 tendo algum «; diferente de zero. Como S gera R™, podemos escrever

1171 = (111?71 + -+ anlﬁn

Wy = a1pl1 + -4 QppUn
Assim, oy (@101 + -+ am¥,) + - + op(apth+---+ayt,) = 0 de onde
(qay + -+ apaiy) Uy + -+ 4+ (Q1@p1 + -+ - + apapy) U, = 0 Para isso, basta que

o101 + -0+ QpQlp =0

na qual tem pelo menos uma solu¢do (solu¢do nula). Como

Q1py + -+ Qply, =0
p > n, tem mais equacoes do que incognitas e consequentemente tem infinitas solugoes.
Consequentemente, tem a solucdo nao nula para «; e portanto S’ é l.d. O

Com isso, temos que
Corolario 2.5. A base de R" tem exatamente n vetores l.1.

Em particular, a base de espaco é composta de exatamente trés vetores L.i.
Em virtude da Proposigao [1.3] os vetores é escrito unicamente como combinacgao linear dos
elementos da base.

Definicao 2.6. Seja B = {¢},...,,}, uma base. Se ¥ = a0} + -+ + a,¥, entdo (V) =
(ay,...,a,) ¢ denominado de coordenada do vetor ' na base B e escrevemos v = (ay, ..., a,)s.
ay

O vetor em coordenadas também pode ser denotado como sendo matriz coluna. [v]p =

an



a1

ouv= || . Quando a base estiver evidente, podemos abreviar o B e escrever simplesmente
a
"1B
ai
como sendo U = (ay,...,a,) =
an

Exemplo 2.7. Seja B = {(1,1),(1,—1)}. Escreva o vetor (2,3) em coordenadas da base B.

2 = b
Queremos que (2,3) = a(1,1) + b(1,—1) entao 5 ot . Assim, 5 =2a = a = 2. Dai,
= Qq —
5
b=2—a=2-— % = —%. Portanto, v = (%7 _71)5 e sua forma matricial é v = {é} .
B

2

3 Matriz mudanca de base

Para calcular as coordenadas de um vetor, costumamos usar a matriz mudanca de base.

Considere a base A = {vy,...,v,} e B = {wy,...,w,}, bases de R". Entado podemos
escrever os vetores de B como sendo combinacao linear dos elementos de A.
Wy = apv+ o+ Apils
Wy = A1pV1 + * F QppUnp
Dado um vetor ¢ = (by, ..., b,)s, temos que ¥ = bjw; +- - -+ byw, = by(ajv1+- -+ anv,)+

oo+ by(ar,v1 + - -+ appvy). Fatorando em v;’s, temos que U = (byayy + -+ + bpag,)vy + -+ - +
biayy + -+ + bpay,
(bpani + -+ + 4 bpann)v, € as coordenadas de ¥ na base A serd [U]4 = : =
bpai, + -+ + bpann
air - Qin by aixz 0 Ain
| = ME[¥)gonde M5 = |+ .. | =[[Wh]a[W,]4] ¢ chamado
Al - pn| LOn Gp1l o vv Gy
de matriz mudanca de base de base B para A, pois a multiplicacao deste matriz nas coordenadas
escrito na base B fornece as coordenadas escrito na base A. Note que existem autores que

invertem esta nomenclatura, denominando Mf\ de matriz mudanca de base de A para B, o que
requer cuidados. No entanto, independente do nome dado, [0]4 = M[v]s.

Observagdo 3.1. A matriz mudanca de base é inversivel (exercicio) e como [0]4 = M55
implica que (Mfl)fl [t]4 = [0] de modo que M# = (Mfl)fl. Também temos que, se A, BeC
sao bases, entdao Mg = MFMZ.

Caso particular da mudanca de base quando uma das bases é base canonica tem interesse
especial. Dado uma base B = {9, ..., 9,}, entdo Mg = [[t}]...[t},]] é a matriz mudanca de base
de B para candnica, tendo a propriedade de [v] = Mg[v]|s. Pela observagao anterior, também
temos que [v]g = Mg'[v], o que permite obter rapidamente as coordenadas do vetor na base
dada. Também podemos obter a mudanca de base A para B por M4 = MglMA.

Exemplo 3.2. Obtenha a matriz mudanca de base de A = {(1,1),(1,—1)} para B =
{(-1,-1),(1,—1)}. Colocando os vetores da base nas colunas, temos que My = 1 _11
-1 1

-1
1 _1]. Como My = MglMA, calculemos o Mgl. Mgl = [_1 1] =

-1 -1

3



-1 -1 -1 -1 _1 -1 —1(|1 1 -2 0
detIJWB|:1 _1}:%{1 _J-LOgO;MA:MBMA:%{l _1} [1 _1]:%{0 2]:
-1 0
0 1

Dado uma base B = {, ..., 9, },dizemos que ele & uma base ortonormal se ¥ - U; = 0 para
i # j (vetores da base sdo ortogonais entre si) e ||7;|| = 1 (todos s@o versores). Uma base no
plano é de orientacao positiva se a rotacao do primeiro vetor para o segundo for no sentido
anti-horario (para esquerda) e no espago, uma base é positiva quando satisfaz a regra da mao
direita. Para R", considera-se que a base candnica tem a orientacao positiva e B é positiva se
det Mg > 0.

Apesar da formula da soma e do produto por escalar em coordenadas funcionar em qualquer
base, a formula de calculo das normas (|[(xy,...,z,)|| = /22 + - -+ 22) e do produto escalar
((z1y - oy n) - (Yas -, Yn)|] = T1ys + - -+ + 2uYn) requer que as coordenadas estejam na base
ortonormal e a formula do calculo do produto vetorial como determinante requer que a base
seja ortonormal positiva. Quando estd escrito na base qualquer, podemos obter a coordenada
na base canonica através da mudanca de base e efetuar célculos.

Exemplo 3.3. Seja B = {(1,1),(1,—1)} uma base. Obtenha (1,2)5 - (2,1). Temos que
(1? 2)3 = (17 1)+2(17 _1) = (37 _1) € (27 1)3 = 2(17 1)+(17 _1) = (37 1) Logo, (172)3 (27 1)3 =
(3,-1)-(3,1)=9—-1=38.

Exercicio 3.4. Considere a base B = {(1,1,—1),(1,0,—1),(0,1,—1)} uma base. Obtenha
(1,2,1)g x (0,2,1)p escrito como coordenadas na base B.
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