Exemplos - Transformacoes Lineares

Exemplo 1: Seja V um espago vetorial. A sequinte aplica¢do € uma transformagdo linear:

T7:V — V
v — Tw)=wv

que € a transformacgao identidade.
Vamos mostrar que esta aplicagao satisfaz as duas propriedades para ser transformacgao linear:

(a) Considere v1, vy € V, temos que:
T(v1 + UQ) =V + vy = T(Ul) + T'(v2)

pela forma como esta definida a aplicacao.

(b) Considere v € V e o € R, temos:
T(av) = av = aT(v)

pela forma como esta definida a aplicacao.
Assim, mostramos que esta aplicagao define uma transformagao linear de V em V.

Exemplo 2: Seja V um espaco vetorial. A sequinte aplica¢ao € uma transformagao linear:

T7:V — V
v +— T(v)=ey

que ¢ a transformacao nula, ou seja, que leva todos os elementos do espaco vetorial no ele-
mento nulo deste mesmo espacgo vetorial.

Para mostrar que T' é uma transformagao linear, basta mostrar que T'(v1+awve) = T'(v1)+aT (ve),
para todo vy,ve € V e a € R. De fato, temos que:

T(v1 +avy) =ey =ey +ey =ey +aey =T (v1) + aT(v2)

O que mostra que a aplicacdo é uma transformacao linear de V em V.

Exemplo 3: A seguinte aplicagio de R? em R? € wma transformagéo linear:

T: R — R?
v — T(v)=av

que é uma expansao (ou contragao), dependendo do valor .. Esta transformagao leva cada
vetor v do R? num vetor de mesma dire¢do de v, mas com sentido igual a v (caso a > 0) ou
sentido oposto (caso o < 0) e mddulo maior (caso |o| > 1) ou menor (caso |a| < 1). Para o =1
esta € a transformacao identidade.

De fato, para todo v1,v2 € R? e 8 € R, temos:
T(v1 + Bug) = a(v1 + Bv2) = avy + afve = T(v1) + BT (v2)

Assim, T é uma transformacao linear.

Por exemplo, para a = 2, e v = (z,y) € R?, temos: T(z,y) = 2(z,y).
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Figura 1: A transformacdo linear T leva todo elemento (z,y) € R? no elemento 2(z,y).

Esta transformacao aplicada a uma figura (conjunto de pontos do R?) ira expandir esta figura
no dobro de seu tamanho.

Figura 2: A transformagao linear T' leva uma figura no plano na mesma figura ampliada com o
dobro do tamanho.

Exemplo 4: A sequinte aplicacio de R?> em R? € uma transformacao linear:

T: R? — R?
(z,y) — T((z,y)) = (z,—y)

que € uma reflexao em torno do eixo .

De fato, T ¢é transformacdo linear, uma vez que, para todo vy = (z1,y1),v2 = (z2,y2) € R?
e a € R, temos:

T(v1 + avy) = T((w1,51) + a(x2,y2)) = T'(21 + w2, y1 + ays) = (1 + axe, —y1 — ays) =

= (21, —y1) + (w2, —ay2) = (21, —y1) + a(w2, —y2) = T(z1,91) + T (22, 92) = T(v1) + oT'(v2)

onde usamos o fato de que R? é espaco vetorial e a forma como foi definida a aplicacio T
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Figura 3: A transformacao linear T é a reflexdo em torno do eixo x.

Considere agora um triangulo ABC' de vértices A = (—1,4), B = (3,1) e C = (2,6). Vamos

,6).
aplicar a transformacao linear T neste tridngulo. Para saber qual a imagem do tridngulo pela
transformagao, basta sabermos as imagens de seus vértices:

T(—1,4) = (-1, —4)
T(3,1) = (3,—1)

T(2,6) = (2, —6)

Portanto, o triangulo ABC' ¢ levado no triangulo A’B’'C’; com A" = (—1,—4), B’ = (3,—-1) e
C' = (2,-6), pela transformacao linear T', que ¢ a reflexdo em torno do eixo z.
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Figura 4: A transformacao linear T leva o triAngulo ABC no triangulo A’B’C".
Exemplo 5: A sequinte aplicagio de R? em R? € wma transformagéo linear:

T: R? — R?
(z,y) — T((x,y) = (—z,—y)

que € uma reflexao em torno da origem.



De fato, T ¢é transformacdo linear, uma vez que, para todo vy = (z1,y1),v2 = (z2,y2) € R?
e a € R, temos:

T(vi + avz) = T((z1,y1) + a(z2,y2)) = T(21 + az2,y1 + ayz) = (—21 — axe, —y1 — ayz) =

= (=21, —y1)+(—aw2, —ay2) = (—z1, —y1)+a(—x2, —y2) = T(z1,y1)+aT (z2,y2) = T(v1)+aT (vo)

onde usamos o fato de que R? é espaco vetorial e a forma como foi definida a aplicacao T
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Figura 5: A transformagao linear T é a reflexdo em torno da origem.

Exemplo 6: A aplicacio T de R3 em R?, ¢ uma transformacao linear:

T: R3 — R?
(J:,y,Z) — T(:c,y,z)z(x,y,—z)

que € uma reflexao em torno do plano zy.

De fato, a aplicagdo T é transformacdo linear, pois, para todo vy = (1, y1, 21) € R?,
vy = (22,12, 22) € R e a € R, temos:

T(v1 + ave) = T((x1,y1,21) + (22, Y2, 22)) = T (21 + o, y1 + aya, 21 + azz) =

= (21 + ax, Y1 + aye, —21 — az2) = (T1,y1, —21) + (T2, Y2, —22) =
=T(x1,y1,22) + T (x2,y2, 22) = T(v1) + aT'(v2)

onde usamos as propriedades de espaco vetorial para R? e a regra da aplicacio 7.
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Figura 6: A transformacao linear T é a reflexdo em torno do plano xy.




Exemplo 7: Considere a sequinte aplica¢do:

T: R? — TR?
(z,y) +— T(z,y)=(x+a,y)

com a € R, que é uma translagao de comprimento a e diregio do eixo x. Essa aplicacio NAO
€ uma transformacao linear, a menos que a = 0, pois nao satisfaz as condigcoes para ser linear.

Considere v; = (z1,y1) e va = (w2,%2) pertencentes a R?, temos que:
T(v1 +v2) =T ((w1,y1) + (w2, 92)) = T(w1 + w2,91 + y2) = (21 + T2 + @, y1 + y2)
mas por outro lado,
T(v1) +T(v2) = T(z1,91) + T(22,y2) = (21 + a,y1) + (22 + a,42) = (1 + 22 + 20, Y1 + ¥2)

Ou seja, T'(vy +v2) # T'(v1) + T'(v2), para a # 0, logo a aplicacdo 17" ndo ¢ uma transformagao
linear.
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Figura 7: A aplicacdo T ¢é a translagdo de comprimento a e diregdo do eixo x.

Exemplo 8: Considere a sequinte transformacao linear:

T: R? — R2
(z,y) — T(z,y) =2z +y,z+2y)

Considere o circulo S = {(:c,y) eR? |22 +42 = 1}. Vamos obter a imagem do circulo S pela

transformacao linear T .

Temos que T'(x,y) = (2x+y, x4 2y), assim, toda coordenada x ¢é levada em 22+ y e toda coorde-
nada y é lavada em x + 2y, desta forma, o circulo 22 +y? = 1 é levado em (2x+y)% + (z +2y)% =
1 = 522 4 8xy + 5y% = 1, que é uma elipse em R?, com centro (0,0), focos (%, —%) e (—%, %),
medida do semi-eixo maior igual a 1 e medida do semi-eixo menor igual a %
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Figura 8: A transformacao linear T leva o circulo z? 4+ y? = 1 na elipse 522 + 8xy + 5y = 1.

Exemplo 9: Considere a sequinte transformacdo linear T : R? — R? tal que:
T(17070) = (170)¢ T(O’LO) = (17_1)7 T(anal) = (07 1)
Vamos determinar explicitamente a expressio da transformagao linear T'.

Considerando o espaco vetorial R? com a base
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

Dado um elemento qualquer (x,%,2) € R3, podemos representé-lo de modo tinico como combi-
nacao linear dos elementos da base B:

(z,y,2) = (1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)

Entao:
T(z,y,2z)=T(z(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1))

e como 1 é transformacao linear:
T(z,y,z) = 2T7(1,0,0) + y7(0,1,0) + 27(0,0,1) =

= T(z,y,2) = 2(1,0) + y(1, 1) + 2(0,1) =
= T(.’E,y,Z) = (m—l—y,—y—i-Z)

Assim, obtemos explicitamente a transformacao linear 7.
Exemplo 10: Considere a transformacao linear T : R?2 — R? tal que:
T(1,0) = (1,0), T(0,1) =(2,1)
Vamos determinar explicitamente a transformacao linear T .

Estamos considerando o espago vetorial R? com a base canénica B = {(1,0),(0,1)}. Pode-
mos escrever um elemento qualquer de R? de forma tnica como:

(z,y) = 2(1,0) +y(0,1)



Sabendo como a transformagao T atua nos elementos da base B, e que T' é transformagao linear,

temos que:
T(z,y) =T (x(1,0) +y(0,1)) = 2T(1,0) + yT(0,1) =

= T(z,y) = 2(1,0) + y(2,1) = T(z,y) = (z + 2y,y)

Assim, obtemos a expressdo da transformacao linear T

Considere o quadrado de vértices A = (0,0), B = (1,0), C = (1,1) e D = (0,1). Temos
que as imagens dos vértices do quadrado pela transformacao 1" sao:

7(0,0) = (0,0), T(1,0)=(1,0), T(1,1)=(3,1), T(0,1)=(2,1)

Assim, o quadrado ABCD é levado no paralelogramo A’B'C'D’ de vértices A" = (0,0), B’ =
(1,0), C" = (3,1) e D' = (2,1) pela transformagao linear T
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Figura 9: A transformagao linear T leva o quadrado ABC'D no paralelogramo A’B'C'D’.



