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Reflexdao de um sistema de coordenadas

XA

Translaqéo e rotacao de sistemas



Prof. DR. Carlos Aurélio Nadal - Sistemas de Referéncia e Tempo em Geodésia — Aula 05

Reflexdao de um sistema de coordenadas
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TRANSFORMA(}C)ES GEOMETRICAS
ESCALACAO, OU TRANSFORMACAO DE ESCALA:
é obtida pela multiplicacdo de todas as coordenadas que
definem a entidade, por fatores de escala nao nulos.
- fator de escala horizontal: E,
- fator de escala vertical: E,
Escalacdo de um ponto P, ( X,y ), para P, (X', y"),
E, X' =E .X
E,y =E, .y

E > 1 Um fator de escala E maior que 1 provoca uma ampliacdo da
entidade na direcao do eixo afetado pelo fator.

0 < E <1 Um fator de escala E entre zero e 1 provoca uma reducao da
entidade.

E < 0 Um fator de escala E menor que zero, ou negativo, provoca um
espelhamento da entidade em relacéo ao eixo nao afetado pelo fator.
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Transformacao
de escala
E =2
10 Ey =2
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TRANSLACAO:

Em termos visuais, a translacao de uma entidade produz
um efeito de mudanca de posicao de uma entidade grafica,
em relacao ao seu sistema de coordenadas. Em termos
matematicos a translacdo de uma entidade grafica é a
operacao de adicao de constantes de translacao (positivas
e/ou negativas) as coordenadas dos elementos formadores
da entidade.

Translagao de um ponto P, (x,y ), paraP, ( x',y' ), com
constantes de translacao T, e T,

X'=X+T,
y'=y+1,

Translaqéo e rotacao de sistemas



Prof. DR. Carlos Aurélio Nadal - Sistemas de Referéncia e Tempo em Geodésia — Aula 05

Translacao
T,=6
11 Ty =5

X
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ROTACAO EM TORNO DE UM PONTO (CENTRO DE
ROTACAO):

Em termos visuais, a rotacao de uma entidade produz um
efeito de mudanca de posicao desta entidade grafica, de
modo que todos os pontos mantenham a mesma distancia
do centro de rotacao.

O Unico parametro de transformacao para a rotacéao é o
angulo o (convencao positiva: sentido anti-horario).

Rotagao de um ponto P, ( X,y ), para P, (X', y' ), de um
angulo o em torno da origem, temos:

X'=X,C0Sa-Yy.Sena
y' =y.COSa+X,Sena
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Rotacao
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TRANSFORMACAO LINEAR
A equacao matricial
Y=AX

A= MATRIZ TRANSFORI\/IA(;AO
X e Y vetores

InterpretacOes da equacao:

1)X e Y = diferentes vetores referidos ao mesmo
sistema de coordenadas;
transformacao descreve coordenadas de Y em
termos das coordenadas de X.
Operacao: transformar X em Y.
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A equacao matricial
Y=AX

2) X e Y sao 0 mesmo vetor, com seus elementos
referidos a diferentes sistemas de coordenadas;

A matriz A descreve a relacao entre os sistemas de
coordenadas.

Operacao: transformar o  sistema de
coordenadas a que X se refere o sistema que
serefereayY
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TRANSFORMACAO LINEAR PROJETIVA
Matriz A = guadrada e nao singular

[Al=0
Existe a transformacao inversa:

X=AlY
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TRANSFORMACAO ORTOGONAL
-Nao ha variacao no comprimento do vetor
durante a transformacao.

Quadrado do comprimento do vetor:
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Como o comprimento do vetor é invariavel:

XTX=YTY
e
Y=AX
entao,
YTY=(AX)TAX =XT(ATA) X =XT X

TRANSFORMACAO ORTOGONAL
REFLEXAO: matriz ortogonal propria Al=+1

ROTACAO: matriz ortogonal imprépria Al=-1
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REFLEXAO NO PLANO (DUAS DIMENSOES)

oA

1)SISTEMA DE COORDENADAS E O MESMO

v
Yi=X¢ L XV . a
Y2= %, , -~
.
0 i
[ Yo
"""""" yl b
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2) Muda o sistema de coordenadas e o vetor
permanece inalterado

V4

Sistema de coordenadas
original
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ROTACAO NO PLANO (DUAS DIMENSOES)
Primeira interpretacao

Va
________________ i a X4 =T COS ¢
X, =T Sen ¢
| Yy, =T COS (¢+0)
r -y, Y, =1 sen (¢+6)
Xy i
""""""""""""""""""""""""""""" ﬂ b
\e r X2
i
(0] u
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Yy, =rcos¢coso-rseng¢seno
Y, =rCcoS ¢ Sen 0 +r sen ¢ cos 0

ou,

‘y,) (cos® -senB) [ x,
sen® coso6 X

oL 2] 3 L2

Y=RX

R é ortogonal R R" =1
R1=RT
R(0)= RT (0)= R(-0)
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ROTACAO NO PLANO (DUAS DIMENSOES)
Primeira interpretacao

Sistema de coordenadas
original

Sistema obtido apoés a
Rotacao 6
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Rotacao entre sistemas
- girar um sistema em relacdo a outro através do angulo de
rotacao de a.

4 A
y y
Xy P
________________________________ {
(x :\\
] ’ i q ®
% 9 ! ,
: *
AL
o |
0 X

X, =X, .C0Sa+Y’ . sena

Yp=-Xp.Sena +Yy’,.CO0Sa
Rotacao positiva no sentido anti-horéario
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Rotacao e translacao entre os sistemas
LY SN % P

y

v

Xp=X",.C0sa+ty’ . sena+AX
Yp=-Xp.Senao +Yy’,.cosa+ Ay

Transformacao afim no plano
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Exercicio:

As coordenadas de um vértice de poligonal topografica foram obtidas utilizando um
azimute magnético para o lado que contem o vértice, obtendo-se:

x’p,=10,003m e y’, = 2,005m. Ao se calcular a declinagdo magnetica do local obteve-se
6=-17 W. Calcular as coordenadas deste vertice usando-se o azimute verdadeiro da
direcdo considerada.

Solucao:

A declinacdo magnética comporta-se como se fora uma rotacdo do sistema de
coordenadas topograficas associada ao norte magnético para se chegar a um sistema
associado ao norte verdadeiro como mostrado abaixo:

Norte Norte
magnétjco y 4verdadeiro

X P Xp=X",.C080+Y’,.Seno
“““““““““““““ Sant — >
0 I Yp=-X'p . S€en O+Yy o - COS )

X, = 10,003 cos (-17 )+2,005 sen (-17 )
X, =8,980m

Y, =-10,003 sen (-17 )+2,005 cos (-17 )
Yy, =4,842m
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Translacao de um sistema cartesiano
tridimensional de coordenadas
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Translacao de um sistema cartesiano
tridimensional de coordenadas

ZA

X?
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Translacao de um sistema cartesiano
tridimensional de coordenadas

Z’

X,
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Translacao de um sistema cartesiano
tridimensional de coordenadas

A
L
ol >
AZ Y
Y oo
i ]

Y’
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Rotacao de um sistema cartesiano
tridimensional de coordenadas

ZA
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Rotacao de um sistema cartesiano
tridimensional de coordenadas

v X}
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Rotacao de um sistema cartesiano
tridimensional de coordenadas

ZA

v X}
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Rotacao de um sistema cartesiano
tridimensional de coordenadas em torno do eixo X

ZA
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Rotacao de um sistema cartesiano
tridimensional de coordenadas em torno do eixo X

Z’
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Rotacao de um sistema cartesiano
tridimensional de coordenadas em torno do eixo X

ZA

Z’
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Reflexao de um sistema cartesiano
tridimensional de coordenadas

ZA
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Reflexao de um sistema cartesiano
tridimensional de coordenadas

/=7’ A

O
v

Y’ € %
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Translacao entre sistemas de coordenadas cartesianas
ortogonais tridimensionais
As coordenadas da origem 0” no sistema oxyz sao: AX, Ay, Az.

Z A
z A P
0 7,
; % '
Az x'IO
ol At R
Yo % :
(A ’ AX y
Ay X,

Xp= X, + AX Yo=Yt Ay Z,=7 ,+ Az
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Exercicio:

As coordenadas cartesianas ortogonais tridimensionais de um ponto obtidas do rastreio
com o sistema GPS, no sistema geodésico WGS84 resultou em:

X =3336578,238m

Y =-4693183,894m

Z =-2733834,809m
As normas técnicas do IBGE (PR-22) fornece os parametros de translacdo do sistema
WGS-84 para o Sistema Geodésico Brasileiro (SAD-69):

AX = +66,87m

Ay =-4,37m

Az = 38,52m
Calcular as coordenadas cartesianas ortogonais tridimensionais geodésicas do ponto no
sistema SAD-69.

Solucéo:
X=X+Ax .. X'=3336578,238 + 66,37
Y=Y+Ay .. Y =-4693183,894 — 4,37
Z'=Z+Az .. Z'=-2733834,809 + 38,52

X =3336645,108
Y =-4693188,264
Z =-2733796,289
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Parametros de translacao

AX = +66,87m
Ay =-4,37m
Az = 38,52m

Z, — WGS-84
—— SAD-69

AZ A y

*

o
o
. .
*
o
*

Distancia oo™ = 77,295m
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. MATRIZES DE ROTACAO E REFLEXAO

Tomando-se dois sistemas tridimensionais de coordenadas cartesiana ortogonais
cOm mesma origem porém nao coincidentes. Sejam X, Y Z, coordenadas cartesianas do
ponto P no sistema oXYZ ex’,y’,, z’, no sistema oX’Y’Z’.

O problema consiste em: dadas as coordenadas de um ponto no primeiro sistema,
deseja-se as coordenadas deste mesmo ponto no segundo sistema de coordenadas.

Da Geometria Analitica tem-se que [Hatschbach, 1975]:

onde, I; € o co-seno diretor do angulo B,
formado entre o eixo respectivo do sistema ‘
0X’Y’Z’ com o eixo do sistema 0XYZ, 0 i
por exemplo que o eixo x’; forma com 53,’93{/

oeixox.. X .pz

/’(’
>< v
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Sob a forma matricial tem-se que:

b

X,p_ Iy 1 gy (%

Yolb | la b2 b | Yy
9

Z, Ly 1o 1) | 2,

ou, de forma simplificada:

Y=LX
Pode ser provado que dos nove co-senos diretores somente trés sao linearmente
independentes, portanto, conhecidos os trés angulos formados entre 0s respectivos

pares de eixos dos dois sistemas, 0s quais sdo denominados de angulos de Euler,
é possivel a transformacéo de coordenadas de um sistema para outro.
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Seja, na figura, dois ternos coincidentes na origem e
seus eixos oX e o X’
coincidentes e 0s outros eixos formando o angulo 6

entre si:
2 7 Neste caso a matriz L assumira a
6 seguinte forma.:
1 0 o0
° o |L=1]0 cos® senb | =R, (0)
Y 0 -sen6 cos O )
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Similarmente, obter-se-1a a matriz L para uma rotacao
em torno do eixo y e do eixo z, respectivamente:

~ ™
cosO 0 -senb6
L= |0 1 0 =R, (0)

sen® 0 cos o6/

cos O sen6 0)
L= |-sen6 cosO® 0| =R,(0)
0 0 1,

As matrizes R, (0), R, (0) e R; (0) sao conhecidas como matrizes de rotagao.
A convencao adotada neste trabalho para o valor positivo do

angulo de rotacdo 0, é a de que os sistemas devam ser dextrogiros e o angulo 6

correspondente a rotacdo deve ser medido no sentido anti-horario.
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Tome-se agora, dois sistemas coincidentes na origem 0, Com 0s €iX0s y e z coincidentes,
e com 0s eixos 0X’ e 0X com sentidos opostos

i

X’

As matrizes R1, R2 e R3

sdo conhecidas com matrizes
de reflexdo e permitem a
transformacao de sistemas
dextrégiros em levogiros e
vice-versa.

Translaqéo e rotacao de sistemas

Neste caso a matriz dos co-senos diretores assumira a
seguinte forma, denominada de reflexdo do eixo dos Xx.

-1 0 0
L = 0 1 0 =R1
0 0 1

1 0 0
L = 0 -1 0 =R2
0 0 1

e, para o eixo dos z da mesma forma que os anteriores
tem-se:

1 0 0
L= 0 1 0 =R3
0 0 -1
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Exercicio X =X+AX

pratico S

Z, Xp

X:yIO
, 7’

Translacdo ‘p - P

de eixos
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As coordenadas geodesicas de um ponto situado no
Salto Santa Rosa em Santa Catarina sao fornecidas e
lgualis a:

¢=26°40'11,1818"S A=52°05'43,5537"W

h = 855,439m, sendo o datum utilizado o SAD-69.
Transformando-se  as  coordenadas  geodésicas
fornecidas em coordenadas cartesianas ortogonais
tridimensionais no sistema SAD-69 obtendo-se:

X =3504357,533 m

Y =-4500805,065 m

Z =-2845960,220 m
Calcular estas coordenadas no sistema SIRGAS2000,
Utilizando-se o software freemat.
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O IBGE fornece os parametros de translacdo para o sistema

SIRGAS-2000(WGS-84)

* SAD 69 para SIRGAS2000

* SIRGAS2000 para SAD 69

al =6.378.160 m

al =6.378.13/ m

f1 = 1/298,25

f1 = 1/298,257222101

a2 =6.37/8.137 m

a2 =6.378.160 m

f2 = 1/298 257222101 f2 = 1/298.25
AAX = - 67% AX=+67.35m
AY=+388m ) AY=-388m

Az:-ssgy

AZ=+38,22m

Translaqéo e rotacao de sistemas
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X =X+AX
No software FreeMat v 3.5, digitam-se as matrizes e
efetuam-se os calculos:
http://[freemat.sourceforge.net/wiki/index.php/Mal
n_Page
format long (apresentar todas as casas
decimais)

x=[350435(.533;-4500805.065,12845960.220]
usar ponto
d =[-67.35;3.88;-38.22] separar ;
(3504290.183"
y=x+d = y=| -4500801.185
| -2845998.440,

Iaqéo erotacao de sistemas
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%% Freemat v3.5 Command Window

File Edit Debug Tools Help

DB W b wWTD

——» ®=[3504357.533;-4500505.065; -2345960.220]

x:
1.0e+008 *
3.5044
-4 . 5003

-2 .3460

—-» d=[-67.35:3.88;:-38.22]

d =

~67-3500 / format long

——> format long
——> w=x4d

¥ =

1. 0et005 * clc — apaga a tela
clear — limpa as variaveis

—-4.50030113500000
-2 .84599844000000

— 1
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Guardando dados em um arguivo texto para execucao no
Software FreeMat v3.5

™ transl.m - Bloco de notas

Arguivo  Editar  Formatar  Exibir  &juda

w=[3504357.533; 4500805, 065; -2845900. 220]
d=[-67.35;3.88;-38.22]
W=+

Salvar como; salvar como tipo: todo os arquivos;
nome do arquivo - transl.m

escolher a area a salvar disco local c:\

No FreeMat v3.5 digitar

cd c:\

dir

transl

Translagéo e rotacao de sistemas
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File Edit Debug Tools Help

DB U b wad

—-—> transl

1.0e+0068 *

3.50435753300000
—-4.50080506500000
-2 .84596022000000

= Os dados estao carregados,
~67.34999595559559 digitados num editor de
3 .83000000000000
—-38.22000000000000 tEXtO

x=[3504357.533;-4500805.065;-2845960.220]
y = d=[-67.35;3.88;-38.22]
1.0e+0058 * )/:3(+1j

3.504290153300000
—-4.50080115500000
-2 .584599544000000
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Translacao e
Rotacao de
eixos

X
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Exercicio de rotacdo de sistemas.

As coordenadas de um ponto no sistema OXYZ sao
conhecidas:

X =1256.251m ; Y = 1456.853m; Z = 855.326m
O sistema de coordenadas e dextrogira e deve ser
efetuada uma rotacao de 6 = 17°55'22.3” no sentido
horario em torno do eixo Z. Determinar as novas
coordenadas utilizando-se o software freemat.

(1256.251)
X = 1456.853
_ 855.326
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Matriz rotacao do tipo 3 (eixo dos z)
cosO sen6 O
R,(0)= |-sen©® cos6 O
0 0 1

A convencdo adotada neste trabalho para o valor positivo do
angulo de rotacdo O, é a de que 0s sistemas devam ser

dextrégiros e o angulo 6 correspondente a rotacido deve ser
medido no sentido anti-horario.

0 = -17°5522.3"

Translaqéo e rotacao de sistemas
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No bloco de notas:

Arquivo rota.m
X=[1256.251;1456.853;855.326]
te=-(17+55/60+22.3/3600)*pi/180
cv =cos(te)

sv =sin(te)

r3=[ cvsv 0;-svcv 0;00 1]

y=r3*x radianos

Se quiser colocar em qualquer area do disco rigido, utilizar
A funcéo para setar o programa

cd 'd:\sistemas’

Translaqéo e rotacao de sistemas
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No FreeMat v 3.5:
DEub wgd

-—» rota rd =
¥ = 0.95147169233410 -0.30773628107016 a
0.30773628107016 0.95147169233410 a
1.0e+003 * a 0 1.00000000000000
l1.25625100000000
1.45655500000000 _
0.85532a00000000 v
1.0e+003 *

0.74696074065050
-0.31281293776654 1.772745840022267
0.353532 600000000

0.95147169233410 X = 746,961m
Y =1772,748m
Z = 855,326m

-0.30773625107016

Translaqéo e rotacao de sistemas
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Exercicio de translacao e rotacao de coordenadas.

Utilizando-se uma estacao total, na qual associa-se um sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais tridimensional com origem
coincidente com seu centro optico (ponto cardda), com 0 eixo y
situado no plano horizontal com sentido positivo para 0 ponto
cardeal norte geografico, com o eixo X com sentido positivo para o
ponto cardeal leste e 0 eixo z na vertical com sentido positivo para o
zénite. Visou-se trés alvos topograficos situados em uma parede
Vertical obtendo-se as seguintes medidas:

Ponto visado | Azimute Distancia Distancia
(alvos) (A) zenital (2) inclinada (di)
Al 10 05 20” |88 10 157 |7,114m

A2 25 12 31” |52 51 317 |9,706m

A3 41 50 027 |65 20 50” |10,337m

Calcular as coordenadas dos alvos neste sistema?

Translaqéo e rotacao de sistemas
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Solucéo:
Como o sistema é dextrogiro, as coordenadas dos alvos serdo
calculadas pelas expressoes:

X =disenzsenA
y =disenzcosA

Z  =dicosz
Resulta em:
Ponto X" (m) y (m) Z (m)
visado
Al 1,245566 | 7,000428 | 0,227076
A2 3,295357 | 7,000259 | 5,860327
A3 6,266085 | 6,999897 431175

Translaqéo e rotacao de sistemas
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Representacao esquematica do problema

A2,
. s A3

Ponto carda da estacao total

Translaqéo e rotacao de sistemas
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clear;clc
% calculo de coordenadas de estacdes totais
Um programa no % entrada de dados iniciais
software FreeMat v 3.5 % nu=numero total de pontos a serem calculados
nu=3;

% matriz dos azimutes dos alvos

a=[10 5 20;25 12 31;41 50 2];

for i=1:nu
b(i)=(a(i,1)+a(i,2)/60+a(i,3)/3600)*pi/180;
end

% matriz distancia zenital dos alvos

, v=[88 10 15;52 51 31,65 20 50];
Pode usar na saida do programa for i=1:nu

[‘vetor das coordenadas’] C(i3=(V(i,1)+V(i,2)/60+V(i,3)/3600)*pi/180;
en

% vetor distancias inclinadas

d=[7.114;9.706;10.337];

% calculo de coordenadas

for 1=1:nu

x(1,D)=d(i)*sin(c(i))*sin(b(i));

X(2,1)=d(1)*sin(c(i))*cos(b(i));

X(3,1)=d(i)*cos(c(i));

end

X

1.24556564668607 3.29535686759801 6.26608452396772
7.00042847471227 7.000258/75268026 6.99989732241686
Translagdo e rotacao de sistemas 0.22707573677787 5.86032733818667 4.31175036546801
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No software excel, ou outra planilha tem-se:

A, E C D E F | G
1 |ponto azimute azimute distancia zenital
2 wizado grau min Sei radiana grauy '
3 AT 10 a 200 0,1760843 ao
4 AL 25 12 31 0,4399733 52
5 |Ad 41 all 20 0,7301391 RS
b

A J | L P

1 ponto distancia y z

2 wisado () (1) () ()

3 Al F14 01 2455660 7 000428 0227076
4 AL 89706 3295357 7000253 5 8603527
5 |A3 10,337 b2Bb05S | 693598597 4 31175
B

Translaqéo e rotacao de sistemas
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Supor agora um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais
vinculado a parede vertical obtido pela rotacdo no sentido anti-
horario do sistema anterior de 90 em torno do eixo x , colocando-
se a origem do novo sistema no alvo Al, portanto, .efetuando-se
tambéem uma translacdo da origem, do centro optico da estacao total
para este alvo.

Calcular as coordenadas dos alvos Al, A2 e A3 neste novo sistema?
Solucéao:

Como o sistema é dextrogiro e a rotacdo no sentido anti-horario em

torno do eixo X, acrescendo-se a translacdo, pode-se escrever
matricialmente 0s movimentos pela expressao:

Translaqéo e rotacao de sistemas
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Representacao 7’
esquematica
do problema

> X

’
,
,
,

Vi Ponto carda da estacao total

Translaqéo e rotacao de sistemas
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X =R1(90 )X +AX

ou,
Cx )
y | =
<4 ) U
ou,
rX\ o
y | =
.2 )

1
0
0

0 0o [

cos(90 ) sen (90 )
-sen (90 ) cos (90 ) )

0 0 [x
0 1 Yy
-1 0 JULz
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Efetuando-se os produtos matriciais, chega-se a:

X=X + AX
y=z +Ay
Z=-y +Az

Obs.: para quem nao lembra de produto matricial,
multiplica-se a primeira linha da matriz 3X3 pelo
vetor 3x1, depois a segunda linha pelo vetor e apos a
terceira linha pelo vetor.

Translaqéo e rotacao de sistemas
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As translacoes nas coordenadas dos alvos para
obtencao do novo sistema serao:

AX= -1,245566
Ay= -7,000428
Az=-0,227076

(coordenadas do alvo Al no antigo sistema com
sinal contrario)

Translaqéo e rotacao de sistemas
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Alvo Al (sera a origem do novo sistema):

X =0,000m y=0,000m z=0,000m

Alvo A2
X = 3,295357 - 1,245566
X =2,050m
y = 5,860327 - 7,000428
y =-1,140m
Z =-7,000259 -0,227076
Z =-8,163m

ranslaqéo erotacao de sistemas
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Alvo A3

X =6,266085 - 1,245566
X=5021m

y = 4,31175 - 7,000428
y = -2,669m

Z=-6,999897 -0,227076
Z=-7,227/m

ranslaqéo erotacao de sistemas



