Cobnicas
O grifico da equacao
Ar* 4+ Bry+ Cy* + Dx + Ey+ F =0, (2.4)

onde A, B, ', D, E e F sao constantes com A, B e C, nio todos nulos, & uma cdnica. A
equacio (2.4) é chamada de equacado geral do 2.° grau em r e y ou equagdo cartesiana da

cinica. Note gque a equacio
AAx? 4+ ABxy+ ACy? + ADzx 4+ AEy + AF =0=10,

para todo A € R com A # (), representa o mesmo grifico da equacio (2.4).
Sejam C' um ponto de B* e R € B com R > (. Uma eircunferéneia (on um cireulo) C

de centro C' e raio B é o conjunto de todos os pontos P € B? tais que
d(P,C) = R.

Geometricamente, nma cireunferéncia € ¢ o conjunto de todos os pontos de B? que sio

eqiiidistantes de C' (confira Figura ).
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Circunferéncia

Proposicao 2.20 Sejam C' = (rg.y) € B? ¢ B € R fizados com R > 0. Entdo o
conjunto de todos os pontos P = (x,y) € R* tais que

(x — 25)* + (y — yo)* = R?

representa uma circunferéncia C de centro C' e raio R.



Prova. Um ponto P = (x,y) pertence a uma circunferéncia C de centro C' e raio R se, e
somente se, d( P, ') = R. Logo,

d(P,C) = /(v — 202 + (y — w)? = VR2 = |R| = R,

pois i = ().
Note que
=z +y—w) =R e+ +ar+by+c=0,
onde a = —2ry, b = — 2y, e ¢ = x3 + y; — R Portanto, uma circunferéncia C de centro

C' e raio [ representa uma comica. Reciprocamente, o grifico da conica
: 242 2b =10
I+ y* + daxr + 20y +c=1,

quando a® + ¥ — ¢ > (), & a representacio analitea da circunferéncia C de centro € =

(—a,—b) e raio R = va* + b — ¢, pois

Py +2ar+2y+e=(z+a) +(y+b)°*—(®+b -c)=0,

o1 ainda,

(z+al +(y+bP=a*+b*—c

Exemplo 2.21 Determinar a equagio da circunferéncia de centro C = (—4,3) e raio
R =3

Solucao. Pela Proposicao 2.20, temos que a equacao da circunferéncia & dada por
(o442 + (y— 3)? = 32,

ou ainda, r* + y* + 8z — 6y + 16 = (.



Exemplo 2.22 Determinar o centro e o raio da circunferéncia C : 22 4+y* =120 +-8y+16 =
0.

Solucao. Uma maneira de resolver este problema é completando os quadrados.

(z* = 127) + (y* + 8y) + 16 = 0.

Como

7 =12z =2° = 2-6r 4+ 6> — 6° = (r — 6)° — 36
¢

r+8y=y+2-y+4 -4 =(y+4)*-16
temos gue

? +yt = 12r + 8y + 16 =0 = (x — 6)* + (v + 4)* = 36.

Portanto, C' = (6, —4) e R = 6 sdo o centro e o raio da circunferéncia C.

Proposicao 2.23 Sejam . ra retas distintas em B® e Cy., Co circunferéncias distintas

em B*. Entio:

1. mNre =0 our, Nry é um ponto em R,
2. rnC =0 our NC é um ou dois pontos em E>.

2. CiNCy =0 ouC,NC,y é um ou dois pontos em B2,
Prova. Vamos provar apenas o item (2). Se
Ci:r+y +amzr+hyt+ea=0eCa:r" +y¥ +asr+by+c =0,
entao multiplicando a segunda equacao por —1 e adicionando-se, obtemos a reta
r(ay —ag)r + (b — b))y + (e1 — e2) =0

Logo, o item (3), reduz-se ao item (2) com r N C; ou r M Ca. Suponhamos que r; tenha
equacio cartesiana
r:Ar+ By+C =10.

Se B # 0 (0 caso B = 0 fica como um exercicio), entio podemos supor, sem perda de

generalidade, que B = 1. Logo,



rry=—Ar - (.
Se (x,y) € r1 NCy, entio substituindo y na equacio de C; e desenvolvendo, obtemos
dr* + ex + f =0,

onded =1+ A2#0,e=2AC4+a, —bhAe f=50C +c;. Seja A = e* — 4df. Entao ha
trés casos a ser considerado:

1.? Caso. Se A =0, entdo r; NC; é um ponto em E2, isto &, a reta rp & tangente a
circunferéncia Cy.

2.2 Caso. Se A = 0, entao r; N sio dois pontos em B2, isto é, a reta ry é secante a
circunferéncia C,.

3.2 Caso. Se A < 0, entao ryNC; = 0, isto &, a reta rp ndo intercepta a circunferéncia

C.

Exemplo 2.24 Determinar as equacoes das retas tangentes a circunferéncia C de equacdo

cartesiand
Py =2+ 4y=10

e perpendiculares @ refa v :x — 2y + 9= 10.

Solucao. As retas desejadas tém equacio reduzida da forma y = —2x + b. Entéo substi-
tuindo y na equacao de C, obtemos

5z% — (4b+ 10)z + 4b + b* = 0.

Por hipdtese, devemos ter A = (4b + 10)* — 20(4b + b*) = 0, isto &, 100 — 46* = 0. Logo,
b = —5 ou b = 5. Portanto, as equacoes das retas tangentes a C sdo: y = —2r—5 e
y=—2r+5.



