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RESUMO

Neste trabalho sdo sistematizados procedimentos com a finalidade de se
reconhecer a natureza de uma equacao quadratica, como também, para esbocar o
seu gréfico através da andlise dos coeficientes de sua equacdo. Além disso, sdo
discutidas vérias aplicacdes das conicas na Administracdo e na Economia. Essas
aplicagdes envolvem curvas quadraticas de oferta e demanda e seus respectivos
equilibrios de  mercado, e curvas de producdo. Na simplificacdo dos célculos
envolvidos, bem como no eshogo de graficos, é usado o aplicativo matematico
Maple V.

Palavras-chave: equacdo quadratica, conica, curvas de oferta e demanda, curvas
de producao

ABSTRACT

In this work procedures are systematized with the purpose of recognizing the
nature of a quadratic equation, as well as to sketch its graph, through the analysis of
the coefficients of its equation. Besides, several applications of conics in
Administration and Economy are discussed. These applications involve quadratic
curves of supply and demand and their market balances and also their production
curves. In the simplification of the calculations, as well as in the sketching of graphs,
the mathematical software Maple V is used .

Key words: quadratic equation, conics, supply and demand curves, production
curves
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1. Introducao

As curvas obtidas secionando-se um cone com
um plano que néo passa pelo vértice, chamam-se se-
¢Oes conicas ou simplesmente conicas e 0s trés tipos
de curvas que podem ocorrer sao: elipse, parabola ou
hipérbole.

(@) elipse (b) parédbola (c) hipérbole

Figura 1 - Conicas determinadas pela intersegdo de um
cone com um plano que ndo passa pela
origem

O matematico Apol6nio estudou originalmente
as secOes conicas em termos de geometria, usando este
conceito. Muitos anos depois passou-se a analisa-las
como curvas planas o que possibilitou estudar as suas
propriedades com os instrumentos da Algebra. Para
esse propdsito, utilizou-se defini¢des equivalentes que
se referem somente ao planom em que as curvas estao
e dependem de pontos especiais desses planos cha-
mados focos, a saber:

¥ ¥

AP

e Dados no plano & dois pontos F, e F,, sejac a

metade da distancia entre eles de modo que
d(F,F,) =2ceseja a um numero maior que c. A
elipse de focos F, e F, € o conjunto de todos os
pontos P e m tal que d(P,F,) + d(PF,) = 2a.

e Dado0<ac<cedadosnoplano = dois pontos
F,eF,comd(F F,) =2c, ahipérbole de focos
F, e F, é o conjunto dos pontos P € . tais que
[d(P,F,) - d(PF))| = 2a.

Dadosemm um ponto F e umareta r ndo contendo
F, a parabola de foco F e diretriz r € o conjunto
dos pontos P tais que d(P,F) =d(P,r).

Considerando um sistema de coordenadas
cartesianas ortogonal xOy de tal forma que o eixo Ox
contenha os focos F, e F, e o eixo Oy seja a mediatriz
do segmento F,F, no caso da elipse e da hipérbole e,
no caso da parabola, o eixo Ox passando pelo foco
sendo perpendicular a diretriz e o eixo Oy sendo para-
lelo a diretriz, pelo vértice da pardbola, conforme a
Figura 2, demonstra-se (Oliveira, 1999) que a elipse,
a hipérbole e a parabola tém como equacdes carte-
sianas, respectivamente

2 2 2 2
X Y 1 XY g y=2px

a2 az_cz_ a2 z_az_

em que naterceira equacdo, p representa a distancia
entre o foco e a diretriz.

¥

F, 0 E 4 E

r

(@) elipse (b) hipérbole (c) parabola
d(PF) +d(PF, =2a |d(PF) - d(PF,)| = 2a d(P,F) =d(Pr)

Figura 2 - Graficos da elipse, hipérbole e parabola e disposicao dos eixos coordenados em relagdes aos quais suas

equac0es sdo reduzidas.

De um modo geral, fixado um sistema de coor-
denadas cartesianas ortogonais S, o conjunto dos pon-
tos P do plano cujas coordenadas (x,y) em relacdo

ao sistema S verificam uma equagao do segundo grau
do tipo:
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AXx2+Bxy+Cy?*+Dx+Ey+F=0 1)

onde A, B, C,DeE séo constantes reaise A, B, C
ndo sao simultaneamente nulas é chamada equacéo
quadratica ou equacao de segundo grau.

As elipses, parabolas e hipérboles séo curvas
cujas equacdes sdo casos particulares da equacao (1).
Além destas conicas, a equacdo quadratica pode re-
presentar varios tipos de curvas degeneradas: duas
retas concorrentes, duas retas paralelas, um ponto ou
0 conjunto vazio.

Muitas aplicacfes importantes em Matematica
Pura e em Ciéncia estdo relacionadas as conicas. Na
Economia e na Administracdo, 0s segmentos perten-
centes ao primeiro quadrante de varios tipos de para-
bolas séo freqlientemente apropriadas para represen-
tar funcdes de demanda e oferta, funcbes de producgéo
e muitas outras relagdes. O segmento pertencente ao
primeiro quadrante de uma hipérbole equilatera é
comumente usada para representar uma funcéo de
demanda. O uso das elipses ocorre quando se repre-
senta funcdes de transformacéo de produto .

Neste trabalho® sdo sistematizados procedimen-
tos com a finalidade de se reconhecer a natureza de
uma equacao do tipo (1) através de sua reducdo auma
forma mais simples, movendo os eixos por rotagdo ou
translacdo, como também, de esbocar o seu gréafico
através da andlise dos coeficientes de sua equacao.
Além disso sdo discutidas varias aplicacdes das conicas
na Administracdo e Economia. Essas aplica¢des en-
volvem curvas quadréaticas de demanda e oferta e seus
respectivos equilibrios de mercado, e curvasde trans-
formag&o em produto. Na simplificacéo dos célculos
envolvidos, como também no esboco de graficos, é
usado o aplicativo matematico Maple V.

2. Definicgdes sobre conicas

ROTACAO E TRANSLACAO

Considerando-se um sistema de coordenadas
cartesianas ortogonal xOy e girando-se 0s eixos de
um angulo g, obtém-se um novo sistemax, Oy, .

] IO,
*

0 A

Figura 3 - Rotagéo de eixos

Supondo que P, ponto arbitrario do plano tenha
coordenadas (x, y) em relacdo a xOy e coordenadas
(X, y,) emrelagdoax Oy,, de acordo com a Figura
3, tem-se:

x=0A =0D - AD = OD - BC

y=AP = AB +BP = DC + B
ou seja,
{x = X1C050 — ylseno @
y = X,Sen° +y, cos

que séo chamadas formulas de rotacéo.

Fixando-se em um plano um sistema de coor-
denadasxOy e considerando-se um novo sistema de
coordenadas X,0, Y, tal quex, ey, sejam paralelos
ax ey, respectivamente, tenham a mesma unidade de
medida e 0 mesmo sentido positivo que estes Ultimos
tem-se que cada ponto P do plano teréa dois pares de
coordenadas (x,y) € (X,,y,) que, conforme a Figura 4,
se relacionam por:

Ty X = X, + h
"'2{ y =y, + Kk a
yk{ 01T #)
L | X;=x-=h
B y,=y-k O

Figura 4 - Translagdo de eixos

! Este trabalho é resultado de um projeto de Iniciacdo Cientifica, desenvolvido por PAULA, 2002, na Universidade de Franca, sob a orientacdo do

Prof. Dr. Edson de Oliveira.
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que sdo chamadas formulas de translac&o.

ELIMINACAO DO TERMO MISTO POR
ROTACAO

Mostra-se a seguir que em qualquer equacgao
do 2° grau, o termo misto xy da equacéo (1) pode ser
eliminado por uma rotacéo de eixos, isto €, supondo-
se que B 1 0 pois, caso contrario, o termo misto nao
aparece na equacao e, portanto, ndo ha nada para ser
feito.

Substituindo em (1) as férmulas de rotacéo da-
das pelas equacdes (2), efetuando-se as multiplicagdes
e reagrupando os termos, a equacao se escreve na for-
ma:

A1X12 + le1y1 +Cly12 + D1X1 + E1Y1 + Fl =0 (4)
onde:

A, = Acos 20 +%sen 20 +C sen 20
B; = (C — A)sen 26 + B cos 20

2 B 2
C,=Asen °6 —?sen 20 +Ccos “ 6

D,=Dcos6 + Esen©

(5)

E,=Ecos6 - Dsen 0

Para eliminar o termo mistox, y,, deve-se esco-
Iher6 tal queB, =0, ou seja:

(C-A)sen20 + Bcos206 =0

ComoB #0isto fornece:
cotg20 = A;C
B
Desta forma apresenta-se 0 seguinte teorema.

TEOREMA: SeB # 0 aequacao
AX? + Bxy+Cy? + Dx+Ey+ F =0 Pode ser
transformada na equacao

AX{ +Cryf + DX+ Eryy +F =0 onde A, e C,

sd0 ambos ndo nulos, por uma rotagao de eixos segundo
um angulo de 6 radianos, tal que

A-C

cotg? =—— ,0<26<m
B

DEFINICAO: A expressdo B? = 4AC chama-se
discriminante da equag&o (1).

Observa-se que A, BeC daequagdo (1) e A,
B, e C, daequacao (4) satisfazem a relagao:

B2-4AC =B? -4AC, 6)

que pode ser demonstrada substituindo-se as
expressoes paraA,, B, e C,, dadas em (5), no segundo
membro de (6).

Dessa forma, tem-se que o discriminante da
equacao geral em duas variaveis € invariante por uma
rotacdo de eixos, pois permanece inalterado em
qualquer rotacao.

ELIMINACAO DOS TERMOS LINEARES POR
TRANSLACAO

Admitindo-se ja feito uma rotacédo e o termo
misto tenha sido eliminado, pode-se assumirB, =0em
(4) e, assim, a equacdo da conica assume a forma:

A1X21 + Clyz1 +Dx +Ey +F =0 (7)

em relagdo ao sistema de coordenadas x, 0.y, obtido
do sistema xOy por uma rotacéo de angulo 6, como
foi apresentado na Figura 3.

Se C, =0entdo necessariamente A, =0, para
manter o grau da equacao em 2. Fazendo C,=0em
(7) e completando o quadrado em relagéo ax,, tem-

Se.
2

2
D D
Al X, +—~| +Ey,+F-—=0
2A 4A
Fazendo-se uma translacao de formulas
Dl
X, = X, —
2A;
Yi = Y>

obtém-se o sistema de coordenadasx,0,y, em que
O, tem coordenadas (a,b) = ( D ]
0

N
2A,
e, em relagéo ao qual, a equacao anterior se escreve
naforma:
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Ax2 + Ey,+F1=0 ®)

o 2
onde F, =F _%, sendo que a equacao (8) re-

presenta uma parabola se E, # 0 ou, caso contrario,
umareta, um par de retas paralelas ou o conjunto vazio.

Se Al = 0 entdo necessariamente devem ter
C,#0, eadiscussdo e analoga ao caso anterior.

SeA #0eC, 0, pode-se escrever (5) como:

2 2
D, E, D! E?
C S T R e O T
Al()(l+2ﬂ] ' 1[y1+2clj "o a0 O

Fazendo a translagéo de formulas

Dl
X, = X, —

2 A,
Y1 = Y, - E
1 2 2C

obtém-se o sistema x,0,y, em relagdo ao qual a
equacao (7) se escreve na forma:

AXs +Crys +F, =0 (10)

e as coordenadas do ponto O, em relagéo ao sistema
x,0y, séo dadas por (a,,b,) =

_ D1 _ El
2A, 2C,

Se AC,>0tem-separa F, =0 umaelipse
ou o conjunto vazio e paraF, = 0 tem-se um
ponto.

SeA,C, <0tem-se F, 0 uma hipérbole se
ou um par de retas concorrentesse. F, = 0

IDENTIFICACAO DA EQUACAO DE UMA
CONICA
Se 0 angulo de rotacdo 6 € escolhido de tal forma
que B, =0 entdo a equacdo (6) se transforma em:
B>-4AC=-AC,

Assim sendo, se A C >0 decorre que

_39)

B*-4AC<0; se AC, <0 decorre que B>-4AC >
0 ese AC, =0 decorre que B*-4AC =0.

Combinando isto com os resultados do paragrafo
anterior, tem-se 0 seguinte teorema.

TEOREMA: Dadaaequacao
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F =0, tem-se que ela
representa no plano:

Um ponto, o conjunto vazio ou umaelipse se
B2-4AC<0.

Uma reunido de duas retas concorrentes ou uma
hipérbole se B2—4 AC > 0.

Uma pardbola, uma reta, um par de retas
paralelas, ou o conjunto vazioseB2-4 AC =0.

3. Aplicacao do software Maple no estudo das
conicas

Utilizando o aplicativo Maple, apresentam-se
nesta sec¢éo, alguns procedimentos para a simplificacdo
da equacdo de uma c6nica, bem como, para a
construgdo de seu grafico.

Considerando-se uma conica de equacao :

AX*+Bxy+Cy?’+Dx+Ey+F=0

emque A=0, B#0 ou C#0, elaficacompletamente
determinada através da lista de seus coeficientes :

>V=[ABC,D,E,F]

O procedimento a seguir fornece o anguloo. de
rotacdo e a nova equacdo da conica que se obtém
efetuando-se uma rotagdo de angulo o.. A sintaxe do
programa é Rot(V, tipo). O comandoRot(V,angulo)
retorna o valor de o. em graus e o comando Rot(V,
equa) retorna equacédo da conica em relacdo ao
sistema rotacionado.

Pode-se rodar este programa para qualquer
cbnica; para tanto € suficiente alterar as coordenadas
do vetor V.

> Rot:= proc( Vitipo)

> |ocal cotg2w, cos2w, cosw, senw, M,
N, U, S, H, alfa;

>global R, con;

> if V[2]<>0 then
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> cotg2w:= (V[1]-V[3])/V[2],
> cos2w:= cotg2w/(sqrt(1 + (cotg2w)"2) ) ;

> cosw:= sgrt(((1+cos2w)/2)):  senw:=

sqrt( ((1-cos2w)/2) ):

> R:=evalm( linalg[matrix] (2, 2, [cosw, —sen
w, senw, cosw] ) ):

> N:=linalg[matrix]( 2,1, [x1,y1]):
M:=evalm(R&*N):

>else

> M:=evalm(matrix(2, 2, [1,0,0,1])): fi:

> U:=array(1..6): con:=proc(U)

> U[1]*x"2 + U[2]*x*y + U[3]*y"2 +
U[4]*x + U[5]*y + U[6] end:

> S:=con(V); H:=expand( subs (x =
M[1,1], y=M[2,1],9)):

> if tipo = angulo then alfa:= evalf (convert(

arccos(cosw), degrees) ):

> print(alfa) fi;
> if tipo = equa then simplify(H) fi;
>end:

O procedimento seguinte fornece as coorde-
nadas do ponto O, para o qual deve-se transladar o
sistema rotacionado e a nova equacao da conica que
se obtém efetuando-se essa translacao. A sintaxe do
programa é Trans(V,tipo). O comando
Trans(V,novaorigem) retorna as coordenadas de O, ,
em relacdo ao sistema original e o comando
Trans(V,equa) retorna equacéao da conicaem relagdo
ao sistema transladado.

> Trans:= proc( V, tipo)

>local T, ¢, K, H,Q;

> global C;

>T:=Rot(V, equa):

>c:=subs(x1=0,y1=0,T):

> K:=[coeff( T,x1"2), O, coeff(T,y1"2),
coeff(T,x1), coeff(T,yl),c];

>ifK[1] <>0 and K][3]=0 thenif K[5]
=0 then

>Q:=[-K[4]/(2*K[1]).0];

>else

> Q:= [-K[4]/(2*K[1]), - (K[BI/K[5] ) + ((
K[41"2)/(4*KI[51*K[1])) I;

>fi

>elif K[1]=0and K[3]<>0 then
> if K[4]=0 then [0,-(K[5]/(2*K[3]))

>else

> Q:=[ - (K[6]/ K[4]) + (K[5]"2) / (
4*K[4]’;_K[3] ), — (K[5]/(2*K[3])) I;

>fi:

>elif K[1]=0 and K][3]=0 then Q:=
[0,0];

>else

> Q:= [~ (K[4]/ (2*K[1]) ), - (K[3]/
(2*K[(3])) ], fi

> H:=expand (subs(x=x2+ Q[1],y =y2 +
Q[2], con(K)));

> C:=evalIm(R&*Q):

> if tipo =novaorigem then print(C); fi;

> iftipo =equa then simplify(H) fi;

>end:

O procedimento abaixo fornece o gréafico da
conica e nos apresenta também os sistemas de eixos
rotacionados e transladados.

> dese:= proc(V)

>local x1, y1, rx1, ryl, trx1,tryl, P, G, c,sl,
s2, gr,;

>with(plots):

>with(plottools, line):

>x1:=line([0,0],[8,0], t hickness=2);

>y1:=line([0,0],[0,7], thickness=2);

>if V[2]<>0 then

>sl:=evalm(R&*[8,0]);
(R&*[0,7]);

>rx1:=line ([0,0], [s1[1], s1[2]], color =red,
thickness = 2);

>ryl:=line ([0,0], [s2[1], s2[2]], color=red,
thickness = 2);

>else

>rx1:=line([0,0],[8,0], color = red, thick-
ness=2);

>ryl:=line([0,0],[0,7], color = red, thick-
ness=2);

>fi

> trx1:= line([C[1],C[2]], [s1[1]+C[1],
s1[2]+C[2]],color = green, thickness = 2);

> tryl:=line([C[1],C[2]], [s2[1]+C[1], s2[2]
+C[2]], color = green, thickness = 2);

s2:=evalm
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>G:=con(V);

> gr:= implicitplot(G=0, x = C[1]-6..C[1]+6,
y = C[2]-6..C[2]+6, color = blue,

> thickness=2);

> display(x1, y1,rx1, ryl trx1, tryl, gr);

>end:

EXEMPLO
Aplicar os procedimentos anteriores para
descobrir que tipo de curva representa a equacao
quadrética e esbocar o seu grafico.
X2+4xy+4y?-2x+6y+3=0

Declarando o vetor V dos coeficientes da
conica:
>V:=[1,4,4,-2,6,3];
V:=1[1,4,4,-26,3]
> Rot(V,angulo); Rot(V,equa);

63.43494883 degrees
5x12 + 2 \/5x1 +2 /5yl +3
O angulo de rotacéo é aproximadamente 63,43
graus e a equacdo da conica rotacionada e 5 x>+ 2
J5 x,+2+/5y,+3=0.
> Trans(V, equa); Trans(V,

novaorigem);

5 %22 + 2 4/5 y2

[1/5,-3/5]

Portanto, a nova origem do sistema transladado, tem

coordenadas (£ . E) em relagdo ao sistema ori-

5 5
ginal e aequagdo da conica transladada € 5x,2 +

2\/§y2 =0, que representa uma parabola mostrada na
Figura5.

> dese(V);

Figura 5 - Grafico da equacdo quadraticax?+4 xy +
4y?-2x+6Yy+3=0assinalando o0s eixos

de rotagéo e de translagéo

4. Aplicacdo das conicas na demanda e oferta
de produtos e discussao

ADEMANDA

Num mercado competitivo os interessados em
adquirir uma certa mercadoria (ou servigo) entram em
acordo com os vendedores sobre o preco que este
deve assumir, tendo em vista o valor que estao dispos-
tos a pagar pela compra e pela venda dessa mercado-
ria. Dessa forma, a movimentacdo do mercado se da
pela troca de quantidades determinadas de mercado-
rias por um valor também determinado chamado pre-
co. O preco é o referencial e o fator determinante na
atividade do mercado, de tal forma que a quantidade
de mercadoria adquirida pelos consumidores depen-
dera do preco da mesma.

Tomando-se como exemplo 0 mercado de sa-
patos e supondo-se que as Unicas variaveis atuantes
sejam o preco e a quantidade adquirida pelos consu-
midores. A quantidade consumida desse produto de-
pendera diretamente de seu preco, isto &, se 0 preco
abaixa, os consumidores em geral tendem a adquirir
mais dessa mercadoria. Em contrapartida, se a merca-
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doria sofre aumento os consumidores compram me-
nos ou, quando possivel, a substituem por outra.

Assim, a resposta dos consumidores a diferen-
tes precos pode ser expressa por uma relagdo chama-
da demanda, entre o preco por unidadep e a quanti-
dade adquiridax ou seja, a demanda é uma relacéo
que da as quantidades de um bem ou servico que
0s consumidores estariam dispostos e seriam capa-
zes de adquirir a diferentes precos (Crusius e Crusius,
1985: 53).

O gréfico cartesiano da demanda é chamado
curva de demanda; em geral, a quantidade de merca-
doria, € representada ao longo do eixo horizontal e 0
preco da mercadoria por unidade, é representado ao
longo do eixo vertical .

Se arelacdo de demanda é resolvida parap tem-
se a fungcdo demandap = f(x) que expressa o preco p
por unidade e a quantidade demandadax, de uma de-
terminada mercadoria. A funcéo demanda é geralmente
uma funcéo decrescente, pois a quantidade de deman-
da de uma mercadoria diminui a medida que o preco
por unidade da mercadoria aumenta e vice-versa.

Em situacbes econémicas normais o dominio da
fungdo demanda é formado por nimeros ndo negati-
V0s, Visto que o preco negativo sugere que sao pagos
precos aos consumidores para a remocao de artigos
do mercado. J& a demanda negativa indica que o pre-
co é tdo alto que impede a atividade do mercado, até
que os artigos sejam oferecidos a pre¢os satisfatorios.

Em geral nos problemas tedricos, nem sempre
se especificam a populacéo e o periodo de tempo, no
entanto, a curva de demanda se refere a um periodo
de tempo determinado e a uma populagéo especifica.

A OFERTA

O preco é também fator determinante na quan-
tidade que a industria (totalidade de empresas que pro-
duzem uma mesma mercadoria) estara disposta a pro-
duzir e oferecer ao mercado.

Tomando-se novamente o exemplo relativo ao
mercado de sapatos. A quantidade de sapatos que 0s
produtores oferecerdo ao mercado dependera direta-
mente do prec¢o do sapato, isto é, se 0 pre¢o ndo esti-
ver bom para os produtores naturalmente eles supri-

rdo o mercado com uma quantidade relativamente pe-
quena dessa mercadoria. Mas, se 0 pre¢o do sapato
estiver em alta, os produtores suprirdo o mercado com
uma grande quantidade do produto no intuito de tirar
vantagens dos pre¢os mais altos.

Dessa forma, a resposta da industria a diferen-
tes precos pode ser expressa por uma relagdo chama-
da oferta, entre o preco por unidade p e a quantidade
oferecida x ao mercado, ou seja, a oferta € uma re-
lacé@o que da as quantidades de um bem ou servico
que a inddstria estaria disposta a produzir e ofertar
ao mercado a diferentes precos (Crusius e Crusius,
1985: 54).

O gréfico cartesiano da oferta é chamado curva
de oferta; a quantidade ofertada e o preco séo repre-
sentados nos eixos coordenados de forma analoga a
curva de demanda. Dessa maneira, enquanto o com-
portamento do consumidor é descrito na curva de de-
manda, a curva de oferta reflete o comportamento dos
vendedores.

Se arelacdo de oferta é resolvida parap, tem-
se a funcéo ofertap = g(x) que expressao precopea
quantidade ofertadax, de uma determinada mercado-
ria.

A funcdo oferta é geralmente uma funcgéo cres-
cente, visto que a quantidade ofertada de uma merca-
doriaaumenta a medida que o0 pre¢o por unidade au-
menta e vice-versa.

Da mesma maneira como na demanda, o domi-
nio da funcao oferta é formado por nimeros ndo nega-
tivos, tendo em vista que a oferta negativa significa que
os artigos ndo estdo disponiveis no mercado, porque
ndo sdo produzidos ou porque sao retidos até que um
preco satisfatorio seja oferecidos por eles.

CURVAS QUADRATICAS DE DEMANDA E
OFERTA

As curvas de demanda e oferta frequientemente
sdo representadas por curvas lineares porém, numa
analise mais ampla, as equacdes quadraticas também
sdo bastante utilizadas.

Parabolas que possuem partes de seus graficos
pertencentes ao primeiro quadrante séo apropriadas
para representar relagcdes de oferta e demanda, con-
forme ilustracéo da Figura6.
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Figura 6 - Exemplos de curvas parabdlicas de ofertae
demanda

Por exemplo, parte do grafico da parabola da
Figura6(a) pode ser usada para representar uma cur-
va de oferta, e parte do grafico da Figura 6(b) pode
ser usada para representar uma curva de demanda.
Elas representam apenas uma dentre uma familia des-
ses tipos de curvas.

O segmento de uma hipérbole equilatera per-
tencente ao primeiro quadrante é com frequiéncia usa-
do para representar uma funcdo de demanda (Figura
7).

Figura 7 - Curva hiperbélica de demanda.

Observe-se que cada uma dessas curvas é ape-
nas uma dentre uma familia de curvas apropriadas para
representar as funcoes discutidas (Weber, 1977).

EQUILIBRIO DE MERCADO

Uma definicdo de equilibrio pode ser dada de
diversas maneiras. Todavia, um conceito intuitivo de
equilibrio, em geral, é aquele em que hd um estado de
repouso entre as variaveis que constituem o modelo,
de tal forma que ndo ha nenhuma tendéncia a dissolu-
cao do estado de repouso inicial.

43)

Dessa forma, para que o equilibrio exista, € ne-
cessario que as varidveis atuantes no modelo perma-
necam imutaveis, sem acao independente; caso con-
tréario, se pelo menos uma variavel estiver mudando,
ela estara provocando mudancas nas outras e forman-
do uma reacdo em cadeia, assim, o equilibrio ndo mais
existe.

Referindo-se as variaveis que constituem o mo-
delo, deve ficar claro que existem outras variaveis que
n&o foram inclusas por escolha do analista. Assim, o
equilibrio em discussdo possui relevancia somente no
contexto do conjunto especifico das variaveis escolhi-
das e ndo sobre o0 conjunto de variaveis que englobam
arealidade que o modelo representa.

Considerando-se que ndo ha nenhuma tendén-
ciaadissolucdo do estado de repouso inicial, isso Su-
gere que os fatores externos sejam considerados fi-
X0S, por suposic¢do, ndo afetando assim o estado de
equilibrio provocado pela mutua compensacéo das
variaveis internas do modelo.

Equilibrio é uma situagdo na qual as coisas
ndo tendem a mudar. Assim, um equilibrio repre-
senta uma situacao que pode perdurar (Crusius e
Crusuius, 1985: 53).

Um modelo matematico de importante aplica-
¢éo naeconomia envolvendo as interse¢des de grafico
surge em conexdo com a demanda e a oferta. Para
melhor compreensdo desse modelo considera-se no-
vamente na situacao relativa ao mercado de sapatos.

Os produtores se dispdem a ofertarem suas
mercadorias a determinados precos que lhes convier.
No entanto, os consumidores também se dispGem a
adquirir essas mercadorias a precos que lhe convier.

Nessas circunstancias, as negociag¢oes devem
determinar um preco que torne possivel o produtor
produzir e 0 consumidor adquirir a mercadoria. Existe
entdo um preco de equilibrio, no qual toda mercadoria
produzida é adquirida pelos consumidores.

O preco de equilibrio é aquele em que coinci-
dem os planos dos demandantes ou consumidores e
dos ofertantes ou produtores (Tan, 2001: 54).

E essa liberdade de negociagio que possibilitaa
demanda e a oferta de atuarem como determinantes
do preco, visto que 0 pre¢o € quem traz a informacao
e o incentivo paraaumentar ou diminuir a producéo de
uma determinada mercadoria, ou para o consumidor
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aumentar ou diminuir a compra dessa mercadoria.

Portanto, existe um ponto, chamado equilibrio
de mercado, onde a quantidade ofertada se iguala a
quantidade demandada.

Geometricamente, o equilibrio de mercado se
da no ponto de intersecdo das curvas de demanda e
oferta. Nesse ponto, a coordenadap (preco de equi-
librio) é o preco de mercado no qual a oferta se iguala
ademanda, isto €, o preco de mercado no qual ndo ha
sobra ou falta de mercadorias. Quando ocorre o equi-
librio de mercado, a quantidade de mercadoria produ-
zida é chamada dequantidade de equilibrio. A quan-
tidade de equilibrio e o preco de equilibrio séo deter-
minados resolvendo-se simultaneamente as equacoes
de demanda e oferta do mercado.

Uma solugdo aproximada para o ponto de equi-
librio pode ser obtida geometricamente tracando-se 0s
graficos das curvas de demanda e oferta e consideran-
do o ponto de intersecéo.

Mesmo para curvas de oferta e demanda de 2°
grau, uma solucdo algébrica pode envolver a resolu-
¢ao de uma equacao de terceiro ou quarto grau.

A obtencdo desse ponto de equilibrio pode ser
simplificada com a utilizac&o de ferramentas compu-
tacionais.

EXEMPLO 1

Uma doceria produz diariamente, um certo tipo

de bolo.

a) Quando o preco unitario de cada unidade é
R$11,00 a doceria vende 15 unidades, se o preco for
R$ 12,00 sdo vendidos 10 bolos e se o prego for
R$9,60 o numero de bolos vendidos é 20. Obter a
funcdo demanda admitindo que ela seja quadratica do
tipo:

p=ax®+bx+c

b) Se a fungéo oferta para esses bolos for p =
10+ 0.2x, qual é o preco de equilibrio?

SOLUCAO

a) Para se obter a fungdo demanda, substitui-
se na funcdop = ax?+ bx + c, sucessivamente, 0s
pares de valores p=11 e x=15, p=12 e x=10
e, p=9,60 ex =20, obtendo-se o sistema linear:

225a+25b+c =11
100a+10b+c =12
400a+ 20b + ¢ =9,60

Resolvendo-o com a ajuda do Maple:
>solve({225*a+25*b+c = 11,
100*a+10*b+c = 12, 400*a+20*b+c = 9.60}, {a,
b, c});
{a=-0.008,b =0, c =12.80}
de onde segue que a fun¢do demanda é:
p =-0,008 x* + 12,80

a)  Noponto de equilibrio, o preco é o mesmo
na curva de demanda e de oferta.

Logo, tem-se a equacao:

-0,008x?+ 12,80 = 10+ 0,2 x

que resolvida nos fornece o valor x =10, que
substituido numa das duas curvas, por exemplo, nada
oferta, fornece:

p=10+0,2.10 = 12

Portanto, o preco de equilibrio ¢ R$12,00.

EXEMPLO 2

A equacéo de demanda por uma certa marca
de sapatos é dada por (x+1)p = 35 e a corresponden-
te equacao de oferta é dada por x2+4x-16p+20=
0 onde 1000x pares de sapatos sdo demandados e
10p reais € o preco de cada par.

a) Determinar o pre¢o e a quantidade de equili-
brio

b) Escolhe-se um prego acima do preco de equi-
librio, por exemplo R$70,00. A este pre¢o, quantos
itens os fabricantes produzirdo? Quantos itens os con-
sumidores irdo comprar?

¢) Escolhe-se agora um preco abaixo do precgo
de equilibrio, por exemplo R$30,00. A este preco,
quantos itens os fabricantes irdo fornecer? Quantos itens
0s consumidores irdo comprar?

SOLUCAO
a) Para encontrar o ponto de equilibrio, resolve-

Publ. UEPG Exact Soil Sci., Agr. Sci. Eng., Ponta Grossa, 9 (3): 35-49, dez. 2003



se o sistema simultaneo constituido das equagoes de
demanda e oferta.

x> +4x-16p+20=0
(x+)p=35

Utilizando o aplicativo Maple para resolvé-lo,
procede-se:

> solve( {x"2+4*x-16*p+20 =

0, (x+1)*p=35},{X, p});

{x =6, p =5}, {X=RootOf
((Z72+11* _Z+90), p = -35/8-7/
16*RootOf(_z"2+11* Z+90)}

de onde vem que x =6 e p =5, ou seja, 0 ponto de
equilibrio é (6000,50). Assim, a quantidade de
equilibrio é 6000 pares de sapatos e 0 preco de
equilibrio R$50,00.

b) Com o pre¢o do par a R$ 70,00, 0 niumero
de itens a serem fabricados é obtido substituindo-se
p = 7 na equacéo de oferta e resolvendo a equacéo
obtida para x. O nimero de itens a serem consumidos
é obtido substituindo-se p = 7 na equacédo de demanda
e resolvendo a equacéo obtida para x.

>subs(p=7,x"2+4*x-16*p+20=0);

X +4x-92=0
> fabricagdo_7: =fsolve(x"2 + 4*x-92 =
0,x);
fabricacdo_p :=-11.798, 7.7980
>subs(p=7, (x+1)*p=35);
7x+7=35

> consumo_7: =solve( 7*x +7 =35, X);

consumo_3 :=4

Assim sendo, com o preco de R$ 70,00 os
fabricantes estardo dispostos a produzir aproxi-
madamente 7798 pares e consumidores irdo comprar
4000 pares de sapatos.

c) De modo anélogo, se o preco for de R$
30,00, toma-se p = 3 e procede-se de maneira similar
ao feito no item b):

>subs(p=3, x"2+4*x-16*p+20=0);

X +4x-28=0
> fabricagdo_3: = fsolve(x"2 + 4*x - 28 =
0,x);
fabricacéo_3 :=—7.6569, 3.6569
>subs (p=3, (x+1)*p=35);
3x+3=35

45)

> consumo_3: =fsolve(3*x + 3 =35, X);
consumo_3 := 10.667

Assim sendo, com o preco de R$ 30,00 os
fabricantes estardo dispostos a produzir aproxi-
madamente 3657 pares e 0s consumidores irdo
comprar 10667 pares de sapatos.
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Figura 8 - Gréficos da funcdo de oferta p = x*+ 4 x —
16 p + 20, da funcdo de demanda (x+1)p =
35 e do ponto de equilibrio.

Observa-se que, se o preco for R$ 70,00, um
preco maior que o de equilibrio, os fabricantes estardo
dispostos a produzir aproximadamente 7.798 pares e
consumidores irdo comprar 4000 pares de sapatos e,
assim, havera o chamado excedente de oferta de 3798
pares de sapatos. Para se desfazer dos sapatos os ven-
dedores teréo que aceitar pre¢os mais baixos, em con-
sequliéncia os precos tenderdo ao preco de equilibrio.

Por outro lado, se o pre¢o for R$ 30,00, um
valor menor que o de equilibrio, os compradores irdo
comprar 10667 pares de sapatos, enquanto que 0s
vendedores ofertardo 3657. Havera, portanto, a cha-
mada escassez, de 7010. Diante disso, a procura sera
maior que a quantidade ofertada no mercado e, con-
seqlientemente, 0s precos subirdo tendendo ao preco
de equilibrio.

CURVAS DE TRANSFORMACAO
DEPRODUTO

Alguns processos de producéo permitem a cri-
acdo de mais de um produto associado a matéria-pri-
ma. A criacdo de carneiros & um exemplo classico de
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tal processo, onde s&o produzidos dois produtos: la e
carne.

Uma curva que expressa a relaco entre as quan-
tidades de dois artigos diferentes produzidos pela mes-
ma firma, usando-se em comum as matérias-primas e
as verbas para mao de obra, s&o chamadas curvas de
transformacéo de produto ou curvas de producéo.
Geometricamente, uma curva de transformacéo de pro-
duto € o lugar geométrico das combinagdes de quanti-
dades do produto final que podem ser obtidas de um
dado insumo (Weber, 1977). Dessa forma, se as quan-
tidades de produtos produzidas sdo x e y, a curva de
transformacdo em produto que os relaciona deve ser
tal que, a medida que uma quantidade aumenta, a ou-
tradiminui.

Para satisfazer certas condi¢fes econdmicas, as
curvas de producao sao freqiientemente consideradas
com a concavidade voltada para baixo. Toda curva
de transformacao de produto € apenas uma dentre uma
familia de curvas, em que as curvas dessa familia
correspondem a varios insumos. Por exemplo, as
elipses da Figura 8, representam trés curvas de trans-
formacdo em produto onde quanto mais afastada da
origem estiver a curva, maior é o insumo ao qual ela
corresponde (Weber, 1977).

Producic de v

Producio de x

Figura 9 - Membros de uma familia de curvas
circulares de transformacéo de produto

Segmentos de curvas parabdlicas pertencentes
ao primeiro quadrante também sdo apropriadas, em
alguns casos, para representar curvas de transforma-
¢ao em produto. Para as curvas hiperbolicas, deve-se
restringir o seu dominio ao ramo inferior, como ilustra-
do nafigura 10 (Weber, 1977).

LR Ty M

MELTERY EY SN LA

Figura 10 - Curva hiperbdlica de transformacdo de
produto

EXEMPLO 1

Uma companhia produz quantidades x ey de
duas espécies diferentes de doces, usando 0 mesmo
processo de producéo. A curva de transformacéo em
produto para o insumo usado é dada por:

5x2+2y?-10x-4y-91=0
a) Quais séo as maiores quantidades x e y que
podem ser produzidas?

b) Que quantidades x e y devem ser produzidas
de maneiraaseterx = Ey ?
4

SOLUCAO
a) Construindo o gréafico da curva de trans-
formacdo de produto no primeiro quadrante:

2
4
B
£

Figurall- Curva de transformacdo de produto do
EXEMPLO 1
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observa-se que o valor maximo de y ocorre quando X
=0, o qual é encontrado substituindo x = 0 na equagédo
da curva e resolvendo-se a equacao obtida.
> subs(x =0, 5*x"2+2*y"2+10*x+4*y-91 =
0);
-91+2y?2 +4y=0
> evalf( solve (-91+2*y"2+4*y =0, y) );
5.8,-7.8
Portanto, a maior quantidade y é aproxi-
madamente 5,80. O maior valor de X, ocorre quando
y =0, o qual é encontrado substituindo y =0 na equagao
da curva e resolvendo-se a equacdo obtida.
> subs(y=0, 5*x"2+2*y"2+10*x+4*y-91 = 0);
5x2-91+10x=0
> evalf( solve( 5*x"2+10*x-91=0, X) );
3.38,-5.38

Portanto, a maior quantidade x é aproxi-
madamente 3,38
b) Pararesolver osegundo item, substitui-se
x=2 y naequacao:
‘ 5x2+2y?-10x-4y-91=0.
> subs( x= 3/4*y,5*x"2+2*y"2+10*x+4*y—
91=0);
77/16y2+23/2y-91=0
>valor_y: = solve( 77/16*y"2+23/2*y-91. =
0,v)
valor_y :=--5.70, 3.31
> valor_x:=solve(subs (x=3.31,x = 3 y));
valor_x :=4.41 4
Assim, as quantidades produzidas sdo x = 4,41
ey =3,31, aproximadamente.

EXEMPLO 2

Uma companhia produz quantidades x e y de
duas substancias petroquimicas, usando o processo de
producdo. Determinar as maiores quantidades x e y
que podem ser produzidas, sabendo-se que curvade
transformacdao de produto para o insumo usado é dada
por (y—20) (x-30) = 300, onde x < 15.

SOLUCAO

Sey =0temos que —20(x — 30) = 300 de onde
vem que x = 15, isto €, a maior quantidade x é 15. Se
x =0temos que —30(y — 20) = 300 e dai, a maior
quantidade y € 30.
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O grafico da curva de transformag&o de produto
é a hipérbole esbocada na figura 12.

1
|
10 1520 b 40 ' R

Figura 12 - Curva hiperbolica de transformacédo de
produto para o insumo do EXEMPLO 2.

APLICABILIDADE EM OUTRAS SITUACOES

Estdo a seguir alguns problemas propostos cujas
solucgdes podem ser obtidas seguindo os passos dos
exemplos apresentados anteriormente.

PROBLEMA1

Supondo-se que a curva de demanda para
um certo produto seja dada por 2x2—p—-3x-4=0
e que a curva de oferta seja dada por —x*+x + p—20
=0.

a) A um preco p = 4 qual a quantidade de
consumidores dispostos a comprar e qual quantidade
0s produtores estao dispostos a oferecer? O mercado
empurrara os precos para cima ou para baixo?

b) Achar o ponto de equilibrio.

PROBLEMA 2
A funcéo oferta e demanda de um produto
sdo respectivamente:

p=100x +50x> e p=400-80x—40x?
a) Qual é o ponto de equilibrio?
b) Se o0 governo instituir um imposto social de

R$15,00 por unidade vendida, cobrado junto ao
produtor, qual o novo prec¢o de equilibrio?

c¢) Nas condicdes do item (b), qual a receita
arrecadada pelo governo?

PROBLEMA 3
Supondo-se que a funcdo oferta para radios
tenhaa forma:
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(%—bjz =a?x,

onde X € a quantidade em oferta e p & o prego por

unidade em reais e se a quantidade ofertada for de
10000 radios quando o prec¢o for R$60,00 e 62500
radios quando o preco for R$105,00:

a) Determinar a funcao oferta e esbocar o seu
gréfico.

b) Que preco por unidade fard com que o
fornecedor disponha 32400 radios no mercado?

PROBLEMA 4
Num departamento de marketing o gerente
conclui que pode vender diariamente 160 unidades de
um certo produto. Interessado em produzir esta
quantidade ele constatou que assumindo todos 0s
fatores exceto o nimero de empregados e a produgédo
final resultante, constantes dentro da faixa desta
producéo total, a fungédo producao expressa-se pela
equacao:
2X2—-4x-y =0

a) Que tipo de curva representa a equacao?

b) Quantos empregados sdo necessarios para
produzir as 160 unidades?

c) Se 0 numero de empregados trabalhando for
6, quantas unidades serdo produzidas diariamente?

PROBLEMAS5
Numa companhia o diretor de pesquisas ope-
racionais acredita que o custo médio de producéo a
curto prazo y e o nimero de unidades produzidas X,
podem ser relacionados pela equacao:
5y =—x2+2x + 99

a) Que tipo de curva representa a equagédo?
Fazer um esboco do grafico.

b) Quais as maiores quantidades x e y que podem
ser produzidas?

5. Possiveis aplicacfes das conicas em
outras areas

Além de sua aplicagdo em Administracéo e Eco-
nomia as conicas tém muitas aplicacdes importantes
nas mais diversas areas.

Em 1604, Galileu descobriu que langando-se um
projétil horizontalmente do topo de uma torre e su-
pondo que a Unica forca atuante era a da gravidade
(resisténcia do ar e outros fatores complicadores sdo
ignorados) sua trajetdria foi uma parabola. Um dos
grandes eventos da historia da Astronomia ocorreu al-
guns anos mais tarde, em 1609, quando Kepler publi-
cou sua descoberta de que a Orbita de Marte erauma
elipse. Cerca de 60 anos depois, Newton provou ma-
tematicamente que os planetas movem-se em érbitas
eliticas ao redor do Sol, sendo que este ocupa um dos
focos. Isso o levou a formular e publicar em 1687 a
teoria da Gravitagao Universal para explicar o meca-
nismo do sistema solar. Hipérboles sdo usadas em com-
bate para localizar a posicao das armas inimigas pelo
som do disparo dessas armas. Se uma quantidade va-
ria inversamente em relacéo a outra, tal como pressao
e volume na lei de Boyle para um gés perfeito, auma
temperatura constante, o grafico sera uma hipérbole.

Um exemplo de aplicacdo importante das
parabolas estéa associado as suas tangentes. Conside-
rando a reta tangente em um ponto P de uma parabola
em que F € o foco, o 0 &ngulo entre a tangente e 0
segmento FP e B o &ngulo entre a tangente e a reta
horizontal que passa por P. Pode-se mostrar que o =
. Esta propriedade geométrica das parabolas tem
muitas aplicacdes. Por exemplo, a forma do espelho
de um farol se obtém girando uma pardbola em torno
de seu eixo, obtendo uma superficie de revolugéo.

Se uma fonte de luz é colocada em seu foco F,
por uma lei da fisica (o angulo de reflexdo é igual ao
angulo de incidéncia), um raio de luz seré refletido ao
longo de uma reta paralela ao seu eixo, conforme a
Figura 13. Emprega-se 0 mesmo principio na cons-
trucdo de espelhos telescopios. Ele é também a base
de desenho de antenas de radar, radiotelescépios e
microfones usados em campos de futebol.
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Figura 13 - Propriedade da reflexao.

6. Consideragdes finais

As cOnicas sdo aplicadas nas mais diversas are-
as e, por isso, aimportancia delas é dificil de ser me-
nosprezada.

Na Administragéo e na Economia, por exem-
plo, as curvas de demanda e oferta sdo varias vezes
representadas por curvas lineares. Isso acontece pelo
fato de muitas dessas representacdes serem razoavel-
mente precisas quando analisadas dentro de uma faixa
de valores limitada. No entanto, em uma analise mais
ampla, as conicas também sdo freqiientemente utiliza-
das para essas representagoes.

Observa-se, entdo, que nesses casos, uma so-
lucéo algébrica simultanea para se encontrar 0 ponto
de equilibrio pode envolver equagdes do terceiro e do
quarto grau, cujas solucdes e interpretacdes geométri-
cas podem ndo ser realizadas facilmente.

Dessa forma, este trabalho buscou enfatizar al-
gumas aplicacGes das conicas em problemas econd-
micos, baseadas em dados reais, cujas solucdes exi-
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giram técnicas algébricas, numéricas e computacionais,
bem como conhecimentos da equacéo quadréatica e do
aplicativo Maple para gerar e interpretar graficos, res-
saltando assim, a relagdo existente entre a Matematica
e o mundo real.
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