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Resumo

VALLE, Jaqueline. Equagées de Diferenca e Teoria de Estabi-
lidade. 2016. 127. Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduagdo em
Licenciatura em Matematica) - Universidade do Estado de Santa Ca-

tarina, Joinville, 2016.

Neste trabalho apresentamos uma abordagem inicial sobre a teoria de
equagoes de diferenga, sendo nosso foco o estudo da estabilidade. Ini-
cialmente tratamos das equacoes de diferenga escalares lineares, homo-
géneas e nao-homogéneas definindo a solucdo geral para cada um dos
casos e elencando alguns resultados sobre o comportamento de suas so-
lugbes, citamos também algumas técnicas de linearizagdo. Na sequéncia
estudamos a solucao geral de sistemas homogéneos e nao-homogéneos
de equagoes de diferenca lineares. Posteriormente apresentamos teore-
mas sobre estabilidade para equacoes de diferenga vetoriais lineares e
nao-lineares. Por fim abordamos algumas aplica¢bes dos itens estuda-
dos modelando problemas nas areas de Biologia, Economia, Sistemas

de Informagao e Fisica.

Palavras-chave: Equagao de Diferenga. Ponto de Equilibrio. Estabi-
lidade






Abstract

VALLE, Jaqueline. Difference Equations and stability theory. 2016.
127. Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduagdo em Licenciatura em
Matemética) - Universidade do Estado de Santa Catarina, Joinville,
2016.

In this work we show an initial approach to the theory of difference
equations with our main focus on stability results. Initially we will
treat the equations of linear scalar difference, homogenous and nonho-
mogeneous setting the general solution for each case and listing some
results on the behavior of their solutions, also quoted some lineariza-
tion techniques. Following study the general solution of homogeneous
systems and nonhomogeneous systems of linear difference equations.
Then present theorems on stability for linear and nonlinear vector dif-
ference equations. Finally we discuss some applications of the studied
items modeling problems in the areas of Biology, Economics, Informa-

tion Systems and Physics.

Key-words: Difference Equation. Equilibrium Point. Stability.
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INTRODUCAO

Uma das motivagoes para abordagem desse tema sdo as aplica-
¢Oes praticas desta area da anilise matematica em modelos de Fisica,
Engenharia, Economia, Logistica Militar e Biologia. Por exemplo, nas
Ciéncias Economicas é possivel descrever o comportamento do modelo
financeiro piiblico de um pais no decorrer do tempo, a partir da situacao
atual da economia e do padrio discreto adotado. E bem aceitével fazer
projecoes a longo prazo e, inclusive, determinar se o sistema assumira
um comportamento oscilatorio estavel ou se serd tao estavel a ponto
de ndo apresentar oscilagoes significativas ou ainda, se sera instavel e

acabard em colapso social.

A discretizacao de modelos matemédticos tem a ébvia vantagem
de serem mais facilmente tratados via métodos computacionais. Pontos
criticos destes modelos traduzem de forma eficiente comportamentos
e/ou acdes que devem ser tomadas. De acordo com (LUIS, 2006) o pri-
meiro problema envolvendo equagoes de diferenca que se tem registros
foi formulado pelo matemético italiano Leonardo de Pisa (Fibonacci)
em 1202, o qual segundo (CULL; FLAHIVE; ROBSON, 2005) foi pro-
posto e discutido por ele em seu livro “Liber Abaci”. No entanto (EVES,
2004) afirma que o objetivo principal de Fibonacci ao escrever o livro
era defender o uso de notagoes indo-ardbicas, afirmando ainda que ele
foi um dos principais responsaveis pela introducao desses numerais na

Europa.

A questao envolvendo equagdes de diferenga abordada por Le-
onardo tratava da reproducao de coelhos: “Quantos pares de coelhos
serao produzidos num ano, comegando com um sé par, se em cada més
cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do segundo

meés?”.



14 Introdugdo

O problema proposto pelo matematico italiano gera uma sequén-
cia, descrita pela equacao de diferenga, ou equagao de recorréncia x(n) =
z(n— 1)+ z(n — 2), ou seja, a quantidade de coelhos no n-ésimo més é
igual a soma da quantidade de coelhos no més anterior com a quanti-
dade de coelhos de dois meses antes. De acordo com a teoria atual de
equacgoes de diferenca, a equacdo que modela o problema proposto por

Fibonacci é linear, homogénea e de segunda ordem.

Um dos desafios deixados por tal problema seria determinar
alguns dos niimeros de Fibonacci, que sdo os termos da sequéncia gerada
pela equacéo de diferenca, sem que para isso fosse necessario calcular os
ntimeros precedentes & esse. De acordo com (LUIS, 2006) somente em
1843, ou seja mais de seiscentos anos depois da divulgacao do problema
Jacques Binet alcangou tal feito, concluindo que o n-ésimo ntimero de

Fibonacci é dado por
1+v5\" [1-v5\"
z(n) = 5 — 5 .

Sendo assim nesse trabalho pretendemos estudar a estabilidade

dos pontos criticos, bem como suas aplicagoes em modelos. Utilizamos
como bibliografia base (ELAYDI, 2000), assim como (MICKKENS,
1990), que apresenta uma abordagem semelhante ao primeiro. Bus-
camos escrever um trabalho autocontido, porém recomendamos que
o leitor tenha consigo os livros: Fundamentos de Anélise Funcional
(BORTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2015) e Espagos Métri-
cos (LIMA, 2009), para cunsulta sobre normas e suas propriedades,
livros de &lgebra como Algebra Linear (HOFFMAN; KUNZE, 1979),
Algebra Linear com Aplicacdes (LEON, 2008) e Algebra Liner (LIMA,
2008), como referéncias para o estuda da forma candnica de Jordan,
além do livro de Anélise Real (LIMA, 2006) que apresenta resultados
sobre convergéncia de sequéncias. Citamos esses livros pois foram os
que utilizamos para compreender plenamente os itens abodados nesse
trabalho.

No primeiro capitulo tratamos das equagbes de diferenca es-
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calares lineares, homogéneas (como a equacao de Fibonacci citada) e
nao-homogéneas, definindo a solugdo geral para cada um dos casos e
elencando alguns resultados sobre o comportamento de suas solucoes,
citamos também algumas técnicas de linearizacao. No segundo capitulo
estudamos a solucao geral de sistemas homogénios e nao-homogéneos
de equacgoes de diferenca lineares. O terceiro capitulo é a "menina dos
nossos olhos" onde apresentamos teoremas sobre estabilidade para equa-
¢oes de diferenca vetoriais lineares e ndo-lineares. Por fim, no quarto
capitulo abordamos algumas aplicagoes da teoria estudada modelando
problemas nas areas de Biologia, Economia, Sistemas de Informacao e

Fisica.






17

1 EQUACOES DE DIFERENCA
ESCALARES

Definicao 1.1. Uma equacgdo de diferenca de ordem k é uma relacao

funcional da forma
fn,z(n+k),z(n+k—-1),...,2(n)) =0 (1.1)

onden € Z" e x(n) € R.

A equacgao é linear se podemos escrever a mesma na formas:

z(n+k) +pm)an+k—1)+tpmam) =gmn) (12)

onde p; (n) e g(n) sao fungodes reais definidas para n € Z* e pg (n) é

nao nulo para todos os n's.

Definicao 1.2. Uma sequéncia x (n) € dita solugdo de (1.1) se satisfaz

esta equacao.

Definicao 1.3. A equagdo (1.1) serd dita auténoma se nao depender

da varidvel n, ou seja

fn,z(n+k),z(n+k—1),...,2z(n)) = fz(n+k),z(n+k—1),...,z(n))

De um modo geral as equacgoes de diferenga descrevem a evolu-
¢ao de fenémenos ao longo do tempo, onde as caracteristicas do objeto
de estudo no instante n + 1 sdo fungdes das caracteristicas do mesmo
no instante n. Nesse trabalho denotaremos essa relagdo pela equacgao

de diferenca:

z(n+1) = f(x(n)) (1.3)
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Definigdo 1.4. Dado um ponto inicial zo definimos f° (x¢) = xo e a

n-ésima iterag¢do de xg sobre f como

o) = fCf CF(f (20))))

n vezes

Definicao 1.5. Definimos a érbita (positiva) de xg, como sendo o

conjunto

O(xo) = {f"(x0); n =0} (1.4)

1.1 EQUACOES DE DIFERENCA LINEARES DE PRIMEIRA
ORDEM

Uma equagao linear de diferenca de primeira ordem nao-homogénea

é da forma

z(n+1) =a(n)z(n) +gn), =z(ng) =z, n>nge>0. (1.5)

A equagao homogenea associada a equacao (1.5) é dada por

y(n+1) = a(n)z(n), y(no) = yo,n =no =0 (1.6)
onde a(n) # 0 e a(n), g(n) sdo fungoes definidas para n > ng > 0 em

ambas as equagoes.

E possivel obter as solucdes das equacdes (1.5) e (1.6) através
de iteracgoes simples, por isso deixamos os calculos a encargo do leitor

e apresentaremos diretamente o resultado esperado:

z(n) = [f[a@) S [f[ a(z')]g(r) (L7)

1=ngo r=ng Li=r+1

yn) = [H a@] "

i:no

para todo n > ng. O desenvolvimento para chegar a essas solugoes esta

apresentado em (ELAYDI, 2000), também em um artigo em preparagio
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onde fazemos essa demonstracao através de um paralelo com a técnica

de fator integrante estudada em equagbes diferenciais.

1.1.1 Pontos de Equilibrio

Definicdo 1.6. (MARTINS; VASCONCELLOS, 2014) Seja f : A —
A entdo x* € A € dito ponto fixo de f se

f(@*) =z

Essa definicdo de ponto fixo serd aplicada nesse capitulo con-
siderando f uma funcdo de uma variavel e nos préoximos capitulos con-

siderando f uma funcdo de varias variaveis.

Definig¢ao 1.7. Um ponto z* no dominio de f serd dito ponto de

equilibrio de (1.3) se é um ponto fixo de f.

Graficamente o ponto de equilibrio é a coordenada = do ponto

onde o grafico de f intersepta a reta y = .

Definigcao 1.8. Um ponto x no dominio de f ¢ um eventual ponto
de equilibrio se existir um numero r inteiro positivo e um ponto de

equilibrio «* de (1.3) tais que
fre)=ot e fr @) £
Definicdo 1.9. Seja x* ponto fizo de (1.3) dizemos que x* é:
i) Estdvel se dadoe > 0 existe 6 > 0 tal que, se |xg — x*| < § entdo

|f™(zo) — z*| < e, para todo n > 0. Se x* é nio estdvel entio é

dito instdvel.

1) Atrator se existe n > 0 tal que lim,_, o z(n) = z* sempre que
|xg — x*| < 1. Se essa sentenca for verdadeira para todo n > 0

entdo x* € dito atrator global.
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1i1) Assintoticamente estdvel se é estdvel e atrator. Se as proprie-
dades forem verdadeiras para todo nn > 0 entdo x* é globalmente

assintoticamente estdvel.

Mais adiante abordaremos uma generalizacdo dessa defini¢ao.
Agora vamos tratar de nosso primeiro resultado sobre estabilidade de

equacgoes de diferenca.

Consideremos que a func¢io f de (1.3) seja de classe C*° em

uma vizinhanca de z*, temos entdo os seguintes resultados:

Teorema 1.1. Seja x* um ponto de equilibrio da equagio (1.3) onde

f satisfaz as condigdes citadas acima, sendo assim:

i) Se |f' (x*)] < 1, entdo x* € assintoticamente estdvel.

1) Se |f' (z*)| > 1, entao x* ¢é instdvel.
Demonstragao:
i) Para |f'(z*)] < 1:

Suponhamos que |f’ (x*)] < M < 1, entdo existe um intervalo
J=(z* —~v,2* +7), com z* € J, tal que |f' (z)] < M < 1, para todo
z* em J pois caso contrario, para cada intervalo I,, = (x* — %, ¥+ %)
existe z(n) em I, tal que |f' (z(n))] > M. Assim quando n tende ao

infinito, z(n) tende a z*. Como f’ é continua temos que:
lim f'(z(n)) = f'(z")
n—oo
Consequentemente
M < lim |f'(z(n))] = |f'(z")]
n—oo

Absurdo. Logo existe J que satisfaz as condi¢oes declaradas.
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Seja x(0) pertencente a J, temos que:

(1) — 7| = [f(2(0)) = f(z7)|

Como f é continua em [z(0), z*] e diferencidvel em (z (0),z*),
pelo Teorema do Valor Médio temos que existe ¢ nesse intervalo que

satisfaz:

ou seja,

[z (1) — 2" = [f (¢)] |2 (0) — 7|
como ¢ pertence a J, temos que |f’ (¢)| < M, logo

|z (1) —2*| < M|z (0) —a™| < My <7

sendo assim z (1) pertence a J.

Por indugéo concluimos que se

|z (n) — 2™ < M" [z (0) — 27| (1.8)

sendo que z (n) estd em .J, entdo

[z (n+1) =" = |f (z(n) = f (=) = [f (cn)] |z (n) — 2]

onde ¢, pertence ao intervalo (z (n),z*) que estd contido em

J. Consequentemente

[x(n+1) —z*| < M|z (n) — x|
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A partir da desigualdade (1.8) obtemos

[x(n+1) =2 < ML |z (0) — z*|

sendo que z (n + 1) pertence a J, logo

|z (n) — ™| < M" |2 (0) — 2|

para todo n positivo, portanto lim,, . |z (n) — 2*| = 0, ou seja
lim,, 00 x (n) = *, sendo assim x* é ponto de equilibrio assintotica-

mente estavel.
it) Para [f' (z*)| > 1:

Suponhamos que |f' (z*)] > M > 1, com uma argumentagio
analoga a do caso anterior, concluimos que existe um intervalo J =
(z* —~,2* +v), que contém z*, tal que |f’ (z)| > M > 1 para todo

x* em J. Para x (0) pertencente a J, temos que:

[z (1) = 2% = |f (2 (0)) — f (")

Como f é continua em [z (0), z*] e diferencidvel em (x(0), z*),

pelo Teorema do Valor Médiotemos que existe ¢ nesse intervalo tal que:

ou seja,

[z (1) =" = |f" ()] ]z (0) — "]

como c¢ estd em J é vélido que |f' (¢)| < M, logo
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[z (1) — 2" > M|z (0) — =7

sendo assim z (1) ndo pertence a J. Por indugdo concluimos

que se
|z (n) —a*| > M™ |z (0) — =¥
entao
|z (n+1) —2*| > M" |2 (0) — 2*|
Como M > 1 temos que lim,, o, M"*! |2 (0) — z*| = oo, pon-
tanto x* é instavel. [ |

Teorema 1.2. Suponha que para um ponto de equilibrio x* de (1.3)

tenhamos
f(z*) =1
Neste caso:
i) Se f" (z*) #0, entdo x* € instdvel.
i1) Se f"(x*) =0 e f" (x*) > 0 entdo z* €& instdvel.

i1i) Se f"(xz*) =0 e f" (x*) <0 entdo x* € assintoticamente estdvel.
Demonstracgao:
i) Se " (27) £ 0

Neste caso f” (z*) > 0 ou f” (z*) < 0. Se f” (z*) > 0 a curva
y = f(x) tem concavidade para cima em x* e existe € positivo tal
que se z estd no inervalo (z*,z* +¢) entdo f'(z) > 0, f"(z) > 0 e
f(z) > f(z*). Pelo Teorema do Valor Médio, aplicado para a funciao

f, temos que existe c entre x e z*, tal que:
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f ) = f (@)

xr—x*

f'(e)=

Analogamente temos que se f” (z*) < 0 entdo f'(x) > 1, ou

seja x* é instavel.
ii) Se f"(z*)=0¢e f" (z*) >0

Utilizando a expansao da fungdo f em série de Taylor em torno

do ponto x*, temos que:
f @)= f @)+ (@—a) f (@) + S5 p (@) + S5 (2)
+r(x —z*)

Tii;mlg) =0, sendo assim temos:

onde lim,_, =

(x —a)’

@) (@ o)

fla)=a+

De fato existe € positivo de modo que se x esta no intervalo

(x*,2* +€) entdo z — x* > 0, ou seja %f’”(x*) >0e

nessas consigoes temos que f (z) > x, ou seja, a reta y = x estd

abaixo da curva y = f (x), e ainda existe ¢ entre x e z* tal que:

P @6 @ wer

T —x* xr—x* T —x*

Portanto f’ (¢) > 1, como x pertence ao intervalo (¢ —e,¢+ ¢€)

e f’ é continua, determinemos € de modo que f'(x) > 1 para todo x em
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(z*,2* 4 €) . Sendo assim pelos argumentos utilizados na demonstragao

do primeiro teorema temos que x* ¢é instavel.

Se x pertence ao intervalo (z* —e,2*) entdo z — z* < 0, ou

seja

entdo terfamos que f (z) < x, nesse caso a reta y = x estd acima da
curva y = f(z), utilizando os mesmos argumentos do item anterior,

adaptados as novas condig¢oes, concluimos que x* é instavel.

i7) A demonstracdo para o caso f” (z*) = 0e f"” (z*) < 0 é andloga
a essa.
|

Defini¢do 1.10. (Derivada de Schwarz da funcao f) Definimos a

derivada de Schwarz de uma funcio f como:

£ (e 31 (x 2
Spy = L@ B[
fr@) 2 f(z)
Note que para no caso particular onde f’(x*) = —1, a deri-
vada de Schwarz dessa fungdo no ponto z* é Sf (z*) = —f" (z*) —

112
S L (@)
Teorema 1.3. Dado x*ponto de equilibrio da equagio (1.3) tal que
1 (x*) = =1. Temos:

1) Se Sf(x*) <0, entdo x* € assintoticamente estdvel.

it) Se Sf (z*) > 0, entdo x* € instdvel.

Demonstragio: Seja a fungio g tal que,

g =) =rf(f(), (1.9)
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tomemos entdo a equacao de diferenga

y(n+1)=g(yn). (1.10)

Note que g (z*) = f2 (z*) = x*, logo z* é ponto de equilibrio de (1.10).

Se z* possui alguma caracteristica de estabilidade para (1.3)
a mesma se verifica para a equacdo de diferenga (1.10). Aplicando a

Regra da Cadeia para derivar (1.9) obtemos:

d _d o ,
@’ (y) = dyf (W) =1 W) )
Aplicando agora a derivada no ponto z* e utilizando a hipdtese de que

f (z*) = x*, chegamos que

d * / * / *
—g(x7) = z¥) =1.
o) = 1 @) 1 )
Nosso objetivo é utilizar as conclusoes do Teorema 1.2, para isso preci-

samos estudar a derivada segunda de g no ponto z*. De fato

d2
a2t = FrE W W)+ F) W),
ou seja j—; g (z*) = 0, assim ndo chegamos a uma conclusao, é necessa-
rio estudarmos a terceira derivada de g em z* :
dS

Y W) = " (F @) [ O3 (F W) £ () £ @)+ @) F (f () s

aplicando no ponto z* obtemos

a3 « "ok "o k\12 *
gpd @) ==20" @) =3[ (@) = S (")

Portanto pelo Teorema 1.2 temos que se Sf (z*) > 0 entdao z*

é instédvel, e se Sf (z*) < 0 entdo x* é assintoticamente estével. [ |
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1.1.2 Pontos Periédicos e Ciclos

Definicdo 1.11. Dada a equagio de diferenca (1.3), seja b um ponto
no dominio de f, b € dito ponto periodico da equacio de diferenca se
existir um niimero inteiro positivo k de modo que f* (b) = b, dizemos

entdo que b é um ponto k-periodico.

Isso equivale a dizer que b é um ponto de equilibrio da equagao

de diferenca

z(n+1) = f*(z(n))

Definigcao 1.12. A Jrbita periddica ou o k-ciclo de b é definido

como sendo

O(b) = {b’f(b)me (b)”fk_l (b)}

Definicao 1.13. Um ponto b serd um eventual k-periédico se existir

um inteiro positivo m tal que f™ (b) é um ponto k—periddico, ou seja,
FrER () = (0).

Definicao 1.14. Seja b um ponto k-periodico de f. Entdo b é dito:

i) Estdvel se é um ponto de equilibrio estdvel de f*;

i1) Assintoticamente estdvel se é um ponto de equilibrio assintoti-

camente estdvel de f*;

iii) Imstdvel se é um ponto de equilibrio instdvel de f*.

Observacgiao 1.1. As propriedades de estabilidade que se verificam

para b sao validas para os pontos de seu k—ciclo:

{b=2(0),f(b)=z1),..f 1) =2(k-1)} (1.11)

Corolario 1.1. Seja (1.11) o k—ciclo de uma fungio f continuamente

diferencidvel. Entdo:
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i) O k—ciclo (1.11) ¢ assintoticamente estdvel se

[f" (@ (0)) f' (@ (1) oo f' (2 (b = 1))| <1
ii) O k—ciclo(1.11) ¢ instdvel se

[f" (@ (0)) f' (2 (1)) oo f (2 (B = 1)) > L.

Demonstragao: De fato aplicando a Regra da Cadeia temos

[FE®] =1 (1) () =
= f' (2w (k= 1) f' (@ (k= 2)) oo/ (2 (1)) ' (2 (0)).

Sendo assim

(7 ®)’

pelo Teorema 1.1 temos que o Corolario acima ¢ verificado. ]

=1f (@ (0) f' (z (1)) .onf (2 (k= 2)) ' (x (k = 1))

1.2 EQUACOES DE DIFERENCA DE ORDEM SUPERIOR

Tomemos como base para nossa discussdo a equagdo (1.2). Se

a essa equagao associarmos as condig¢oes iniciais:
x(no) =ap, z(ng+1)=ai,.., x(ng+k—1)=ag,

onde os a}s sdo numeros reais. Terfamos nesse caso um problema de

valor inicial, nesse contexto é importante observar o seguinte resultado:

Teorema 1.4. Os problemas de valor inicial associados a (1.2) tem

uma solugdo dnica x (n) .
Demonstragdo: De fato podemos reescrever (1.2) da forma
zn+k)=gn)—p(n)z(n+k—-1)—...—pg(n)z(n),
sendo assim para n = ng temos que

z (no + k) = g (no) — p1 (no) ax—1 — p2 (no) ag—2 — ... — pr (no) ao
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paran =mng+1

r(no+1+k) = g(mo+1)—pi(no+1)g(no)
—Qp_1 [pg (no+1)+m (no)] — ...
—a [pr (no + 1) + pr—1 (no)]

Note que podemos escrever n como sendo ng+k+(n — ng — k),

continuando o processo acima é possivel determinar
x(ng+k+(n—no—k)=x(n),

ou seja, existe solugdo para o problema de valor inicial.

Suponhamos agora que exista outra solu¢ao Z (n) do problema
de valor inicial, tomemos y (n) = z(n) — & (n), assim aplicando as

codigoes iniciais temos que
yng)=yno+1)=..=yng+k—-1)=0
ou seja, y (ng + k) = 0. Além disso

y(no+k+1)=—pi(no+1)y(no+k)—...—pr(no+1)y(ng+1) =0

Repetindo esse processo obtemos que
y(n)=ymo+k+(n—-—no—k)=0=xz(n)—-12(n),
portanto x (n) = Z (n). [ |

Esse teorema nos garante que existem solugdes para os pro-
blemas de valor inicial, porém determinar essas solugbes é uma tarefa
dificil na maioria dos casos. Comecemos entao nosso estudo por um caso

mais simples, as equag¢oes homogéneas, onde a fungao g é identicamente

nula,

z(n+k)+p(n)zn+k—1)+..+pr(n)x(n)=0 (1.12)
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Consideremos o conjunto de sequéncias V = {f; f : ZT —
R}, definimos entdo sobre V' as operagoes de soma e multiplicacdo por

escalar:

Definigao 1.15. Seja V o conjunto descrito acima, f1 e fo elementos

de V' e a um escalar, definimos entdo:

i) (fi+f2)(n) = fi(n) + f2(n);
1) (af1) (n) =afi (n).

Nessas condigoes V' tem estrutura de espaco vetorial, podemos

entao falar de independéncia linear nesse espago.

Definicao 1.16. As sequéncias f1 (n), fo (n),..., fr (n) sdo ditas line-

armente independentes se dadas ay,as, ..., a, constantes tais que
a1 fi(n) +azfa(n) + ...+ arfr (n) =0

entao a1 = as = ... = a, = 0.
Se existirem ay,as,...,a, contantes nao nulas tais que a combinacio
linear resulte em zero, dizemos que as sequéncias sdo linearmente

dependentes.

Note que se as sequéncias sdo linearmente dependentes, to-

mando a; diferente de zero podemos escrever a igualdade
T a
Fim)y==%_ —fi(n),
i#j )

ou seja, as fungbes com coeficientes nao nulos podem ser escritas como

combinagao linear das demais.

Definicao 1.17. Denominamos conjunto fundamental de solu-

¢oes o conjunto de k solugoes linearmente independentes de (1.12).
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Para verificar se tais solugbes sdo linearmente independentes
podemos utilizar o Casoratiano, que tem papel andlogo ao Wronski-

ano na teoria de equacoes diferenciais, e é definido como:

Definicdo 1.18. Dadas 1 (n),z2 (n),...,x. (n) solugies de (1.12), o

Casoratiano W (n) dessas solugoes é dado por:

x1 (n) x2 (n) x, (n)
x1(n+1 To(n+1 zr(n+1
W (n) = (' ) (' ) ' (' )
zrirn+r—1) 2zon+r—-1) ... z.(n+r—-1)

(1.13)

Lema 1.1. (Lema de Abel)
Sejam x1 (n),x2 (n), ..., x5 (n) solugdes de (1.12) e W(n) o Casorati-

ano dessas solucoes, entao, para n > ng temos que

W (n) = (1)) (ﬁ pr (i)) W (no) (1.14)

1=ng

Demonstragio: A demonstragio para o caso k = 3 est4 feita
em (ELAYDI, 2000). [ |

Corolario 1.2. Se pi (n) # 0 pata todo n > ng. Entdo o Casoratiano
W(n) é nao nulo se, e somente se W(ng)#0.

Demonstragiao: Imediata do Lema de Abel. ]

Sendo assim temos que se o Casorationo se anula para algum
n > ng entao ele se anula para todos os n’s, ou seja, para verificar se

W (n) é nulo, basta calcular W (n;) sendo n; maior que ng.

Como na teoria de equacoes diferenciais o Wronskiano era apli-
cado para verificar a independencia linear das solugoes, o Casorationo
é uma ferramenta importante para determinar se um conjunto de k

solugbes é um conjunto fundamental de solugoes.
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Teorema 1.5. O conjunto de solugdes 1 (n),x2 (n), ...,z (n) de (1.12)
é um conjunto fundamental se, e somente se para algum inteiro positivo

ng tenha-se W (ng) ndio nulo.

Demonstracdo: De fato dadas 1 (n), 22 (n), ...,z (n) solu-
¢oes de (1.12) , se para um conjunto de constantes a1, as, ..., ai tenha-se
ayxy (n) + asxs (n) + ... + arxy (n) = 0 para todo n maior que um in-
teiro nao negativo ng. Entdo podemos esquever o seguinte sistema de

equagoes:

arz1 (n) + azzxa (n) + ... + agzr (n) =0
ary(n+1)+aza(n+1)+ .. +agzpr(n+1)=0
a1z (m+2)+asxe (M +2)+ ... +agxx (n+2) =0

ari(n+k—1)+axs(n+k—1)+..+arzxr(n+k—1)=0

Tal sistema de equagbes pode ser escrito na forma de matricial
X (n)€& =0, onde:

z1 (n) z9 (n) zk (n)
X (n) = xl(n:Jrl) $2(71:+1) zk(n:Jrl) |
ml(n—i—.k—l) acg(n—i—.k‘—l) xk(n—i-.k—l)
a
e=|
ak

De fato estamos interessados no estudo da independéncia linear
das solugoes, nesse sentido buscamos verificar se essa situacio sé se
verifica para a; = as = ... = a = 0, ou seja que o sistema possui
somente solugdo trivial. Sendo assim é necessario que a matriz X seja

inversivel.
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=) Se as solugdes formam um conjunto fundamental entao

temos que elas sdo linearmente independentes, ou seja, a3 = ay =
. = a; = 0, logo o sistema adimite somente solucdo trivial, sendo
assim o determinante da matriz X é diferente de zero. Porém note que
det X (n) = W (n), ou seja o Casoratiano é ndo nulo para algum inteiro

nao negativo.

<=) Suponhamos agora que W (ng) é diferente de zero para
algum ng € ZT, logo o Casoratiano vai ser ndo nulo para todo n > ng,
sendo assim temos que X ¢é inversivel, logo o sistema possui somente
a solugao nula, portanto as solugbes sdo linearmente independentes e

formam um conjunto fundamental. ]

Teorema 1.6. (O Teorema Fundamental) Se py (n) é diferente de zero
para todo n > ng, entdo (1.12) adimite um conjuto fundamental de

solugoes para tais valores de n.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.4 existe um conjunto de
solugoes x1 (n),x2(n), ...,z (n) tais que uma das condigdes iniciais
seja 1 e as demais sejam nulas, tomemos caso em que x; (ng+7—1) =1
e

zi(ng)=x;(ng+1)=...=z;(no+i—2)=2x;(ng +1) =
we=x;(no+k—1)=0

onde 7 estd entre 1 e k. Nesse caso
xl(no)zxg(no—l—l):atg(no—i—Z):...:xk(n0+k—1):1,

assim o Casoratiano desse conjunto de solugdo no ponto ng serd 1.

Portanto z1 (n),za (n), ...,k (n) é um conjunto fundamental
de solugoes de (1.12). [ |

Principio de Superposi¢ao: Se o leitor possui algum co-
nhecimento sobre equacgoes diferenciais entdo ja conhece tal princi-

pio. No caso especifico em que estamos trabalhando esse principio nos
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garante que se x1 (n), 2 (n),...,z, (n) sdo solugdes de (1.12), entdo

z(n) = a1z1 (n) + azx2 (n) + ... + arx, (n) também é solugdo de (1.12).

Para facilitar a demontracao dessa propriedade vamos recorrer

ao seguinte lema:

Lema 1.2. Dadas z1 (n) e x5 (n) solugoes de (1.12) temos que:

1) z(n) =x1 (n) 4+ 2 (n) é uma solugio para (1.12);

it) Para qualquer constante a, x (n) = axy (n) € uma solugio de (1.12) .

Demonstragdo: Para demonstrar esse reultado basta aplicar
z(n) = z1(n) + 22(n) e x(n) = axy(n) em (1.12) e verificar que

satisfazem a mesma. |

Voltemos agora a tratar do principio de superposicao, utili-

zando o resutado desse lema vamos demonstrar essa propriedade:

Demonstracdo: (Principio da Superposicao) Se z; (n),
2o (), ...,z (n) sdo solugdes de (1.12) entdo pelo lema anterior temos
que a1z (n), asxs (n),...,a-z, (n) também sdo solugdes de (1.12), e
ainda temos que a combinacao dessas solucgoes duas a duas também é
solucao dessa equacao. Aplicando o lema novamente temos que a com-
binagao linear de quatro em quatro dessas solugdes também é solugao
de (1.12) e asssim sucessivamente, ou seja, de fato o lema nos garante
que z (n) = a1z (n) + asxs (n) + ... + a,x, (n) é solugdo da equagdo de

diferenca. m

Até agora mostramos que a combinagido linear de solugoes de
uma equacao de diferenca homogénea também é uma solucao dessa
equacao. Agora vamos discutir que de fato, qualquer solugdo dessa
equacao de diferenca pode ser escrita como uma combinacao linear dos

elementos de seu conjunto fundamental de solugoes:
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Proposicdo 1.1. Seja {z1(n), z2 (n),....,zr (n)} um conjunto funda-
mental de solugies de (1.12) e seja x(n) uma solugdo qualquer de

(1.12). Entdo hd constantes ay,as, ..., a, tais que
k
x(n) = Z a;x; (n).
i=1

Demonstragao: Suponhamos que existam as constantes tais
que X (n)¢ = Z(n), sendo que X (n) e £ sdo as matrizes definidas
anteriormente e

x (n)
z(n+1)
I (n) = :

x(n—|—'k:— 1)

Como as solugdes que estamos trabalhando formam um con-
junto fundamental de solugbes temos que o Casoratiano delas é nao
nulo, em outras palavras X (n) é inversivel, nesse caso podemos escre-
ver que £ = X1 (n)Z (n) e para n = ng teriamos £ = X ! (ng)  (no) ,
de fato esses valores s@o conhecidos, ou seja, existem as contantes tais
que X (n)§ = & (n), e portanto dada uma solugdo & (n) de (1.12) ela
pode ser escrita como uma combinacao linear das solugdes de seu con-

junto fundamental. [ ]

Concluimos entao nossa discussao formalizando a definigao de

solugao geral para a equagdo de diferenca (1.12).

Definigcdo 1.19. Seja {x1 (n),z2(n),....,xr (n)} um conjunto funda-
mental de solugdes de (1.12), entdo a solugdo geral de (1.12) é dada

por
k
z(n) = E a;z; (n),
i=1
onde 0s a;’s sao constantes arbitrdrias.

Teorema 1.7. O conjunto S munido das operacées de soma e multi-

plicacdo definidas sobre V' na pdgina 30 é um FEspago Vetorial.



36 Capitulo 1. EQUACOES DE DIFERENCA ESCALARES

Demonstragao: Sabemos que todo Subespago Vetorial é um
Espacgo Vetorial, entdo para provar esse teorema vamos provar que S é
um Subespaco Vetorial. De fato dados x (n) e y (n) elementos de S e a

constante temos que:

i)(x+y)(n) =z (n)+y(n), que de acordo com o principio de

superposi¢do também pertence a S}

ii)(az) (n) = ax (n), que também é solucdo de (1.12), ou seja,

também é um elemento de S.

Logo S é um Subespago Vetorial e por consequéncia é um Es-

paco Vetorial. [ |

1.2.1 Equacdes de Dieferenca Lineares Homogéneas e com Coefi-

cientes Constantes

Nessa secao vamos direcionar nosso estudo para equagoes de
diferenca homogéneas com coeficientes constantes, determinando a so-
lugdo geral a partir do conjunto fundamental de solugdes. Passamos

agora a trabalhar com a equacao de diferenca:
z(n+k)+pz(n+k—1)+...+prx(n)=0 (1.15)

onde os p;’s sdo contantes e py ¢ nao nulo. Pelo que conhecemos de equa-
¢oes diferenciais, sabemos que as solugoes das equagdes "corresponden-
tes"a essas sdo do tipo e”. Suponhamos que no nosso caso teriamos que
as solugdes de (1.15) sdo da forma A", onde A é um nimero complexo,

neste caso aplicando a sequéncia x (n) = A\ em (1.15) obtemos:

AR L p ATTRTL At =0

De fato procuramos solugoes nao nulas, logo:
Mo p Nl hpe =0 (1.16)

Definicao 1.20. Dada a equagio de diferencga (1.15) chamamos a equa-
¢io (1.16) de equagdo caracteristica de (1.15). As raizes de (1.16)

recebem o nome de raizes caracteristicas.
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De fato, como consideramos pi nao nulo, nenhuma das raizes
caracteristicas serd nula, e é facil de identidicar que as solugoes de (1.15)
serdo x; (n) = AP, onde \; é raiz caracteristica. Sendo assim temos dois

casos para considerar:

Caso 1.1. A equagio (1.16) possui k raizes caracteristicas distintas
A1y A2, ..., Ak Fssa seria a situacdo ideal, pois messe caso temos que

{7, A5, AR} € um conjunto fundamental de solugdes.

Demonstragdo: Para confirmar a validade dessa afirmagio
vamos recorrer ao Teorema 1.5, basta entdo verificar se o Casoratiano
dessas solugoes é nao nulo para algum ny. Como ng pode ser qualquer,

escolhemos convenientemente ng = 0. De fato

[ 1 1 1]

A1 Ao Ak

WO =| M AN - X
)\lli’.—l )\]26.—1 L. )\Z’—l

Esse determinante é chamado de Determinante de Vander-

monde, sendo que seu resultado é dado por

wo = [ =M

1<i<j<k

Como os \;’s sdo distintos temos que o Casoratiano é nao nulo

em zero. Logo
n n n
{\T, AL, AL}

é de fato um conjunto fundamental de solugoes. ]

Uma vez determinado o conjunto fundamental de solugdes po-

demos escrever a solugao geral da equagao, que nesse caso € dada por

k
x(n) = Z @A}
i=1
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onde os a;’s sdo constantes complexas ou reais.

Para tratarmos sobre o segundo caso é necessario definir trés

operadores sobre sequéncias:

Definigdo 1.21. Dada x (n) uma sequéncia, definimos:

i) O operador de diferenca A: Az (n)=x(n+1) —z(n);
i1) O operador de deslocamento E: Ex (n) =z (n+1);
iti) O operador identidade I: Ix (n) =z (n);

iv) O operador polinémial p(E): p(E) = agE* +a  E* "1+ ...+ ax 1,

sendo que 0s a;’s sdo constantes.

A partir dessa definigio podemos verificar algumas proprieda-

des e igualdades:
LA=E-TeE=A+1;
2. Os operadores sao lineares;
3. Aplicando inducio podemos verificar que E*z (n) = = (n + k) ;

4. p(E) (b"g(n)) = b"p (bE) g (n), onde g é uma funcio dis-

creta e b é uma constante;

5. Seja q(n) = agn® +anf 1+ .. +areAg(n) =q(n+1)—
q(n), entdo AF*+ig(n) = 0 para todo i maior ou igual a 1.
Agora podemos tratar do segundo caso das solugoes de (1.15) :

Caso 1.2. Se a equagio (1.16) possuir r raizes distintas A1, Ag, ..., Ay
com multiplicidades my, ma, ..., m, sendo que o somatorio das multipli-

cidades resulta em k, podemos reescrever a equagio (1.15) na forma

(E—A)™ (B —X\)™ .. (E— \)™ z(n) = 0. (1.17)
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Note que se ¥y (n), Uy (n),..., U, (n) sdo solugdes de
(E=X)™xz(n)=0,1<i<r (1.18)

entdo sao solugoes também de (1.17). De fato se for possivel deter-
minar um conjunto fundamental de solugoes de (1.18) para cada \; e
m;, nossa experiéncia em estudos matemdticos nos leva a esperar que
a unido desses comjuntos resultaria no conjunto fundamental de solu-
¢oes de (1.17) e consequentemente de (1.15) . Vamos agora estudar essa

possibilidade

Lema 1.3. O conjunto

n n n
i = {7 APt AR Apmmatl
G { (2 <1) (3 ? <2) K3 ? ? <m1_1> 2 }’

onde (:1) = ﬁ'),m,, é um conjunto fundamental de solugoes de (1.18).

Demonstragao: Para provar que G; é um conjunto funda-
mental de solugdes de (1.18) temos que mostrar que cada um de seus
elementos é uma solucdo dessa equacao e que sao linearmente indepen-
dentes, o que equivale a verificar que seu Casoratiano em um dos pontos
é nao nulo. Neste caso, para provar a segunda condigdo, basta mostrar
que W (0) é ndo nulo, o que é uma tarefa trabalhosa, mas nao dificil,
por questao de espago omitiremos essa deducao, a mesma é exposta por
(ELAYDI, 2000)

Vamos mostrar entdo que os elementos de G; sdo de fato solu-
¢oes de (1.18), ou seja, que dado a constante maior que 0 e menor que
m; — 1 temos que (Z) AT é solugdo de (1.18), para isso usamos uma

identidade 4 listada acima com

assim:
(B = X)™ (N = A (B =A™ (3)
— )\;(Lfa+mi (E _ I)ml (n) — A?faeriAm% (Z)

a
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De fato (Z) é um polinémio de grau a, ou seja tem grau menor
que m;, logo pela propriedade 5 apresentada anteriormente temos que
A (Z) = 0, portanto

(E— )™ (”) AT =,
a
||

Teorema 1.8. O conjunto G =J,_, G;, onde G; é o mesmo conjunto

do resultado anterior, é um conjunto fundamental de solugées de (1.17) .

Demonstragdo: Notemos primeiramente que G é um con-
junto com k elementos, sendo que pelo lema anterior cada um deles é
solugdo de (1.18) logo sdo solugdes de (1.17). Nos resta entdo provar
que tais solugoes sao linearmente independentes. Para isso calculemos

o Casoratiano no ponto zero,

W (0) = A1 AQ e Ar
onde
_ L 0 -
Ai
A= | N 2 0 ,
k—1 k—2 (k=1)(k=2)...(k=m;+1) yk—m;
L )‘i (k - 1) )‘i U (m;+1)! AP i d

com 1 <4 < r O determinante definido por W (0) é chamado de deter-
minante de Vandermonde generalizado, que pode ser calculado
pelo produtério
T oy =x)mm.
1<i<j<k
Como cada um dos A’s sdo distintos, o Casoratiano das solugdes no
ponto zero é nao nulo, portanto G é um conjunto fundamental de so-

lugoes. [ |

Uma vez determinado um conjunto fundamental de solugdes

podemos construir a solugdo geral para (1.17).
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Corolario 1.3. A solugio geral de (1.17) é dada por

z(n) = Z AP (aio +agn+ apn’+ ...+ aimi,mm"_l)
i=1

Demonstragao: Imediata do Teorema 1.8. ]

1.2.2 Comportamento Assintético das Solucdes

Para facilitar nossa discussdo nesse tépico vamos tratar de
equagoes de diferencas especificas e mais simples, sendo assim nosso

foco sera a equagao:

z(n+2)+prz(n+1)+px(n)=0 (1.19)

Sejam A1 e Ao as raizes da equagdo caracteritica associada a

(1.19), temos entdo trés casos possiveis:

Caso 1.3. Ambas as raizes sdo reais e distintas entre si, entdo temos
que 21 (n) = AT e 29 (n) = A} sdo duas solugdes linearmente indepen-
dentes de (1.19).

Suponhamos que |A1] > |Az2|, nesse caso chamamos x1 (n) de solugdo

dominante ¢ A\ de raiz caracteristica dominante.

Proposicao 1.2. O comportamento da solugio geral de (1.19)
x(n) = a1 Al + ag\y (1.20)

é determinada pelo comportamento da solucio dominante.

Demonstragdo: Se |Ai| > |A2|, escrevendo a solugdo geral

(1.20) na forma
A n
z(n) =AY {al + as (2) ] .
At
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A

De fato, "

infinito. Logo

n
< 1, sendo assim (:\\—f) vai para zero quando n tende ao

lim z(n) = lim a;\T.
n— oo n— oo

Nesse caso para estudarmos o comportamento assintotico da
solugdo de (1.19), basta estudar o comportamento da solucdo x; (n) =

a1 AT. Temos entao as seguintes situagdes possiveis (veja Figura 1):

1.1 Se A1 > 1, entdo a sequéncia x (n) diverge para o infinito e
portanto temos um sistema instavel, assim como podemos verificar

na figura a seguir.
1.2 Se A1 = 1, entdo a sequéncia z; (n) é constante.

1.3 Se 0 < A\; < 1, entdo a sequéncia x1 (n) é monétona decres-

cente, convergindo para zero, e portanto temos um sistema estavel.

1.4 Se —1 < A\ < 0, entdo a sequéncia z1 (n) oscila em torno
de zero, alterando o sinal a cada termo, convergindo para zero conforme

n cresce indefinidamente e portanto temos um sistema instavel.
1.5 Se A\; = —1, entdo a sequéncia x; (n) oscila entre a; e —a;.

1.6 Se A\; < —1, entdo a sequéncia z; (n) oscila entre termos
positivos e negativos, porém em modulo aumenta indefinidamente e

portanto temos um sistema instavel.

Determinamos assim todos os possiveis comportamentos da so-

lucdo geral de (1.19) para o primeiro caso.

Caso 1.4. Ambas as raizes sio reais e iguais (A1 = Ay = \), temos que

a solugao geral de (1.19) € dada por
z (n) = (a1 + agn) A",

08 possiveis casos de comportamento assintotico sdo:

2.1 Se A > 1 temos que a sequéncia x (n) é mondtona crescente,

e portanto diverge para o infinito, temos assim um sistema instavel.
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Figura 1 — Diagramas Raizes Reais

2.2 Se 0 < A < 1 temos que a conclusdo do comportamento
da sequéncia z (n) ndo é imediata, é necessdrio analisar o que acontece
com o limnA™. Seja x1 (n) = nA™, note que a partir do segundo termo

da sequéncia todos os demais sdo positivos, e ainda

z(n+1) lim (n+ 1)An+t

fim x1 (n) na"

zlim[)\+)\}=>\<1
n
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por (LIMA, 2006) temos que limz; (n) = 0. Ou seja, « (n) é mondtona

decrescente, convergindo para zero, temos assim um sistema estavel.

2.3 Se —1 < A < 0 temos que a sequéncia x (n) é oscilatéria,
contudo fazendo um estudo sobre lim nA™, semelhante ao do caso ante-
rior, concluimos que x (n) converge para zero, ou seja, trata-se de um

sistema estavel.

2.4 Se A < —1 temos que a sequéncia x (n) é oscilatéria, porém
cresce em modulo, ou seja é divergente, temos assim um sistema ins-
tavel.

Determinamos assim os comportamentos possiveis para mais uma so-

lugdo de (1.19).

Caso 1.5. As raizes sdo complexas, sendo \y = a +ib e Ay = a — ib,
onde b € ndo nulo. Neste caso teriamos que a solugio geral de (1.19) é
dada por

x(n) = c1(a+1ib)" + ca (a —ib)".
Podemos escrever essa solugcao em coordenadas polares, onde a = r cos () ,
b=rsin(0),r=+va2+b% e =tan"! (%) , ou seja

x(n) =r"[(c1 + ) cos (nh) + i (c1 — ca) sin (nh)]
Para simplificar a escrita da solugao geral tomemos a1 = ¢1 + ¢2, as =
1 — ¢ e w tal que cos(w) = \/ﬁ, sin (w) = \/ﬁ logo w =
tan~! (g—f) . Assim podemos escrever
x (n) = Ar™ cos (nf — w), (1.21)

onde A = \/a? + a3, ou seja, devemos estudar aqui o comportamento
de (1.21). De fato essa solugio é oscilatoria, uma vez que o cosseno
influencia diretamente seu comportamento. Porém r determinard a ma-
neira como tal solugdo ird oscilar. Temos assim as sequintes situagoes

a considerar (veja Figura 2):
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3.1 Se r > 1, entéo = (n) oscila e hd um aumento na sua mag-

nitude, assim é um sistema instavel.
3.2 Se r =1, entdo x (n) oscila com magnitude constante.

3.3 Se r < 1, entdo z (n) oscila havendo um descrécimo de
magnitude de modo que converge para zero, ou seja representa um

sistema estavel.
Concluimos assim a discussao sobre todos os possiveis comportamentos

das solugoes de (1.19).

. u
z'el
(e

FATT]

-
b

P

=

{ujx
({5 vl
{1
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Figura 2 — Diagramas Raizes Complexas
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Essa andlise nos leva ao teorema:

Teorema 1.9. Dada a equacio de diferenca (1.19) é vdlido que:

1) Todas as suas solugdes oscilam em torno de zero se, e somente se,

a equacdo caracteristica ndo possui raizes reais positivas;

1i) Todas as suas solugdes sio assintoticamente estdveis em zero se, e

somente se,

max{| A1, |Xa|} < 1.

No proximo tépico vamos estudar o comportamento assinté-
tico das solugbes de equagbes de diferenga nao-homogénea, e no final
do mesmo trataremos do comportamento da solugao da equacgdo de

diferencga

x(n+2)+prx(n+1)+px(n)=M (1.22)

onde M ¢é uma constante nao nula.

1.2.3 Equacdes de Diferenca Lineares Ndo-Homogéneas

Nessa secao vamos estudar as equacoes de diferenca do tipo
(1.2) onde g é uma func¢io discreta chamada de forcing term. Aborda-
remos os mesmos tépicos trabalhados para a equagao (1.15) , verificando
a validade dos resultados analogos aos discutidos anteriormente para a

equagao (1.2) :

(4 k) +p1 (M) (n+k—1) + .+ p () 2 (n) = g ()

onde p; (n) e g (n) sdo fungdes reais definidas para n € Z* e py (n) é

nao nulo para todos os n's
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Teorema 1.10. Se x1 (n) e x2 (n) sdo solugdes de (1.2) entdo y (n) =

x1 (n) — x2 (n) € solugdo da equagdo homogénea correspondente

r(n+k)+pr(n)z(n+k—1)+...+px(n)x(n)=0.

Demonstragdo: Como z; (n) e z3 (n) sdo solucoes de (1.21)

temos que elas satisfazem a equagao, assim

y(n+k)+pi(n)yn+k—1)+..+pr(n)yn) =

ou seja,
y(n+k)+pi(n)ynt+k—=1)+..+p(n)y(n)=g)—g)=0

Portanto y (n) é solugdo da equacdo homogénea associada a
(1.2). |

Definicao 1.22. Dada uma equagio de diferenca do tipo (1.2), seja
y (n) a solugdo geral da equagdo de difereng¢a homegénea correspondente,
e z1 (n) uma solugio da equagio ndao homogénea (1.2):

Chamamos y (n) de solugd@o complementar de (1.2) e denotamos a
mesma por x.(n);

Chamamos 1 (n) de solugdo particular de (1.2) e denotamos por

p (1) .-
O préximo resultado nos fornece a forma das solugdes de (1.2) .

Teorema 1.11. Se z(n) é solugdo de (1.2) entdo xz(n) = x,(n) +

Ze (n).

Demonstragdo: Dada z (n) solugdo de (1.2) e x,, (n) solugéo
particular da mesma, o teorema anterior nos garante que x (n) — x, (n)
é solugao da equagao equagao homogénea correspondente, sendo assim

podemos escrever que x (n) — z, (n) = z. (n). [ |



48 Capitulo 1. EQUACOES DE DIFERENCA ESCALARES

Para os casos em que (1.2) tem coeficicientes constantes, dis-
cutimos no toépico anterior como determinar as solugoes da equagao
homogénea correspondente, sendo assim para encontrar a solucdo geral
da equacao nao-homogénea basta determinar uma solugao particular.
Por isso vamos estudar agora como encontrar uma solucao particular
de

z(n+k)+pxn+k—1)+..+pz(n)=g(n) (1.23)

Para determinar uma solugao particular de (1.23) uma opc¢ao
é utilizar o Método dos Coeficientes Indeterminados, que é util
quando trabalhamos com fungées g do tipo a™, sin (bn), cos (bn), n*
ou produto dessas funcoes. Porém pode ser invidvel para fungoes mais
complicadas, isso porque o método consiste em fazer conjecturas inte-
ligentes sobre a forma da solugdo particular. Em outras palavras, dar
um "chute" certeiro sobre candidatas a solugao particular e verificar se

a sequéncia escolhida é de fato é uma solugao de (1.23).

Definicao 1.23. Definimos como sendo o operador anulador de g(n)
um operador polinomial N (E) tal que N (E) g (n) =0, ou seja, g (n) é
solugdo da equagao de diferenca N (E)z (n) = 0.

Considere p (F) um operador polinomial, tal que
p(BE)=E* +pE" ' + L+ pil,
sendo assim podemos reescrever a equacao (1.23) na forma

p(E)z(n) =g(n) (1.24)

Agora sejam A1, Ag, ..., A as raizes caracteristicas da equacéo

p(E)z(n) =0
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€ [i1, fh2, ..., g as rafzes caracteristica da equacdo N (E)x (n) = 0. De

fato temos que separar nosso estudo em dois casos possiveis:

Caso 1.6. Se nenhum dos A;’s for igual a qualquer um dos ;’s.

Entao uma solucdo particular x, (n) € a solugdo geral de N (E)x (n) =
0, porém os coeficientes sao indeterminados. Contudo basta substituir
essa suposta solugao em (1.23) para determinar os valores das constan-

tes.

Caso 1.7. Se para algum i e j, \; = pj, entdo o conjunto de raizes
caracteristicas de N(E)p (E)x (n) = 0 € a unido das raizes caracte-
risticas de p(E)x(n) = 0 e N(E)z(n) = 0. Note que neste caso a
multiplicidade das raizes desse novo conjunto vai ser maior do que em
cada um dos dois conjunto separados.

De fato para determinar uma solug¢do particular x, (n) devemos de-
terminar a solugio geral de N(E)p (E)x (n) = 0. Porém isso nds jd
sabemos fazer, o unico detalhe que deve ser lembrado aqui € que deve-
mos retirar dessa solugdo geral os termos que ja aparecem na soluc¢ao
complementar z. (n) . Por fim fazemos como no caso anterior para de-

terminar as constantes.

Analisemos agora a equagdo de diferenga (1.22) de segunda

ordem, linear nao-homogénea e com coeficientes constantes dada por:
z(n+2)+prz(n+1)+px(n)=M

onde M ¢é uma constante nao nula.

Note que neste caso, ao contrario do caso da equagao (1.19), a
sequéncia nula nao é uma solugio. De fato a solugdo = (n) = z*, onde
x* é o ponto de equilibrio de (1.22) é uma solugao particular da mesma.

Como z* satisfaz f (z*) = z*, entdo p;x* + pex™ — M = z*, portanto

B M
1+p1+p2

zp (n)

é uma solucao particular da equacao.
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Sabemos que a solugdo geral de (1.22) é dada por z (n) = z* +
z.(n), onde z. (n) é a solugdo geral da equagdo homogénea associada.
Assim o comportamento assintético da mesma pode ser determinado
a partir das discussoes apresentadas anteriormente, basta observar que
quando z. (n) converge para zero, a solugao de (1.22) converge para x*.

Podemos entdo enunciar o teorema:

Teorema 1.12. Dada uma equagdo de diferenca do tipo (1.22) com

ponto de equilibrio x*, € vdlido que:

1) Todas as solugdes dessa equagdo oscilam em torno de z* se, e so-
mente se, nenhuma das raizes caracteristicas da equag¢do homo-

génea associada é um numero real positivo.

1i) Todas as solugdes dessa equagdo sao assintoticamente estdveis em

*

x* se, e somente se, max{|A1],| 2]} < 1, onde A1 e A2 sdo as

raizes caracteristicas da equagcdo homogénea associada.

1.3 TECNICAS DE LINEARIZACAO

Lidar com equagoes de diferenca nao-lineares nao é uma tarefa
facill, e na maioria das vezes ndo conseguimos determinar uma solucao
de maneira explicita para essas equacoes, sendo assim, se for possivel
lineariza-las teriamos um cenario mais interessante e propicio para es-
tudo. Esse serd o tema abordado nesse topico, vamos analisar algumas

técnicas de linearizacao.

Caso 1.8. Equacgées do Tipo Riccati, essas equagoes sao da forma

z(n+1axn)+pn)z(n+1)+qgn)z(n)=0 (1.25)

Considere z (n) = ﬁ, nesse caso temos que x (n) = ﬁ € a equagao

(1.25) pode ser escrita em termos de z (n) na forma

gn)zn+1)+pn)z(n)+1=0 (1.26)
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Note que a equagdo obtida € linear, e uma vez determinada a solugdo
geral z (n) de (1.26) € facil determinar a solugio geral x (n) de (1.25).
Se ao invés de estudar a equagdo homogénea (1.25) precisarmos estudar

a equagdo nao-homogénea

z(n+1z(n)+pn)e(n+1)+q@m)zn)=gn). (1.27)

Se o leitor construiu a passagem de (1.25) para (1.26), como espera-
mos que tenha feito, jd notou que para equagdo (1.27), a substituicio

indicada anteriormente ndo serd util. Nesse caso devemos tomar

_z(n+1) "

pois fazendo essa substituicao na equagdao (1.27) obtemos

z(n+2)+zm+1)gn) —pn+1)]-20)[p(n)qg@x)+gn)].

Note que assim temos uma equagdo linear homogénea, que uma vez re-
solvida para z (n) simplifica consideravelmente a busca por uma solugio
de (1.27) .

Caso 1.9. Equacgdo Geral de Riccati consideremos a equagdo

a(n)z(n)+b(n)
c(n)z(n)+d(n)

r(n+1)= (1.28)

onde os termos ¢(n) e a(n)d(n) —b(n)c(n) sio nio nulos para todo

n natural. Nesse caso a substituicio indicada €

_zn+1)  d(n)
v (n) = z(n)c(n) c¢(n)’

de modo que assim podemos escrever (1.28) da forma

z(n+2)+pi(n)z(n+1)+pa(n)z(n) =0



52 Capitulo 1. EQUACOES DE DIFERENCA ESCALARES

sendo que

p1(n) = —C(")d(”+1c);;f;(n)c(n+1) ¢

p2 (n) = <D [a(n)d (n) — b(n) e (n)].

Ou seja, obtemos uma equacao de diferenca linear de sequnda ordem.

Caso 1.10. Equagées Homogéneas da Forma:

i (Wﬁ =0 (1.29)

quando tratamos com equagoes do tipo (1.29) a substituicio adequada

para se adotar €
1
z(n) = MAURNL) (n+1)
z (n)

transformando assim a mesma em uma equagdo linear para z (n).

Caso 1.11. Equacgées na Forma de Produto:

[z (n+ 8" e (n+ k= D). [z ()] =g (n) (1.30)

Nesse caso a substituicio indicada é x(n) = e*™) ou seja z(n) =
Inz (n). Aplicando a fungdo logaritmica na equagio (1.30) e fazendo a

devida substituicio obtemos a expressdo

riz(n+k)+roz(n+k—1)+ ...+ rgr12(n) =Ing(n)

Uma equagdo de diferenca linear, nao-homogénea com coeficientes cons-

tantes e de ordem k em z (n).

Esses sao alguns casos onde a linearizacao é feita por substitui-
¢oOes simples, porém artigos recentes nesse area apresentam resultados a
cerca de estabilidade de equagbes nao lineares, onde a linearizacao nao

é direta, porém é importante para a obtencao do resultado em questao.
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Para ter uma visao mais aprofundada recomendamos a leitura dos arti-
gos Attractivity and Global Stability for Linearizable Difference Equa-
tions (JANOWSKI; KULENOVIC, 2009) e Global Asymptotic Stabi-
lity for Linear Fractional Difference Equation (BRETT; JANOWSKI;
KULENOVIC, 2014), cujos resultados néo citamos aqui por questao de

espago.
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2 SISTEMAS DE EQUACOES DE
DIFERENCA LINEARES

No capitulo anterior estudamos sobre equagoes de diferenca es-
calares, neste capitulo trataremos de sistemas de equagoes de diferenca,
abordando a existéncia de solugdo para o mesmo, as caracteristicas de
sua solugdo geral, assim o comportamento assintético de alguns siste-

mas.

2.1 SISTEMAS HOMOGENEQOSS

Inicialmente vamos tratar dos sistemas lineares auténomos,

consideremos entao o seguinte sistema

z1 (n+1) =a1z1 (n) + arazse (n) + ... + a1k ()

o (n+1) = as121 (n) + agaws () + ... + agpxi (n)

2k (n+ 1) = a1z1 (n) + ageza (n) + ... + agrzi ()
que vetorialmente é representado por
z(n+1)= Az (n) (2.1)

onde z (n) = (z1 (n), z2(n),....,zx (n))" é um vetor de R¥ e A = (aij)

uma matriz nao singular, de ordem k, com entradas reais.

Lema 2.1. Seja o problema de valor inicial dado pelo sistema (2.1)
com x (ng) = xg, onde ny é um nidmero natural. Tal problema admite

uma Unica solugao, dada por x (n,ng,xp) = A" ™0 x.

Demonstragdo: Para provar esse resultado vamos utilizar

inducdo matemaética, partindo do fato que x (ng) = zo, temos que

x (no + 1,n9,20) = Ax (ng) = Axyg.
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Suponhamos agora que z (n,ng, xg) = A" ™0 xq, entao
s 100y L0 05

z(n+1,n0,20) = Az (n) = AA" 0xy = AV 0 g,

A solugdo é tunica, pois é determinada a partir de iteragoes

sobre xg. [ |

Observagao 2.1. De fato podemos considerar ng = 0 sem que haja
perda de generalidade, uma vez que se ng é diferente de zero. Conside-

ramos entdo a sequéncia y (n) tal que
y(n—no) =z (n),

assim temos o sistema y(n+1) = Ay (n) e y(0) = x(ng), note que
nesse caso a solugdo é dada por y (n) = A"y (0). Sendo assim desen-

volveremos nossa discussao considerando ng como sendo zero.

Agora que determinamos a solugao para o sistema, fica evidente
que para tratar dos mesmos é importante e necessario ter boas ferra-
mentas para calcular poténcias de matrizes. Como esse nao é o foco do
trabalho nao discutiremos aqui técnicas para realizar essas operacoes,
porém aconselhamos que, caso vocé ainda nao tenha estudado, leia so-
bre a Forma Canoénica de Jordan antes de continuar. Indicamos para
essa leitura as referéncias (HOFFMAN; KUNZE, 1979), (LEON, 2008)
e (LIMA, 2008).

Vamos estabelecer agora a existéncia e unicidade de solugao

para o sistema nao autondémo

z(n+1)=AMn)z(n) (2.2)

onde A (n) é uma matriz ndo singular e o sistema é valido para n >
o > 0.
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Teorema 2.1. Para cada xo vetor de R* e ng inteiro ndo negativo,

existe uma dnica solugdo x (n,ng, o) de (2.2) com x (ng, ng, o) = Zp.

Demonstragido: Nessas condigdes temos que z (ng+1) =

A(ng) z (ng), assim
x(ng+2)=Ang+1)x(ng+1)=A(no+1)A(ng)z(ng).

Quem possui uma "visdo matematica" pouco mais agucada ji percebeu

o padrao das solugoes. Sendo assim vamos utilizar indugao para provar

que
n—1
l’(n,n07l‘0) = H A(l) ZLo- (23)
i:no
Por indugao temos que, para n = ng+ 1 a igualdade se verifica.
Suponhamos entdo que (2.3) seja védlida para n inteiro positivo,
assim

I B0

i:n()

] A6

i:no

z(n+1,n9,20) = A(n)z(n) = A(n) To = Zo-

Fica assim provado que existe a solucdo de (2.2), dada por
(2.3), e a mesma é tnica. Pois por iteracdo, partindo do valor inicial,

nao se pode chegar a outra solucao. |

E véalido lembrar que a no¢dao de independéncia linear entre as
solugoes do sistema é a mesma que estabelecemos anteriormente para

equacgoes de diferenca escalares.

Definicao 2.1. Definimos o vetor ®, como sendo a matriz cujas colu-

nas sio as solugoes do sistema (2.2), ou seja
¢ (TL) = [.131 (Tl) ) L2 (?’l) y ooy Tk (n)]kxk

onde x1 (n),x2 (n),...,xx (n) sdo as solugoes de (2.2) .
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Sendo assim temos que

(I)(n+1) = [1'1 (n+1)7x2(n+1)a“ka (TL-I-l)]

logo,
O(n+1)=A(n)®(n) (2.4)
ou seja @ satisfaz (2.2).
Lema 2.2. Sejam x1 (n),z2(n), ...,z (n) as solugdes do sistema (2.2) ,

entdo as mesmas sdo linearmente independentes para n > ng se, € so-

mente se, ® € ndo singular para todo n > nyg.

Demonstragao: Para estudar a independéncia linear das
solugbes fazemos uma combinagdo linear das mesma e igualamos a
zero, ou seja, consideremos o sistema ® (n)¢ = 0, sendo que { =
[a1, az, ...,ak]T. De fato esse sistema terd somente a solucdo trivial,
ou seja x1 (n),x2 (n),...,xx (n) serdo linearmente independentes se, e

somente se Det [® (n)] é ndo nulo, ou seja, ® (n) é ndo singular. |

Defini¢do 2.2. A matriz ® (n), conforme definida acima é chamada

de matriz fundamental do sistema (2.1).

Observagao 2.2. Existem infinitas matrizes funamentais para um sis-

tema como (2.2).

De fato, seja ® (n) uma matriz fundamental de (2.2) e C' uma

matriz ndo singular de modo que faga sentido tratar de ® (n) C, entao
d(n+1)C=AMn)®(n)C

ou seja, @ (n) C' também é uma matriz fundamental de (2.2).

De fato j& conhecemos uma das matrizes fundamentais de (2.2) ,

dada por

O (n) = 1:[,4(@')

i:no
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Teorema 2.2. Hd uma dnica solugio ® (n) para o sistema (2.4) tal
que @ (ng) = 1.

Demonstragido: De fato podemos reescrever tal sistema com
K? equacbes de diferenca de primeira ordem. Assim aplicando para
cada ponto o teorema da existéncia e unicidade de solugdo, obtemos
um vetor v de sz, tal que v(ng) = (1,0,...,0717...,0,0,...1)T, note
que o 1 aparecerd nas posi¢oes 1 +i(k+1) com 0 <i < (k—1). Uma
vez determinado o vetor v transformamos o mesmo em uma matriz
quadrada de ordem k, onde cada grupo de k componentes consecutivas
de v é uma coluna de ®. Como cada um dos vetores v é inico, a matriz

® ¢ tnica. [ |

Definicao 2.3. Seja ® (n) uma matriz fundamental, definimos a ma-

triz de transicdo como sendo ® (n,m) = ® (n) ®~ ! (m).

Definida a matriz de transicao, podemos listar algumas de suas

propriedades:
i) @71 (n,m) = @ (m,n);
ii) ©(n,m) =@ (n,r) @ (r,m);
i) ® (n,m) = [[72" A(i)

i=m
A demonstracdo dessas propriedades sdo simples, por isso néo

descreveremos as mesmas nesse trabalho.

Corolario 2.1. A solugdo unica de x (n,ng, xg) de (2.2) com x (n, ng, zp)
= xg € dada por

x (n,ng, o) = ® (n,no) xo.

Demonstragdo: De fato temos que a solugdo tnica de (2.2) é
dada por (2.3) e pela propriedade (ii4) listada anteriormente ® (n,ng) =
[T'=1 A (i), portanto @ (n, ng, z0) = @ (n, ng) xo. [ |

i=no

Proposicao 2.1. Existe uma expressio que mos permite calcular o

determinante de ® (n), a qual chamamos de Férmula de Abel, expli-
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citamente temos que

n—1

det ® (n) = ( H [det A (z)]) det @ (ng)
i:'n.[)
Corolario 2.2. A matriz fundamental ® (n) € nao singular e as solu-
coes
xz1(n),z2(n),....;xk (n)

sao linearmente independentes para n > ng se, e somente se ® (ng) €

nao singular.

Demonstragao: Essa demonstracido é imediata da Formula
de Abel, uma vez que se A é ndo singular, ® (n) serd nio singular
somente se ® (ng) também nao for, consequentemente, pelo lema apre-
sentado anteriormente as solugoes x1 (n),x2 (n), ..., zx (n) serdo linear-
mente independentes se, e somente se o determinante de ® (ng) for ndo

nulo. [ |

Teorema 2.3. FExistem k solugoes linearmente independentes para o
sistema (2.2) .

Demonstragao: Seja e; = (0,0,...,1, ...O)T o 1-ésimo vetor
da base canénica de R¥, de fato, pelos resultados anteriores temos que
para cada e;, com 1 < ¢ < k existe uma tnica solucdo x (n,ng, e;) de

(30) tal que x (ng,no,€;) = e;.

Vamos provar agora que as solugoes x (n, ng, ¢;) sdo linearmente
independentes. De fato, para isso, basta verificar que ® (ng) é nao sin-
gular. Note que ® (ng) = I, logo seu determinante é ndo nulo, ou seja,

as k solugdes de (2.2) sdo linearmente independentes. ]

Principio da Superposigao: Assim como estudamos tal prin-
cipio para equagoes de diferenca escalares, o andlogo é verificado para
sistemas de equagoes, ou seja, dadas x1 (n) e xz2 (n) solugoes de (2.2) e

c uma constante real, entao:
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1) x1 (n) + z2 (n) é uma solugdo de (2.2);

1) cx1 (n) é solugao de (2.2).

Em outras palavras, podemos afirmar que o conjunto das solu-
¢oes de (2.2) é um conjunto fechado em relagdo a soma e a multiplica-

¢a0. Definimos entdo o que serd a solugdo geral do sistema.

Defini¢do 2.4. Sejam x1 (n),zs (n),...,xx (n) solugdes linearmente
independentes de (2.2), ® (n) uma matriz fundamental do sistema, cu-

jas colunas sdo essas solucoes e
T
C= (Cla €2y .eey Ck)

um vetor de R¥. A solugdo geral de (2.2) é dada por x (n) = ® (n) C.

Assim como no caso anterior, o conjunto S de todas as solu-
¢oes de (2.2) é um espago vetorial de dimensdo k, munido das ope-
ragdes de soma e multiplicacdo por escalar. Sua base é formada por

z1 (n),z2(n), ...,z (n) solugdes linearmente independentes do sistema.

2.2 SISTEMAS NAO-HOMOGENEOS
Consideremos agora o sistema ndo homogéneo
(n+1) = A(n)a (n)+ g (n) (2.5)

Defini¢ao 2.5. Definimos uma solugdo particular z,(n) de (2.5)

como sendo uma funcao k-vetorial que satisfaz tal sistema.

Teorema 2.4. Qualquer solugio de (2.5) pode ser escrita como
z(n) = (n)C+ap(n),

onde ® (n) e C sao os vetores definidos na se¢do anterior.

Demonstragéo: Seja z (n) uma solugdo de (2.5) e z, (n) uma

solucdo particular do mesmo, definimos entdo y (n) = x (n) — z, (n).
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Logo y (n+1) = A(n) [z (n) — 2, (n)], ou seja
y(n+1)=An)y(n).

Note que y (n) é na verdade uma solucao de (2.2) . Assim podemos es-
crever y (n) = ® (n) C para algum vetor constante C. Portanto z (n) =
O (n)C+zp(n). [ |

Nos dediquemos agora a estudar sobre a solugdo particular de
(2.5), uma vez que o outro termo ja foi amplamente discutido, na segao

anterior.

Lema 2.3. Uma solugdo particular de (2.5) é

zp (n) = i ®(n,r+1)g(r)

r=n,
com z, (ng) = 0.

Demonstragdo: Para provar esse resultado, basta mostrar-

mos que z, (n) satisfaz (2.5), de fato

zp(n+1) = Z d(n+1,r+1)g(r)
”z_: d(n+1l,r+1)g(r)+®(n+1,n+1)g(n)

r=n,

n—1
Y A ®(n,r+1)g(r)+g(n) = A(n)z, (n) + g (n)

=N,

Portanto x, (n) satisfaz o sistema (2.5) e z, (ng) = 0. [

Assim a tnica solugdo para o problema de valor inicial dado
por (2.5) com x (ng) = xg é

n—1

x (n,ng,z9) = ® (n,ng) xo + Z D (n,r+1)g(r)

T™=N0



2.2. SISTEMAS NAO-HOMOGENEOS 63

2.2.1 Transformando EquacGes de Diferenca Escalares em Siste-

mas

Nesse tOpico vamos estudar como transformar equagodes esca-
lares de ordem mais alta em sistemas de equagoes de primeira ordem.

Consideremos a equagao (1.2), tomemos

z1(n) =z (n)

zon)=z(n+1)=2z(n+1)

zem)=ax(n+k—1)=z,_1 (n+1)
Podemos ainda escrever o sistema da seguinte forma

z1(n+1) =22 (n)
zo(n+1) =23 (n)

zp—1(n+1) =z (n)
zk (n+1) = —pi (n) 21 (n) — pr—1 (n) 22 (n) — ...
—p1(n) 2k (n) + g (n)

Note que zx (n+ 1) =x (n+ k).

Vetorialmente podemos escrever

z(n+1)=A(n)z(n)+h(n),
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onde
_ 0 0 -
0
A (n) = )
0 0 1
L () —pr-a(n) - —pi(n) |
Z1 (n
z9 (n)
z(n) = : e
zi—1 (n)
2 ()
0
0
h(n) =
0
| 9(n) |

Essa técnica pode facilitar o estudo de equagbes de diferenga
escalares de ordem superior, pois em alguns casos é mais facil trabalhar
com um sistema de equagdes de ordem um do que com uma equagao

escalar de ordem k.

Observacgao 2.3. Para uma equacao com coeficientes constantes te-
rfamos a mesma forma de sistema, porém na matriz A os coeficientes
pi’s seriam constantes. Note que nesse caso o polindmio caracteristico
de A é dado por

PO = A L o N T po N TR L p A+ i,

ou seja, os autovetores da matriz A coincidem com as raizes caracteris-

ticas associadas a equagdo de diferenga escalar.
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2.2.2 Sistemas Lineares Periédicos

Chegamos ao nosso ultimo tépico antes de tratar especifica-
mente de estabilidade das equacoes de diferenca. Vamos considerar para

nossa discussao agora o sistema

z(n+1)=A(n)x(n) (2.6)

onde A(n+p) = A(n) para algum p natural. Nao demonstraremos
aqui todos os resultados, pois alguns deles se referem a propriedades de
matrizes, como esse nao é nosso foco deixamos as mesmas a cargo de

pesquisa dos leitores.

Lema 2.4. Seja B uma matriz de ordem k ndo singular e m um ni-
mero inteiro ndo negativo, entdo existe uma matriz C' de ordem k tal
que C™ = B.

Demonstragdao: N&ao apresentaremos aqui a demonstracgao

completa, faremos somente uma observagao.

E importante pontuar que dada uma matriz B nao singular
podemos escrevé-la na forma canodnica de Jordan, de modo que B =
PJP~!, sendo J uma matriz na forma de Jordan com r blocos de

Jordan (J;). Definimos entéao

H 0 --- 0
0 Hy --- 0 1

H = . . . e H; =exp {anZ}
oo T m
0 O H,

Sendo assim H™ = J e tomando C = PHP~! temos que
C™ = B. [ |

Lema 2.5. Dado o sistema (2.6) seja @ (n) sua matriz fundamental,

entao



66  Capitulo 2. SISTEMAS DE EQUACOES DE DIFERENCA LINEARES

1) ®(n+p) também é uma matriz fundamental;
it) ®(n+p) =@ (n)C, para uma matriz C ndo singular;

iii) ® (n+p,p) = @ (n,0).

Demonstragio: Seja @ (n) matriz fundamental de (2.6)
i) Assim @ (n+1) = A(n) @ (n), logo
P(n+p+1)=An+p)®(n+p)=An)®(n+p)),

ou seja, @ (n + p) satistaz (2.6).
1) Sejam

\Ifl (TL, n()) =0 (n —I—p) (I)_l (’I'L() +p)

Uy (n,mg) = @ (n) ®~* (ng).

De fato ¥y e Uy sdo matrizes fundamentais de (2.6) com a mesma
condigdo inicial ¥y (ng,ng) = ¥y (ng,ng) = I, assim pelo Teorema 2.1

temos que Uy (n,ng) = ¥y (n,np), ou seja
(n+p)® ' (ng+p) =2 (n)® " (no) &
© (n+p) =P (n) @~ (ng) ® (no +p)
Portanto @ (n + p) = @ (n) C, sendo
C =" (ng)®(no+p)
uma matriz ndo singular pois ®~! (ng) e ® (ng + p) sdo nio singulares.

i1i) Temos que, por definicio ® (n +p,p) = @ (n+p) @1 (p).

Pelo item anterior vimos que podemos escrever
@ (n+p)=®(n) @ (no) ® (no +p),
sendo assim obtemos a igualdade

@ (n+p,p) =2 (n) 2" (no) (no +p) 27" (),
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que equivale a ® (n + p,p) = @ (n,ng) ® (no + p,p) . Tomando ny = 0,

concluimos que
¢ (n +p7p) =@ (na O) @ (p7p) =@ (na O) :
|

Teorema 2.5. Para cada matriz fundamental ® (n) do sistema (2.6),
existe uma matriz nao singular periddica P (n) de periodo p tal que
® (n) = P(n) B™

Demonstragio: Seja C' a matriz ndo singular tal que ® (n + p)
= @& (n)C. O Lema 2.4 nos garante que existe uma matriz B tal que

BP = C. Tomemos entdo P (n) = ® (n) B~", assim
P(n+p)=®(n+p)BPB™"
Entao
P(n+p)=®(n)CBPB™" =3 (n)B"BPB™" =& (n) B,
portanto P (n) tem periodo p e ® (n) = P (n) B".

Resta entdo verificar se P é néo singular. De fato C' é uma
matriz ndo singular, logo B é nao singular e consequentemente B~"
tem determinante ndo nulo. Como @ (n) também é nao singular temos

que P (n) é ndo singular. [ |

Observagao 2.4. Dado o sistema (2.6), sendo ® (n) sua matriz fun-
damental, entdo x (n) = ® (n) ¢ é solu¢do do mesmo, onde ¢ é um vetor
constante, assim podemos escrever = (n) = P (n) B"c. Consideremos
agora o sistema

z(n+1)=Bz(n). (2.7)

Temos que a solucgao desse sistema é z (n) = B"c¢, logo

ou seja, ao invés de trabalharmos com o sistema periédico (2.6), po-
demos reduzi-lo ao sistema auténomo (2.7), o que facilita e otimiza o

estudo.
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A discussao dos resultados acima nos leva a definir alguns ob-

jetos matemaéticos que perpassam nosso estudo.

Definigao 2.6. A matriz C = BP é chamada de matriz monodromia
de (2.6).

Definigao 2.7. Os autovalores A de B sao chamados de expoentes de
Floguet de (2.6) e os correspondentes autovalores NP de BP recebem o

nome de multiplicadores deFloquet de (2.6) .

Observagao 2.5. Existe uma solugéo z (n) de (2.6) tal que x (n + p) =
APz (n).

De fato temos que BP¢ = X e
xz(n) =P (n)B"c
é uma solugdo de (2.6), tomando ¢ o autovetor associado a A, temos
x(n+p)=P(n+p)B"BPc
logo « (n 4+ p) = P (n) B™AP¢ portanto x (n 4 p) = Nz (n).

Lema 2.6. Sejam ® (n) e ¥ (n) duas matrizes fundamentais de (2.6)
tais que ®(n+p) = d(n)C e ¥(n+p) = ¥ (n) E, entio C e E sio

semelhantes.

Demonstragiao: Como tratasse de um resultado auxiliar omi-

tiremos a demonstracdo por questao de espaco. [ |

Lema 2.7. Um nidmero A é um expoente de Floquet de (2.6) se, e
somente se, existir uma solugdo ndo trivial para o sistema da forma
A"q (n), sendo q(n) um vetor tal que q(n+p) = g(n) para todo n

natural.

Demonstragio: =) Seja A um expoente de Floquet de (2.6),
entdo o determinante de B™ — A" é nulo, tomemos um vetor zo de R*
tal que (B™ — A"I) zo = 0, ou seja B"xg = A"xg. Seja

P(n)=®(n)B™"
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uma matriz periddica conforme definimos anteriormente. Podemos es-

crever entao que
P (n) B"xg = A"P (n) xo,

logo
x (n,ng,z9) = P (n,ng) zg = P (n) B zg = A\"P (n)xg = \"q(n),
portanto existe uma solugdo néo trivial da forma A"q (n), onde

g(n+p)=Pn+p)azog=Pn)zg=qn).

<) Suponhamos que = (n) = A"¢g (n) seja uma solucao de (2.6),

sendo assim temos que
A"q (n) = P (n) B"xg (2.8)
para algum vetor zg, ou seja
A"Pq (n+p) = P (n+p) B" Py,

como P (n) e q(n) sao periédicos entdao A\"*Pq (n) = P (n) B"*Px.

Além disso, de (2.8) obtemos que
NPAq (n) = NP (1) Bz,
ou seja AP P (n) B"xo = P (n) B""Pzq. Logo
P (n) B" (B — APT) z = 0.

Aplicando o determinante na igualdade observamos que det (BP — APT)
= 0, pois P (n) e B sdo ndo singulares, logo A é um expoente de Floquet
de (2.6). [ |

Corolario 2.3. Considerando o sistema (2.6) temos que:

i) O mesmo tem uma solugdo periddica de periodo p se, e somente se,

1 ¢ um de seus multiplicadores de Floquet.



70 Capitulo 2. SISTEMAS DE EQUACOES DE DIFERENCA LINEARES

11) Tem uma solugao periddica de periodo 2p se, e somente se, tem um

multiplicador de Floquet igual a —1.

Demonstragdo: i) Pelo Lema 2.7 temos que 1 é expoente de
Floquet de (2.6) se, e somente se, existe uma solucdo do sistema da

forma

onde ¢ (n) tem periodo p, portanto x (n) = ¢ (n) é uma solucdo perié-

dica com periodo p para (2.6).

1) Analogamente —1 é expoente de Floquet se, e somente se,

¢ uma solugao de (2.6) .

Vamos mostrar agora que z (n) é 2p-periédica. De fato para n
par temos que x (n) = ¢ (n) e para n {impar temos que x (n) = —¢q (n),
sendo assim nao podemos garantir que tal solugdo é p-periddica, pois

isso dependeria de p ser par. Contudo temos que
z(n+2p) = ()" qn+2p) = ()" (~1)"g(n) =z (n),

portanto x (n) é uma solugao 2p-periddica. [ ]
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3 ESTABILIDADE

Para estudarmos a teoria de estabilidade das equacdes de dife-

rencga é necessario definir alguns conceitos topoldgicos.
Definigdo 3.1. (LEON, 2008) e (BORTELHO; PELLEGRINO; TEI-
XEIRA, 2015) Seja V. um espago vetorial e v € V', uma fungdo ||-|| :
V — R é uma norma se satisfaz as sequintes propriedades:
i) ||v]] = 0 para todo v, e ||v]| =0 se, e somente se v = 0;
i1) |law|| = || ||v|| para todo o escalar e v;
i13) v+ ul| < ||vll + |lull quaisquer que sejam v,u € V.
Dado um espago vetorial, podemos definir diversas normas so-

bre ele, por exemplo, o médulo é uma norma no espaco dos reais, ja

em R* podemos definir as seguintes normas:

Definicao 3.2. (LEON, 2008) e (ELAYDI, 2000) Considere o espago
vetorial R e x elemento do mesmo, definimos entdo as sequintes nor-

mas:

1) Norma ly:
k
lzlly =) o
i=1

i) Norma Euclidiana ou lo:

]y = (i

\_/
Nl

15i) Norma I,

B
S
Il

N
-

5
N

=
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w) Norma l :

2]l = max, [z

Observacgio 3.1. Dadas duas normas ||-|| e [|-|| em R¥ existem cons-
tantes positivas o e 3 tais que aljz|” < ||z < Bz| para qualquer
vetor z de R¥. Sendo assim dada z (n) uma sequéncia em R¥, entdo

| (n)|| converge para zero se, e somente se ||z (n)||" converge para zero.

Uma vez definida uma norma |-|| em R* definimos alguma

norma para matrizes correspondente a essa.

Definicao 3.3. Dada A uma matriz de ordem k definimos a norma da

mesma da sequinte forma

A
14| = max 1421 (3.1)

llzo 2|

onde x é um vetor de R¥.

Defini¢do 3.4. Dada A uma matriz o raio espectral de A ¢é um

escalar dado por
p (A) = max{|A| | A é autovalor de A}.

Observagao 3.2. A partir dessa defini¢ao temos que p (A) < ||4].

Demonstragdo: De fato, seja A um autovalor de A e £ o

autovetor associado a A, assim de (3.1) podemos concluir que

bl el el
A — —
A= e = e = e

logo [|A|| > |A|] para qualquer A, portanto || Al > p(A). [ |

No primeiro capitulo apresentamos as definicbes de possiveis
comportamentos das solugoes de equagdes de diferenca de primeira or-

dem. Aqui vamos apresentar as generalizagoes desses conceitos para
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sistemas de equagoes de diferenca, o que nos serd util uma vez que

dada uma equagao de ordem k podemos transformé-la em um sistema.
Consideremos entao a equacao de diferenca vetorial
x(n+1)=f(n,z(n)), x(ng) =g (3.2)

onde z (n) é um vetor de R¥ e f uma funcio de Z* x R* em R* tal que
f(n,.): RF — R¥ ¢ continua para cada n € Z+.

Rapidamente vamos relembrar as principais defini¢bes acerca

da equagao de diferenca vetorial que iremos aplicar aqui.

Definicao 3.5. A equagdo de diferenca vetorial (3.2) é chamada auté-

noma se

fnx) = f(z).

para todo x € RF.

Ou seja, n ndo aparece explicitamente em f.

Definicao 3.6. A equagio de diferenca vetorial (3.2) é dita periddica

se existe wm numero inteiro positivo p tal que
fn+p.az(n+p))=fnzn)
para todo n.

Definicdo 3.7. Dado z* um vetor de R¥, o mesmo é chamado de

ponto de equilibrio de (3.2) se é ponto fizo de f.(ver Definigio 1.6).

Observagdo 3.3. Dada a equagdo de diferenga (3.2) existe = (n) so-
lucdo da equagido e x (n) é tnica. A demonstragiao desse fato pode ser

feita através de indugdo matematica.

Apresentamos agora a generelizacao da definicdo 1.9 apresen-

tada na pagina 19.

Defini¢do 3.8. Um ponto de equilibrio x* de (3.2), é dito:
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i) Estdvel (E) se dado e >0 eng > 0 existe 6 =6 (g,n0) > 0 tal que
se ||zg — x*|| < & entdo ||z (n,ng, o) — z*|| < € para todo n > ny.
Além disso x* sera Uniformemente Estdvel (UE) se § nao

depender de ng e Instdvel (I) se ndio for estdvel.

1) Atrator (A) se exite p = pu(ng) > 0 tal que se ||xzg — x*|| < p entdo
limz (n,ng,x0) = x*. Serd Uniformemente Atrator (UA) se
u for tomado independentemente de ng, ou ainda, se dados € > 0
e no, existem p > 0 e N = N (¢) independentes de ng tais que
se ||zg — x*|| < p entdo ||z (n,ng,xz0) — z*|| < € para todo n >
no + N.

iii) Assintoticamente Estdvel (AFE) se x* € estdvel e atrator. Uni-
formemente Assintoticamente Estdvel (UAE) se é unifor-

mentente estdvel e uniformemente atrator.

w) Ezponencialmente Estdvel (EE) se existe § > 0, M > 0 e
n € (0,1) tais que, se ||xg —x*|| < 0 entdo ||z (n,ng,zo) — z*|| <
M ||zo — |7,

v) A solugdo x (n,ng,zo) € limitada se existe constante positiva M tal

que para todo n > ng tivermos que ||x (n,ng, zo)|| < M.

Observagao 3.4. Se os itens da definicdo acima se verificarem para
todo § e u positivos, temos que tal comportamento estavel é dito glo-
bal.

Tratemos agora de alguns resultados relevantes sobre estabili-
dades das solugoes de (3.2) em relagdo ao seu ponto de equilibrio x*.

Consideremos inicialmente a equagdo de diferenga vetorial auténoma.

z(n+1) = f(z(n) (3-3)

Teorema 3.1. Seja (3.3) e z* seu ponto de equilibrio, entdo

*

1) x* € estdvel se, e somente se é uniformemente estdvel;
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1i) «* € assintolicamente estdvel se, e somente se é uniformemente

assintoticamente estdvel;

iii) x* € atrator se, e somente se é uniformemente atrator.

Demonstragdo: Sejam x (n,ng,xo) e y (n, mg, z¢) duas solu-
¢oes de (3.3), de modo que my = ng + 79, nesse caso temos que
z (n — 10,10, Z0) =y (1, Mo, Zo)

para n = my, pela propriedade de unicidade de solucdo temos que

x (n — 19,10, 20) =y (n, Mo, 7o)

para todo n > ng. Assim as mesmas propriedades de estabilidade vali-

das para solucdo x varificam-se para y, nao dependendo de ng.

1) De fato se x* é uniformemente estavel ele é estdlvel. Su-
ponhamos entdao que z* é estavel e conforme verificamos acima J nao

depende de ng, logo x* é assintoticamente estavel.

A demonstragdo de (ii) e (iii) é dada através de argumentos
andlogos ao item (i) . [ |
Exemplo 3.1. Considere a equacao de diferenca escalar

z(n+1)=z(n)

sua solucdo é dada por x (n,ng,zo) = xg, de fato * = 0 é ponto de
equilibrio da solucdo. E dado € > 0 tomemos § = ¢, assim se |z¢g — 0] <
entao

|z (n,ng, z0) — 0] = |zog — 0] < &,

ou seja, * = 0 é uniformemente estdvel. Porém lim x (n,ng, x0) = o
assim se zo # 0 entdo z* = 0 ndo ¢é assintoticamente estavel. Note que

se tomarmos r* = xg entao x* serd estavel e uniformemente estével.

Exemplo 3.2. Considerando agora a equacao escalar

z(n+1)=a(n)z(n),
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vimos na pagina 18 que sua solugao é dada por

x (n,ng, o) lHa ]

de fato z* = 0 é o ponto de equilibrio da equacdo, entdo:

i) O ponto de equilibrio z* = 0 é estével se, e somente se

onde M é uma constante positiva que depende de ng.

Demonstragao:
=) Suponhamos inicialmente que z* = 0 é estavel, assim dadoe >0 e

ng > 0, existe d (ng) > 0 tal que se |zg| < & (ng) entdo

[Ha ]

1="No

| (n, no, o) < g,

logo ‘H?;n() (7 )’ < 3(noy € Portanto existe a constante positiva M (ng) .

<) Suponhamos agora que existe uma constante positiva M tal que

assim dado e > 0 eng > 0 tomemos § (ng) = Ty 1080 se |zo| < & (no)

entao
& (n.m0,0)| = | [T, @ (3)] 0| =[5 @ (0)] ol < M (o) 5
=M (ngp) m =¢
ou seja x™ é estavel. [ ]

i7) O ponto de equilibrio 2* = 0 é uniformemente estével se, e

somente se, existe uma constante positiva M tal que

n—1
H a ()

i:no




"

sendo M independente de ng.

Demonstracgao:
=) Seja x* = 0 uniformemente estavel, assim dado ¢ > 0, existe § > 0

tal que se |xg| < ¢ entdo

|x(n,n0,x0)\ = <g,

]

i:no

logo ’H;:nlo a(i)| < § e portanto existe a constante positiva M.

<) Se existe a constante positiva M tal que

n—1

II <@

i:'n,()

<M,

entdo dado € > 0 tomemos § = 7, analogamente ao item anterior, se
|zo| < & entdo |z (n,ng,x0)| < M& = . Portanto z* é uniformemente

estavel. [ |

1i1) O ponto de equilibrio z* = 0 é assintoticamente estavel se,

e somente se

1:[ a(i)] =0.

i:n()

lim
n—oo

Demonstracgao:
=) Suponhamos inicialmente que z* = 0 é assintoticamente estavel, ou
seja x* é estavel e atrator, entdo dado € > 0 e ng > 0 existe 0 (ng) > 0
tal que, se |xg| < d (ng) entdo ’ {H::;U a (z)} xo‘ < e. E existe p (ng) > 0

tal que, se |zg| < p(ng) entao

n—1
lim H a(i)zg=0
i:no
assim limzy = 0 ou lim H:L;nlo a (i) = 0, como xg # 0 entdo de fato
lim H:Zﬂlo a (i) = 0. Portanto lim ’H?:_nlo a (z)‘ =0

&) Se lim \H?;io a (i)‘ — 0, entdo

n—1

nhﬁrr;o H a (i) zg,= 0,

i:no
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ou seja z* = 0 é atrator. E dado ¢y > 0 existe n; natural tal que
‘HZ no a (i) ’ < g¢ para todo n > njp, assim dado ¢ > 0, tomemos

6 = £, de modo que se |zo| < entdo

Ha ) o Ha 6 < epd =e.

Z’I’Lo Zno

iv) O ponto de equilibrio z* = 0 é uniformemente assinto-
ticamente estavel e consequentemente exponencialmente estavel se, e
somente se, existem contantes M e 7 tais que, M > 0 e n € (0,1) com
L

Demonstragdo: Primeiramente vamos verificar que z* ser
uniformemente assintoticamente estavel equivale a ser exponencialmente
estavel.
<)Suponhamos inicialmente que z* é exponencialmente estével, assim

temos que

0< Ha xo| < M |xg|ntT"0
Zno

onde 1 < 1. Aplicando o limite na inequagao verificamos pela Regra do
Sanduiche que

hmHa )xg =0,

Zno

ou seja z* é uniformemente atrator. Além disso dado € > 0, tomemos

§ = 37, logo se |zg| < 0 entdo

Ha zo| < M |xo|n™ ™" < M |z < Md =,

i= no
assim, z* é uniformemente estével.
=)Suponhamos agora que z* = 0 é uniformemente assintoticamente
estavel, entdo dado ng > 0 existe 4 > 0 e § > 0 para qualquer € > 0

tais que se |zo| < p e |xo| < J entdo

limHa(i)xozo, e Ha Jxo| <€

i=ng 1=ngo
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ou seja podemos tomar € = Mn™~"° e consequentemente x* serd expo-
nencialmente estavel.

Demonstremos agora a propriedade enunciada.

=) Seja z* = 0 exponencialmente estével, entao existem 6 > 0, M >0

en € (0,1) tais que se |zo| < J entdo

1:[ a (i) xo

1=no

< M |zo|n" ",

logo

n—1

H a(i)| < Mng"mo.
’i:ng
<) Suponhamos que existam as constantes M e 7 tais que

n—1

I aGi)| < payre.

i=n0

De fato estamos trabalhando com xg como sendo um escalar, logo existe

0 > 0 tal que |zg| < J. Assim podemos escrever que

1:[ a (i) g

’i:no

< M |zo|n"T"e

e portanto z* = 0 é exponencialmente estavel. [ |

O préximo teorema serd enunciado nesse trabalho somente
com a finalidade de auxiliar na demonstracio o resultado posterior ao

mesmo, sendo assim ndo serd demonstrado.

Teorema 3.2. Seja f uma funcdo continua e x* ponto fixo de f,entdo
x* serd assintoticamente estavel se, e somente se, existir um intervalo
aberto (a,b) que contém z* tal que f*>(x) > x para a < z < z* e

f?(z) <z para x* < x < b.

Demonstragdo: A demonstracido desse resultado estd feita
no Apéndice C de (ELAYDI, 2000) [ |
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Passemos entao ao teorema que é de fato relevante ao nosso

estudo.

Teorema 3.3. Seja f uma funcdo real continua e x* ponto fixo instdvel

de f, entdo x* ndo € atrator.

Demonstragao: Seja f uma funcdo continua em R e z* um
ponto fixo instavel e globalmente atrator de f, sendo assim a equacao
f?(x) = z tem como solucio z = x*. Logo para x # x* temos duas

situagoes possiveis:
1. f?(z) >z paraz < 2* e f?(z) < x para ¥ > x*;
2 f2(z) < x parax < x* e f2(x) > x para x > z*

Pelo teorema anterior temos que, no caso (1) x* serd assinto-
ticamente estdvel, portanto ndo convém. Tomemos entdo o caso (2),

assim se xg < z* entdo

2 (o) = £2.(£2 (£ (- (2 (00))))) < £2 (£ (£ (- (2 (w0))))) <

e < 2 (0) < T < TF,

ou seja a sequéncia f2" (zg) ndo converge para x*. Portanto z* nio é

um atrator global.

A demonstracio para f2 (x) > x para x > z* é anéloga. [ |

Esse resultado nos garante que nao existe um ponto instavel

atrator.

Exemplo 3.3. Consiredemos a equagao de diferenga em coordenadas

polares
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De fato temos que se r (0) = 1 e 6 (0) = 0, entdo a solugdo de (3.4) é

r(n) = T(Q)_n
O(n) = 2772792

Assim limr (n) =1 e lim# (n) = 27. Porém se 19 # 0 e 6y = 0, entdo
(r(n),0(n)) = r%fn,O) e converge para (1,0) . No entanto, se §y < o7
com 0 < § < 1, entdo a dérbita de (rg,8p) vai em espiral circular para

convergir para (1,0), assim (1,0) é instavel e atrator.
Exemplo 3.4. Consideremos agora a fungao

—2x, se x <
G, = s
0, sex>p

onde ¢ € R*. Tomemos entao a equacao do diferenca

z(n+1)=Guz(n)

com z (0) = xg, assim sua solucao é dada por

(=2)" 20, se (=2)" "z <
T (n) = n—1
0, se (=2)" Txo>p

Se o > p entao Gy, (z9) = 0 para todo n maior ou igual a um. Se zg <
/1, entdo para algum k inteiro positivo, G¥. (z¢) > u, logo G} (z0) =0
para todo n > k.

Assim independente de zo temos que lim G}, (zg) = 0, ou seja, * =0
é globalmente atrator. Porém z* = 0 é instdvel, uma vez que dado xg

préximo a zero, o mesmo se afasta de z* = 0 até exceder p.

Temos assim dois exemplos de equagoes de diferencas de di-
mensao elevada ou com f descontinua, que possuem pontos instaveis

atratores.
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Na sequéncia vamos apresentar resultados especificos para sis-

temas de equagdes de diferenca.

3.1 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE SISTEMAS LI-
NEARES

Consideremos aqui o sistema (2.2) dado por
x(n+1)=AMm)z(n)

sendo A uma matriz ndo singular, o sistema é véalido para n > ng > 0.
Cuja matriz fundamental é dada por ® (n). Temos assim os seguintes

resultados:

Teorema 3.4. Dado o sistema (2.2), * =0 é:

i) FEstdvel se, e somente se, existe uma constante positiva M tal que
|® (n)|| < M para n > ngp;

1i) Uniformemente estdvel se, e somente se, existe uma constante po-
sitiva M tal que
| (n,m)|| <M

para ng < m < n;
1it1) Assintoticamente estdvel se, e somente se, lim ||® (n)|| = 0;

w) Uniformemente Assintoticamente Estdvel se, e somente se, existem
constantes positivas M en, comn € (0,1) tais que ||® (n,m)|| <

Mn™™™ para ng < m < n.

Demonstragdo: Apresentaremos aqui somente a demostra-

¢éo dos itens (i) e (iv).

Suponhamos sem perda de generalidade que ® (ng) = I, assim

x (n,no, o) = P (n) xo.

i)
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=) Seja z* = 0 estavel, assim dado € > 0 existe § > 0 tal que
se ||zo]] < ¢ entdo ||®(n)xgl < e. Porém ||xg|| < J se, e somente se

3 [|lo|| < 1. De fato

|® ()|l = sup [[®(n)&]l,
lél<1
assim tomando & = } [|zo]| temos

sup [|®(n)aoll < = = M.

lzoll<8

| =
S ™

<) Se ||® (n)|| < M, entao
[l (n, 10, z0)|| < M [|zoll,

logo dado € > 0, tomemos § = 17, assim se ||xg|| < J entdo

e

<M
i (n,mo, o)l < M+

:87

portanto x* = 0 é estavel.

)

=) Seja z* = 0 uniformemente assintoticamente estavel, logo
temos que em particular é uniformemente estével. Pelo item (i),

[ (n,m)|| <M

para ng < m < n, além disso * = 0 é uniformemente atrator, assim
dados € € (0,1) e ng, existem p > 0 e N = N (€) independentes de ng

tais que, se ||zg]| < p entdo ||® (n,ng)|| < € para todo n > ng + N.

Logo M ||® (n,ng)|| < EM = e para todo n > ng+ N. Tomemos
entdo n € [ng+ mN,ng+ (m+ 1)N] onde m é um inteiro positivo.

Note que

D (n,ng) = @ (n,ng + mN) ® (ng + mN,ng+ (m — 1) N)
..P (n0+N,n0),
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assim

1@ (n,n0)|| < ||® (n,n0 +mN)|
@ (no +mN,ng + (m = 1) N)|| ... [|® (no + N,no)|| <

M (m+1)N - -
Mgm ? <€%> — Mn(m+1)N S Mn(n_"o)

poismN <n—ny<(m+1)Nen <1

<) Se
| (n,m)[| < Mn™=™

entdo pelo item (i) temos que z* = 0 é uniformemente estavel, além
e Se

disso dado ¢ € (0, M), tomemos u = 1 e N tal que nV < £

lzo|l < £ =1 entéo

[l (12, 70, 20) || = [|® (1, 120) ol < Mn" ™" <&

para n > ng + N, ou seja * = 0 também é uniformemente atrator e
|

portanto é uniformemente assintoticamente estével.

Derivados desse teorema temos os seguintes corolarios:
Corolario 3.1. Dado o sistema (2.2) temos que:

1) x* =0 € estdvel se, e somente se todas as solugoes sao limitadas;

it) x* = 0 é exponencialmente estdvel se, e somente se é uniforme-

mente assintoticamente estavel.

Demonstragao: Imediata do Teorema 3.4. |

Corolario 3.2. Considerando o sistema (2.2) , temos que todas as pro-

priedades de estabilidades locais vdlidas para x* = 0 implicam na esta-

bilidade global correspondente.

Demonstracgdo: Imediata do Teorema 3.4
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Teorema 3.5. Considere o sistema (2.2), onde A (n) = [a;; (n)] com
1<4,5<k:

i) Se Z;C:l lai; (n)] <1 sendo 1 < j<ken>ng entioz* =0 ¢é

uniformemente estdvel;

1) Se Zle la;; (n)| <1 —wv para algum v € (0,1), sendo 1 < j <k e

n > ng, entdo x* =0 é uniformemente assintoticamente estdvel.

Demonstragao: Consideremos para essa demonstragao a norma
l1. Pela Observacao da pagina 72 podemos tomar essa norma sem que

haja perda de generalidade, nesse caso temos:

i) [A(n)|, = Zle la;j (n)] < 1 para todo n > ng, de fato

qualquer solugdo do sistema pode ser escrita como ® (n,m) e
n—1
T4
i=m

assim pelo Teorema 3.4, z* = 0 é uniformemente estavel.

1@ (n, m)|ly = <A =Dl A0 =2y - [[Am)]l, <1,

1) De modo anélogo ao caso anterior chegamos que

L 1_ )™
,U)YL 1-m — ( U) — Mnnfm

d < (1-
I (o, m)lly < ( —

Portanto pelo Teorema 3.4, * = 0 é uniformemente assintoticamente

estavel. [ |

Quando o sistema (2.2) é auténomo, ou seja, quando estamos

estudando (2.1) temos:

Teorema 3.6. Dado o sistema auténomo (2.1) entdo:

i) x* =0 é assintoticamente estdvel se, e somente se, p (A) < 1.

i1) x* =0 € estdvel se, e somente se, p(A) < 1, e 0s autovalores unitd-
rios sao semi-simples, ou seja, o bloco de Jordan correspondente

ao mesmo ¢ diagonal.
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Demonstragdo: Seja A = PJP~! onde J é uma matriz na

forma canonica de Jordan, ou seja J = diag (J1, Ja, ..., Jyr) -

i) De fato pelos resultados anteriores z* = 0 é estavel se, e
somente se lim [|® (n)|| = lim [|A"|| = 0. Como [|A"| = ||[PJ"P~!||
podemos entao considerar que z* = 0 ser estdvel equivale a lim ||J"| =
0.

Passemos a analisar entdo J". E fato que

J" =diag (J7', I3, ..., J))

r

onde ) )
S () DV O P G
0 A e (A
- . . . :
(DA
L A |

sendo s; a ordem do bloco de Jordan J;.

Consideremos para nossa andlise a norma l,. Assim se |\;| > 1,

entdo lim [[J"||,, = 0o, 0 mesmo acontece caso [A\;| = 1 e s; é maior

. n .
lim A sitl
n—00 S; — 1

Porém se |\;| < 1,

que 1, pois

= Q.

lim |\ n! =0,
n—roo
logo lim ||J™]| . = 0. Portanto * = 0 ¢ assintoticamente estavel.

1) Seja xz* = 0 estdvel, isso equivale a existir uma constante
positiva M tal que ||J"||,, < M. Pelo item anterior fica estabelecido
que para |A\;| > 1, lim ||J"|| . = oo, ou seja * = 0 néo é estdvel. Para
[Ai] < 1 verificamos que z* = 0 é assintoticamente estdvel, logo em

particular é estdvel. Por fim, para |\;| = 1, se s; é maior que 1, z* =0
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nao é estavel, porém se s; = 1 temos que
17" = N =1,

portanto x* = 0 é estavel. |

Vamos agora abordar resultados sobre os casos em que alguns
autovalores tem moédulo menor que um e outros maiores, ou seja, alguns
estdo dentro do circulo unitario e outros estdo fora. Para isso vamos

definir alguns conjuntos:

Definicdo 3.9. Dada A uma matriz constante de ordem k com auto-
valores A1, Ag, ..., Ag, definimos:

i) As = {1, A2, ..., \r} 0 conjunto dos autovalores de A com mddulo

menor que 1;

i1) Au = {1, Art2, s Ak} 0 conjunto dos autovalores de A com

mddulo mator que 1;
iii) W* o autoespago gerado pelos autovetores de A contidos em As;

iv) WY o autoespago gerado pelos autovetores de A contidos em Au.

Teorema 3.7. (Teorema Subespacos Estaveis - Manifold) Seja A

matriz constante de ordem k e x (n) uma solugdo de x (n + 1) = Ax (n):

i) Se x(0) € W*, entdo dado n natural temos que xz(n) € W* e

limz (n) = 0;

it) Se x(0) € W", entdo dado n natural temos que x(n) € W e

limx (n) = 4o0.

Demonstragao: Inicialmente provemos que AF), = E), onde
E, é o autoespaco associado ao autovalor A. De fato dado v € AF),

temos que v = A&, onde & é um vetor de E), assim é uma combinacio



88 Capitulo 3. ESTABILIDADE

linear dos autovetores generalizados de A, associados a A. Podemos
escrever entdo que & = aivy + agv2 + ... + a,vp, sendo que os v;’s sdo

os autovetores generalizados associados a A. Logo
v = Aa1v1 + Aagva + ... + Aapvp, = Aa1vr + Aagve + ... + Aapv, = A,
como & € Ey, entdo X € E), ou seja AE) C E).

Tomemos agora v € Ey, como F) é o espago que contém todas
as combinacoes lineares dos autovetores generalizados associados a .
Temos que A\v € FE)y, porém \v = Awv, assim Av € E), ou seja E) C
AFE). Portanto AEy = E,.

Passemos agora para a demonstracao dos itens do teorema:

i) Seja x (n) solugdo da equagdo tal que z (0) € W*. Pela ar-
gumentagao anterior temos que AW?® = W*, e dado n natural x (n) =
A"z (0), portanto = (n) € W*.

Sobre o limite de z (n), temos que
z(0) = a1v1 + agvz + ... + apvp,

seja J = P"'AP a forma canénica de Jordan de A, entdo
p
z(n) = A"z (0) = PJ"P~! Zaﬂh‘,
i=1

e ainda podemos escrever J na formas:
Js 0
J =
0 Ju
onde Js é a matriz com os blocos de Jordan dos autovalores de A que
pertencem a As, e J,, a matriz com os blocos de Jordan dos autovalores
que pertencem a Au. Assim os autovetores generalizados de J, corres-

- - _ T
pondentes a v; sdo da forma ¥; = P~ lv; = (¢i1,¢i2, vy Ciry 0, .., 0) "

logo
P P -
Jnl)i 0
x(n)=PJ"Y at; =P a;| ° ,
w=rrEan=rLal ]



3.1. COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE SISTEMAS LINEARES 89

como JI' converge para o vetor nulo, temos que limz (n) = 0.

1) Analogamente chegamos que J]! diverge para +o00. |

3.1.1 Implicacdes para Casos Particulares

Vamos abordar aqui a implicacao dos resultados do dltimo té-
pico para dois casos particulares de sistemas, os sitemas de ordem 2 e

os periddicos.

Caso 3.1. Sistema de Ordem 2: O primeiro caso a ser estudado

serdo os sistemas de ordem 2 autdénomos:

x(n+1)=Ax(n), sendo A = (3.5)

a1l ai2 ]

O polinémio caracteristico da matriz € dado por
p(N) =A% — (a11 + ag2) A + (a11a92 — arzaz),

ou ainda p (\) = A2 — (trA) A + det A. Para determinar os autovalores
da matriz basta calcular as raizes do polinémio, obtemos entdo uma

expressao semelhante a equacdo caracteristica da equagdo de diferenca
(1.19) dada por

z(n+2)+pix(n+ 1)+ pyx(n) =0,

a qual estudamos anteriormente na pdgina 41.
Sobre o comportamento dessa equagdo de diferenca temos um resultado

que ndao apresentamos anteriormente:
Lema 3.1. As condigoes
14+p1+p2>0, 1—=pi+p2>0 e 1—py>0,

sGo necessdrias e suficientes para que o ponto de equilibrio x* de (1.19)

seja assintoticamente estdvel.
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Demonstragiao: Conforme vimos anteriormente o ponto de
equilibrio z* da equagdo (1.19) serd assintoticamente estéavel se, e so-
mente se, max{|A1|,|A2|} < 1, onde os N’s s@o as raizes caracteristicas

da equagao. Assim:

=) Suponhamos que z* seja assintoticamente estével, logo ||

<1 e |X| < 1. Da equagdo caracteristica A2 + py A + pa = 0 temos que

P Ve O N s Sl VA
2

2

existem entdo dois casos a considerar:

1. As raizes sdo reais, ou seja p? — 4py > 0, logo

—2+4p1 <\/pPi—4p2 <2+p1,

—24p1 < —\/P] —4p2 <2+,
VP —4dp2 <2+

obtemos que 1 + p; + p2 > 0. Por outro lado de

—2+p1 < —\/pT —4p2

chegamos que 1 — p; + p2 > 0. Por fim

24p1 > \/p? —4pa >0 e 2—p; > \/p? —4py > 2+p1 >0 e 2—p; > 0,

ou seja |p1| < 2, assim

0 < y/p? —4ps < 2¢/1 — po,

logo 1 — po > 0. Portanto as trés desigualdades sao verificadas.

assim como

da desigualdade

2. As raizes sdo complexas, ou seja p? — 4py < 0, imediatamente verifi-

camos que

—24/P2 < p1 < 24/D2.
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Nesse caso terfamos que

logo
a2 _PE o Ap Pt

como |A1| < 1, temos que 1 — pa > 0.
Para verificar as outras desigualdades o processo nao é apenas de ma-

nipulacdo algébrica, para isso vamos definir a funcéo

fx)=14z—-2Vx.

Note que f(0)=1e f'(z)=1— %, como f' (1) =0 temos que x =1
é um ponto critico da fungdo, de fato f é decrescente para x € (0,1)
entdo x = 1 é um ponto de minimo local, ou seja, para x € (0,1)
temos f (x) > 1, consequentemente f () > 0 nesse intervalo. De fato
chegamos que 1 —pz > 0, logo 0 < pz < 1, assim 1+ py — 2,/p2 > 0.
Como —2,/pz < p1 entdo 1+ py +p1 > 0 e ainda p; < 2,/pz logo
1+ p2 — p1 > 0. Portando as trés desigualdades se verificam.

<) Supondo agora que as trés desigualdades sejam vdlidas,
através de manipulagbes algébricas analogas as anteriores chegamos
que [A] <1lel|X] <1 [ |

Pelo Teorema 3.6 temos que z* = 0 é assintoticamente estével
se, e somente se, p (A) < 1 e pelo Ultimo Lema temos que isso acontece
se 1+tr(A) + det (A) > 0, 1—tr(A) + det (A) > 0e 1 —det(A) > 0.
Ou |tr (4)] < 14 det(A4) < 2, sendo assim, uma vez determinada a
matriz A de ordem dois do sistema, é imediato verificar se z* = 0 é

assintoticamente estavel.

Caso 3.2. Sistema Periodico: Tratemos agora do estudo da estabi-

lidade do sistema periddico (2.6) dado por:

z(n+1)=A(n)z(n),
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sendo que existe um natural p tal que A (n+ p) = A(n), o qual foi abor-
dado anteriormente na pagina 65 onde apresentamos alguns resultados
sobre o mesmo. Porém usando o Teorema 3.6 chegamos ao segquinte

resultado:

Teorema 3.8. Dado o sistema (2.6), considere o ponto de equilibrio

z* =0, temos que:

1) x* = 0 serd estdvel se, e somente se, os expoentes de Flogquet tem

modulo menor ou igual a 1;

1) x* = 0 é assintoticamente estdvel se, e somente se, todos os expo-

entes de Floquet tem maodulo menor que 1.

Demonstragao: Pela teoria apresentada na subsecao 2.2.2
temos que existe uma matriz constante B e uma matriz p—periédica
P, tais que ® (n,ng) = P (n,no) B* ™, sendo ® a matriz fundamental
de (2.6). Note que o comportamento de ® é dado pelo comportamento
de B™ "™, como definimos anteriormente os autovalores de B sdo os
chamados expoentes de Floquet. Assim pelo Teorema 3.6, z* = 0 é
assintoticamente estdvel se, e somente se, p (B) < 1 e z* = 0 é estével

se,e somente se, p (B) < 1. [ ]

3.2 ESTABILIDADE DE EQUACOES DE DIFERENCA NAO-
LINEARES

Nesta se¢ao vamos tratar do método direto de Liapunov, que
levanta dados qualitativos das solugées sem determiné-las explicita-
mente. Dada uma funcao f : G — R*, sendo G um subconjunto de

RE, consideremos entdo a equacio de diferenca nio-linear
z(n+1)=f(z(n) (3.6)

e x* ponto de equilibrio de (3.6).
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Definicao 3.10. Dada uma fungio f como a de (3.6), uma fungdo real
V :RF = R ¢ chamada funcdo Liapunov em um subconjunto H de

RF se as duas condicoes forem satisfeitas:

i) V € continua em H;
it) AV () =V (f(x))—V (z) <0, para todo x e f (x) contidos em H.

Definigdo 3.11. Seja B (7,v) = {y € R*; ||y — z|| < v} a bola aberta
de centro em x e raio y. Dizemos que o valor real da fungio V é posi-

tivo definido em x* se:

1) V(z*)=0, e

i1) V () > 0 para todo x € B (z*,7), para algum ~ > 0.

Podemos entao enunciar o Teorema de Estabilidade de Liapu-

nov:

Teorema 3.9. (Teorema de Estabilidade de Liapunov) Se V é uma
fungdo de Liapunov para (3.6) em uma vizinhanga H do ponto de equi-
librio x*, e V' ¢é positivo definido em relacdo a x*, entdo x* € estdvel.
Se além disso AV (z) < 0 sempre que = e f(x) pertencem a H e
x # ¥, entdo x* ¢ assintoticamente estdvel. Porém se G = H =R* ¢
V (x) — oo quando ||z|| — oo entdo x* é globalmente assintoticamente

estavel.

Demonstragdo: Tomemos ay > 0 tal que B (z*, 1) C GNH.
Como f é continua existe ag > 0 tal que se x € B(x*, ag) entdo
f(z) € B(z*,a1). Dado 0 < € < g, definimos

U (e) = min{V (z);¢ < [lz — 2*|| < o},

pelo Teorema do Valor Médio, existe 0 < 0 < € tal que V (z) < U (¢g)
sempre que

|l —z*|| < 6.
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Note que se zg € B (z*,0) entdo = (n) € B(x* ¢) para todo
n > 0, pois caso contrério existiria o € B (z*, ) e um inteiro positivo
m, tais que z (r) € B (z*,e) paral <r <mez(m+1) ¢ B(z*¢).
Porém z (m) € B(xz*,e) C B(z*, a2), assim x (m+1) € B(z*, a1)
logo V (x (m +1)) > ¥ (g). Mas por defini¢ao temos que AV (z) <0
para todo x e f () em H, assim V (z(m+1)) < ... <V (z9) < ¥ (¢),
chegamos entdo a um absurdo. Logo se zg € B (z*,0) entdo x (n) €

B (z*,¢) para todo n > 0, portanto z* é estével.

Tomemos xy € B(z*,4), entdo = (n) € B(xz* ¢) para todo
n > 0. Se a sequéncia z (n) ndo converge para x*, entdo existe uma
subsequéncia z (n;) que converge para y € R¥. Seja E C B (x*,a1)
uma vizinhanga aberta de y que ndo contém z*. Definimos entdo em F

a funcéo

ARG

note que h é bem definida e continua em E, sendo que h (x) < 1 para
todo z € E. Tomemos agora n € (h(y),1), entdo existe o > 0 tal que,
se ¢ € B (y,a) entdo h(x) < 5, assim para n; suficientemente grande

temos que

V(2 (ni)) <V (z(n; — 1)) <9°V (2 (n; —2)) < ... <™V ().

Logo limy,, yo0 V (2 (n;)) = 0. Por outro lado temos que z (n;) —
Y, logo
lim V (z(ni)) =V (y)

n;—00

assim V (y) = 0. Portando y = «*, ou seja toda subsequéncia de x (n)
converge para z*, logo x (n) converge para x* e o mesmo ¢é assintotica-

mente estavel.

Para finalizar a demonstragdo do teorema suponhamos que
G =H =RFeV(z) - oo quando ||z|| — oo. Vamos provar en-
tao que toda solucdo x (n) é limitada independente da condigao inicial,

provando isso e a partir da argumentacdo acima concluimos que x* é



3.2. ESTABILIDADE DE EQUACOES DE DIFERENCA NAO-LINEARES 95

globamente assintoticamente estdavel. Suponhamos que existe uma solu-
¢do z (n) ilimitada, entdo existe uma subsequéncia z (n;) — oo quando

n; — 00. Assim teriamos que
V(z(n;)) — o0

quando n; — 0o, o que é uma contradicdo, pois G = H = RF, assim
V (z9) > V (2 (n;)) para todo i. Portanto z* é globalmente assintotica-

mente estavel. [ |

Teorema 3.10. Se V ¢é uma funcio de Liapunov sobre o conjunto
Ao ={z e R¥ ||z] > o}

para algum o > 0, e € vdlido que V () — oo quando ||z| — oo, entdo

toda solugio de (3.6) é limitada.

Demonstragdo: Suponhamos que existe uma solugao z (n)
ilimitada, assim hé uma subsequéncia z (n;) de z (n) tal que z (n;) —
00. De fato existe um inteiro positivo m tal que ||z (n;)|| > « para todo
1> meum « >0, entdo V é uma funcdo de Liapunov sobre cada um
dos pontos de z (n;), ¢ > m. Llogo

lim V(x(n;)) = oo.

n;—00

Por outro lado temos que V (xg) > V (z (n;)) para todo i > m, chega-
mos entdo a uma contradigdo. Observando agora x (n;) para 0 < i <m
temos que esses termos ndo pertencem ao conjunto A, assim para eles
|z (n;)]] < «, logo sdo termos finitos, sendo assim x (n;) é limitada e

portanto x (n) é limitada. [ |

Definicdo 3.12. (LIMA, 2006) Seja G um subconjunto de R¥, entdo:

i) * € R* é um ponto aderente de G se existe uma sequéncia x (i)

contida em G que converge para x.
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1i) O conjunto dos pontos aderentes de G é chamado fecho de G e

denotado por G.

Definicdo 3.13. Considerando a equagio (3.6) e o ponto xo = x (0)

definimos que:

i) Sua érbita positiva O (z¢) € dada por OF (zg) = {x (n,0,z0);n €
Z*}. Como lidamos somente com a drbita positiva nesse trabalho

vamos denotar a mesma somente por O (xg) ;

11) O conjunto limite Q (xg) de xg € o conjunto de todos os pontos
que sdo limite de o, ou seja Q (x¢) = {y € R¥;x (n;) — vy, para

alguma sequéncia x (n;)}.
1i1) Um conjunto A é positivamente invariante se O (xg) C A para
todo xg € A.
Note que de acordo com essa definigdo temos que O (zg) e
Q (z9) sdo positivamente invariantes.

Teorema 3.11. Seja z¢g € R* e Q (z¢) seu conjunto limite, onde  (n)

¢ uma solugdo de (3.6) . Entdo € vdlido que:

1) Q(w0) = NiZo Unzi (™ (20)) = NiZo UnZ; (2 (n))

ii) Dado j wm niimero inteiro positivo, se f (xg) = yo, entio Q (yo) =

Q (l‘o) .
1i1) Q(xg) € fechado e invariante.

w) Se a drbita O (xg) € limitada entao Q (xg) € nao vazio e limitado.

Demonstragdo: Apresentaremos aqui a demonstragao dos

itens (7) e (i) .
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1) Sejay € Q (o) . Entdo f™ (x9) — y quando n; — oo, e para
cada i, existe um inteiro positivo IV; tal que

oo

£ (x0) € | (£ (20))
i=0
para todo n; > N;. Assim y € |J,_, (z (n)) para todo N e consequen-
temente
o0 o0
ve (U U (@),
i=0n=i
ou seja, provamos que é valida uma inclusao entre os conjuntos. Tome-
mos agora
o0 o0
ye (U U (@),
i=0n=i
entdo para cada i, y € J,—, (f" (z0)), assim existe [ (zg) € By (z0)
para cada i, com n; < ng < ng < ... e n; — 0o quando ¢ — oo. Logo

f™ (o) — y quando ny — oo assim y € Q (zg) .

1i1) Pelo item (i) temos que

Qo) = (U (/" (20)),
=0 n=i
de fato |J,—,; (f™ (z0)) é fechado, pois ¢ um fecho de um conjunto, e
ainda é fato que a interseccdo de conjuntos fechados é fechado. Logo
Q (zg) é fechado.

Agora seja y € Q (x0), entdo f (x9) — y, como f é continua
temos que

Fr (@) = £ (),

assim f (y) € Q(zo), logo Q (xg) é invariante. [

Definicao 3.14. Dada V uma funcdo de Liapunov positiva em um
subconjunto G C R¥, tomemos E = {x € G; AV = 0} definimos entdo
o subconjunto maximal invariante M de E como sendo a unido

de todos os subconjuntos invariantes de E.
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Teorema 3.12. (Pricipio de Invariancia de LaSalle) Seja V uma
fungdo de Liapunov positiva definida em G C RF para (3.6). Entdo
para cada solugio limitada x (n) de (3.6) contida em G para todo n

inteiro ndo negativo, existe um nimero c tal que x (n) — M NV =1 (c).

Demonstragio: Seja z(n) uma solugdo limitada de (3.6)
contida em G e tal que x (0) = x¢. Pelo Teorema 3.11, 2 (z¢) # & além
disso, Q (z9) C G, assim se y € Q (zp) entdo = (n;) — y para alguma
subsequéncia n; € Z*. Como V (2 (n)) é uma fun¢ao nao-crescente e

limitada inferiormente temos que
lImV (z(n)) =c
para algum ntimero c. De fato V' é continua, assim
Vi(z(ni) = Viy),

entdo V (y) = c¢. Logo V (2 (z9)) = ¢, e consequentemente € (xg) C
V=1(e).

Por outro lado temos que AV (y) = 0 para todo y € Q (xo),
logo Q (z¢) C E, porém € (xg) é invariante, ou seja Q (xg) C M, entdo
Q(zg) c MNV~1L(c), como z(n) — Q(xg) concluimos que

r(n) > MnV=(c).

O teorema a seguir trata da estabilidade, ou melhor da insta-

bilidade do ponto de equilibrio z* = 0.

Teorema 3.13. Seja AV positivo e definido em uma vizinhanga da
origem, se existe uma sequéncia a; — 0 tal que V (a;) > 0, entdo o

ponto de equilibrio * = 0 de (3.6) € instdvel.

Demonstragédo: Seja AV > 0 para todo « € B (0,7) = B (n)

sendo x ndo nulo, n > 0 e V (0) = 0. Assumimos inicialmente que
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x* = 0 é estavel, assim para ¢ < 7 existiria 0 < ¢ tal que, se ||zg| < J

entdo || (n,0,x0)|| < € para todo n inteiro positivo.

Como a; — 0, tomemos x¢ = a; para algum j com AV (zg) > 0
e ||zol] < 0, assim o fecho da drbita O (zg) C B(e) C B(n) de xg

é fechado e limitado, ou seja, compacto. Assim V (x (n)) é compacto,
pois tem dominfo compacto, ou seja em particular V (z (n)) é limitado
superiormente. Além disso V (x (n)) é crescente, logo V (z (n)) — ¢,
para algum c. Pela prova do teorema anterior verificamos que x (n) — 0,

sendo assim

0 <V (xg) <lmV (x(n)) =V (0)=0,
temos entdo uma funcgao crescente, positiva convergindo para zero, ou
seja chegamos a um absurdo, portanto * = 0 é instavel.

O mesmo ¢é valido para o caso em que AV é identicamente
negativo e V (a;) < 0. [

Trataremos agora de um resultado a cerca de sitemas de equa-
¢oes de diferenga autoénomos, mas expecificamente consideremos o sis-
tema (2.1) :

x(n+1)= Az (n)

onde A é uma matriz ndo singular de ordem k.

Defini¢ao 3.15. Uma matriz A de ordem k é positiva se V (z) =

xT Az é positivo.

Definicao 3.16. Seja B uma matriz positiva, definimos entdao V (x) =

2T Bx como a fungdo de Liapunov de (2.1).

Nesse caso temos que
AV (z(n)) = V(Az(n)) =V (z(n))
= 27 (n) AT BAz (n) — 27 (n) Bz (n)
= 27 (n)(ATBA - B)z(n).
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Assim AV (z (n)) < 0 se, e somente se,
ATBA-B=-C (3.7)
onde C' é uma matriz positiva.

Teorema 3.14. O ponto de equilibrio z* = 0 de (2.1) € assintotica-
mente estdvel se, e somente se, para cada matriz simétrica positiva C,

(3.7) tem uma dnica solugio B positiva e simétrica.

Demonstragdo: =) Seja z* = 0 assintoticamente estavel
e C uma matriz simétrica positiva. Consideremos a equacao (3.7) e
multipliquemos a mesma por (AT)T pela esquerda e A" pela direita,

assim obtemos
(AT)™ BATH — (A7) BA" = — (A7) CAT,

ou seja,

Tim. En: (A7) BAT — (A7) BAT| = — 1im En: (A7) car

r=0 r=0
logo
. _ T ’I”Jrl T+1] _ > T T r
Jim [B— (A7) BA ZO(A ) cA
Como z* = 0 é assintoticamente estavel pelo Teorema 3.6

p (A) < 1, consequentemente p (AT) < 1, logo

r+1

lim (AT)"" BA™! =o.

n—oo

Assim -
B=>Y (A") car,
r=0

de fato B assim definido é a tnica solugdo de (3.7).

<) Suponhamos que exista uma tnica solugdo B simétrica e
positiva de (3.7). Tomando V (z) = 27 Bz temos que AV (z(n)) <
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0, pelo Teorema de Estabilidade de Liapunov temos que z* = 0 é

assintoticamente estavel. [ |

Desse teorema, juntamente com o Teorema 3.6 concluimos o

seguinte resultado.

Corolario 3.3. Dado o sistema (2.1), se p(A) > 1, entdo existe uma
matriz simétrica B ndo positiva tal que (3.7) é vdlida para alguma ma-

triz C' positiva.

3.3 ESTABILIDADE DE EQ. DE DIFERENCA DE ORDEM
SUPERIOR

J& estudamos a estabilidade de sistemas de equagoes de dife-
renca, € vimos anteriormente que é possivel transformar uma equacao
escalar de ordem superior em um sistema de equagoes. Entao teorica-
mente temos argumentos suficientes para estudar tanto equagoes esca-
lares e lineares de ordem superior quanto sistemas, porém na pratica
nem sempre é viavel fazer a transformacao de equagoes escalares para
sistemas, por isso dedicamos esse topico especificamente ao estudo de

equagodes escalares de ordem superior.

3.3.1 Equacdes Lineares

Consideremos a equacgao de diferenca linear autonoma de or-
dem k (1.15) dada por:

zn+k)+pr(n+k—1)+paxn+k—2)+..+prz(n)=0

onde 08 p;’s sdo numeros reais.

De fato temos resultados que nos permitem determinar o com-
portamento da solucdo dessa equagao a partir dos valores das raizes

caracteristicas do polinémio

p(A) =N+ p At
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Sendo que z* = 0 é assintoticamente estavel se, e somente se, |A| < 1
para todas as raizes da equagdo, é estdvel se, e somente se, |A| < 1 para
todas as raizes de p (\), sendo que as raizes caracteristicas com |A| = 1
sdo simples, ou seja, ndo se repetem. Se houver uma raiz repetida com
[A\| = 1 ou |[A| > 1 para alguma raiz caracteristica, entdo z* = 0 ¢é

instavel.

O que vamos abordar agora é um método que fornece as con-
digbes necessarias e suficientes para que as raizes caracteristicas \’s
estejam dentro do disco unitario, tal método é conhecido como critério
de Schur-Cohn.

Definicdo 3.17. As inners (interiores) de B = (b;j) sdo todas as
matrizes obtidas omitindo sucessivamente a primeira e ultima linha,
assim como a primeira e ultima coluna da matriz B sendo que a prépria

matriz B € considerada uma inners dela mesma.

Definigao 3.18. Dada uma matriz B a mesma € dita positive in-
nerwise (positiva interiormente) se os determinantes de todas as suas

interiores Sao positivos.

Teorema 3.15. (Critério de Schur — Cohn) As raizes do polindmio
caracteristico

pN) =N +p N 4y

estdo dentro do disco unitdrio se e somente se:
i) p(1) >0,

i) (=1)*p(=1) >0,

i) As matrizes (k —1) x (k—1)

! o -~ 0] [o o - 0 9op
p1 r -0 0 0 - Pk Pr1
+ . . .
By, = : : o E
Pk—3 DPr—4a - O 0O pe - p1  p3
| Pk—2 DPk-3 -+ 1 | | Pk Pr—1 -+ DP3 D2
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sao positivas interiormente.

O critério de Schour-Cohn nos permite determinar condigbes
necessarias e suficientes para estabilidade de equacoes de diferenca de
cada ordem. Por exemplo, o ponto * = 0 serd assintoticamente estavel

para a equagao de diferenga (1.19)
x(n+2)+prxz(n+1)+px(n)=0

se, e somente se, |p1| < 1+ pa < 2 que equivale a afirmagdo do Lema

3.1.

Para a equagao
x(n+3)+prx(n+2)+px(n+1)+psz(n)=0

x* = 0 serd assintoticamente estdvel se, e somente se, |p; + p3| < 1+ps
e |p2 — pips <1 —p3.

Porém quanto maior a ordem da equacdo, mais complicados
sdo os calculos envolvidos na determinacao das condi¢bes explicitas.
(ELAYDI, 2000) apresenta uma técnica utilizada por Levin e May,

para determinar a estabilidade de equagoes do tipo
z(n+1)—z(n)+qr(n—k)=0, (3.8)

Teorema 3.16. Dada a equagio de diferenca (3.8), z* = 0 € assinto-

ticamente estdvel se, e somente se,

km
0<q<2COS<2I€_'_:l>

Demonstragao: A demonstragdo desse teorema necessita de
varios resultados auxiliares, por isso nao iremos aborda-la nesse tra-
balho. A mesma estd feita em um dos apéndices de (ELAYDI, 2000)
|
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Mais adiante em seu texto (ELAYDI, 2000) aborda também a
condigao apresentada por Clark para estabilidade do ponto de equilibrio

z* = 0 da equagado de diferenca
x(n+k)+pr(n+k—1)4qgx(n)=0,

o qual é assintoticamente estavel se |p|+|q| < 1 e instavel se |p|—|g| > 1.
Porém (ELAYDI, 2000) vai além dessa abordagem e estende o Teorema
de Clark para a equacao geral (1.15) :

Teorema 3.17. O ponto de equilibrio x* = 0 de (1.15) € assintotica-

mente estdvel se Zle |pi| < 1.

Para facilitar a demonstracdo desse teorema o autor utiliza o

Teorema de Gerschgorin:

Teorema 3.18. (Teorema de Gerschgorin) Seja A uma matriz real
ou complexa de ordem k e S; o disco no plano complexo com centro em

. k .
ai; eraio r; =Y j—1 |a;;| . Entdo todos os autovalores de A "caem" em
J#i

S = Uf:l Si.

Voltemos entao para demonstracdo do Teorema 3.17.

Demonstragdo: Transformando a equagio escalar (1.15) no

sistema z (n 4+ 1) = Az (n) onde

0 1 0
0 0 1
0 0 0 e 1
L Pk —Pk-1 —Pk-2 - —P1 |

O teorema de Gerschgorin nos garante que todos os autovalores
de A estao em S; U S5, onde S é o disco unitario centrado em zero e

S5 é o disco com centro em —p; e raio

k
r= Z |pil -
=2
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Por hipétese Zle |pi] < 1, ou seja, r < 1 isso implica que |A| < 1.

Suponhamos que |A;| = 1 para algum dos autovalores de A, como
pO) =N p N =0,

entao
k
L= N < [=p A+ oA 2 et ol = D il < 1,
i=1

absurdo, ou seja |A\;] < 1 para todo i = 1,...,k. De fato |A\| < 1 para
todas as rafzes caracteristicas de (1.15) é condicdo suficiente para que

x* = 0 ser assintoticamente estavel. [ |

Teorema 3.19. O ponto de equilibrio x* = 0 de (1.15) € instdvel se
k
paf = 2 ia Ipe > 1.

Para provar esse teorema vamos utilizar além do teorema de

Gerschgorin um segundo resultado auxiliar:

Lema 3.2. Seja S;,i=1,2, ..., k, discos de Gerschgorin de uma matriz

A de ordem k. Se para algum 1 < m < k,

(Us)(U,2) =

entdo existem exatamente m autovalores (contando as multiplicida-

des) de A que "caem'em |J;~, S; e k —m autovalores que caem em
k
Ui:m+1 S7

Voltemos entao para a demonstracao do resultado que é nosso

foco.

Demonstragido: Consideremos a equagao (1.15) na forma
do sistema z(n+1) = Az (n) como na demonstragdo do resultado
anterior. Todos os autovalores caem em S; U Sy que sdo os mesmos

discos do caso anterior. Por hipétese temos que

k
1| = Z pil > 1
i=2
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assim .
p1] > 14 il
i=2
sendo que r = Zle |pi| é o raio do disco Se que tem centro em —py,
logo 51 NSy = @. Pelo dltimo lema Sy contém um autolavor A; de A,

logo |A;| > 1, portanto z* = 0 é instével [ ]

Citaremos agora alguns resultados sobre critérios explicitos
para determinar a estabilidade de tipos especificos de equagoes de di-

ferenca:
Caso 3.3. A equacdo de diferenca
x(n+1)—azx(n)+bx(n—k)=0,

onde a € um numero real ndo negativo, b um numero real arbitrdario, n
e k inteiros positivos. O ponto x* = 0 € assintoticamente estdvel se, e

somente se, la| < EL e

i) la] =1 <b< (a*>+1—2lalcos¢)? para k impar, ou

1
i) [b—al <1 elb] < (a*+1—2lalcos¢)? para k par, onde ¢ € a

solucao em (O, #) de

sin (k) 1

sin(k+1)6 |
Caso 3.4. Consideremos a equagio de diferenca
x(n+k)+ax(n)+bx(n—1)=0,
onden € Z1, k el sdo inteiros maiores ou iguais a um. De acordo com

Elayde (ELAYDI, 2000) tal equagao é abordada por Danna sendo que:

1) Sel>1 ek > 1 sdo inteiros impares e primos entre si. Entdo z* = 0

serd assintoticamente estdvel se, e somente se

Nl

laf <1 e |a|—1<bmin (1+a®—2|a| cos ko)
0esS
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onde S € o conjunto de solugdes de

1 sinlf
la] — sin(l+k)6

no intervalo (0,7).

ii) Se l é um inteiro par e k > 1 wm inteiro impar, onde | e k sdo
primos entre si. Entdo x* = 0 é assintoticamente estdvel se, e

somente se,

1
|a|71<brenig(lJraQ72|a|coslc9)2 e —1<a<0
€

1
a—1< —bmin (1 +a%— 2acosl<:9)2
0esS
para 0 < a <1, onde S é o mesmo conjunto do item anterior.

iii) Sel > 1 € um inteiro impar e k um inteiro par, com l e k primos
entre si. Entao x* = 0 € assintoticamente estdvel se, e somente se,

1

o] <1—la| para —1 < a < 0 e |b|mingeg+ (1 + a* + 2acoskf)>

para 0 < a < 1, onde S* € o conjunto das solugdes de

1 sin 160

a sin(l+k)6

no intervalo (0,7).

Finalizamos aqui nossa abordagem acerca de resultados sobre
estabilidade de solucbes de equagdes de diferenca. Os demais resultados
apresentados em livros introdutorios ao estudo de equagoes de diferenca
nao cabem em nossa proposta de estudo, uma vez que para compreender
0s mesmos sd0 necessarios conceitos matemédticos avancados que vao

além do curso de graduacao em questao.
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4 APLICACOES

Neste capitulo iremos abordar algumas aplica¢es de equagdes
de diferenca em alguns campos do conhecimento como biologia, econo-
mia e fisica, utilizando os resultados abordados nos capitulos anteriores

para estimar o comportamento dos modelos a longo prazo.

4.1 UM MODELO SIMPLES DA OSCILACAO DE PRECOS
E DEMANDAS

Geralmente acontecem oscilagbes na producdo e preco de um
determinado produto ao longo do tempo, por exemplo (MICKKENS,
1990) aborda o comércio do milho para ilustrar essa situacao. De acordo
com o autor os produtores de milho determinam o tamanho de sua
plantagao de acordo com o preco atual do mesmo. Suponhamos entao
que no ano ng o preco do milho esteja em alta, entdo os produtores
tendem a cultivar grandes plantagdes, sendo assim no ano seguinte,
no~+1, essa producgao de milho sera colhida e levada ao mercado, e nesse
caso pode ocorrer da oferta ser superior a demanda, consequentemente
os precos do milho cairiam e os produtores reduziriam suas plantagoes.
Assim a safra do ano ng+2 seria inferior a do ano anterior, e a demanda
dessa vez poderia exceder a oferta, logo o preco do milho voltaria a subir
e os agricultores aumentariam suas plantagoes novamente, o que pode
fazer com que a oferta do ano ng + 3 exceda novamente a demanda,

iniciando assim um novo ciclo.

Vamos modelar essa situagdo de um modo geral, sem considerar
o milho como o produto a ser comercializado. Consideremos entao trés
fungoes, D (n) a demanda do produto no periodo n, S (n) o quantidade
de produtos fornecidos no periodo n e p (n) o prego unitario do produto

no periodo n. Dependendo do produto estudado o periodo n pode ser
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medido em meses, anos ou semestres, de acordo com o que for mais
adequado para cada caso, por exemplo no caso do milho, considerando

safras anuais, o mais adequado é tomar n em anos.

Assim como (MICKKENS, 1990), para construir o modelo fa-

remos trés suposicgoes:

1. A demanda do produto em um periodo n depende linear-

mente do pre¢o do mesmo nesse periodo, ou seja
D(n)=dy—ap(n),

onde dy e a sdo constantes positivas. A constante a traduz a sensibili-
dade dos consumidores ao preco, por isso aparece com o sinal negativo,
pois de um modo geral quanto maior o prego menor a atragao do consu-
midor pelo produto. Independente do prego, existe uma demanda finita

para o produto que é dada por dy.

2. A quantidade de produto fornecida em um periodo n também

depende linearmente do pre¢o do mesmo no periodo anterior n—1, assim
S(n)=—-so+bp(n—1),

onde b e sy sao constantes positivas. Nesse caso b representa a curva
de oferta, e tem sinal positivo pois quanto maior o preco no periodo
anterior maior serd a produg¢do no periodo em questdo. E sy por sua
vez indica os custos com a produgdo, por isso afeta negativamente a

oferta;

3. Durante todo o periodo o preco do produto é determinado
pela oferta disponivel, sendo que o mesmo é estipulado supondo a situ-
acdo ideal onde a demanda e oferta sdo iguais, ou seja todo o estoque
serd vendido. Neste caso temos que o prego é determinado a partir da
equagdo D (n) = S (n).

Uma vez que os producao tem custos, existe um preco limite
p abaixo do qual os produtores ndo apresentardo nenhuma oferta. O
preco que deixa o sistema em equilibrio é o prego de intersecao das

curvas de demanda e oferta.
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Aplicando & condicdo D (n) = S (n) as equagbes determinadas

nos outros itens obtemos que
do —ap(n)=—so+bp(n—1),

podemos escrever entao

b so +d,
p(n+1):—gp(n)+¥’

uma equacao de diferenca linear, de primeira ordem com coeficientes

constantes. Para facilitar escreveremos como

p(n+1) = Ap(n) + B.

E importante ressaltar que A < 0, pois A = —%, assim a solucao da

equacao é dada por

. A" -1
pn) = A"+ 5[5

onde py = p(0) é a condigdo inicial do problema. Além disso o ponto

de equilibrio p* da equacao é tal que Ap* + B = p*, assim p* = %.

Observando a solugdo da equacao concluimos que:

i) Se A = —1, ou seja a curva de demanda é igual a curva
de oferta, entdo p(n) oscila entre —py + B e py assim p* é ponto de

equilibrio estével;

1) Se —1 < A < 0, ou seja a curva de demanda é maior que
a curva de oferta, entdo o preco oscila, porém p(n) — p*, assim p* é

ponto de equilibrio assintoticamente estével;

1i1) Se A < —1, ou seja a curva de oferta é maior que a curva de
demanda, nesse caso p (n) diverge e temos que p* é ponto de equilibrio

instavel.

Aproveitemos essa aplicagao para citar um recurso grafico que
podemos utilizar para estudar a estabilidade de pontos de equilibrio,

que nao abordamos no primeiro capitulo. Esse recurso é conhecido como
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"Teia de Aranha" e é feito a partir do grafico da fungdo que determina

a equagao de diferenca.

Primeiramente vamos entender como funciona a "Teia de Ara-

nha" para a equagdo geral x (n+ 1) = f(x (n)). Inicialmente faz-se
o esbogo do grifico de f no plano (z(n),x(n+ 1)), de fato o ponto
de equilibrio dessa equacao é dado pela interseccao de f com a reta
xz(n+1) =z (n). Partindo da condi¢do inicial x (0) = z¢ podemos de-
terminar z (1) tragcando uma reta vertical perpencicular ao eixo x (n)
que passa por z (0), e (1) serd o ponto de intersec¢iao dessa reta com
o gréafico de f. Feito isso para determinar z (2), partindo do ponto
(20,2 (1)) tracamos um segmento de reta horizontal até interceptar a
reta x (n + 1) = 2 (n) no ponto (z (1) ,z (1)) . Partindo entdo desse novo
ponto tracamos novamente um segmento perpendicular até interseptar
o gréafico de f no ponto (z(1),x(2)). Repetindo entdo o mesmos pro-
cesso é possivel determinar qualquer termo da sequéncia x (n) solucao

da equagao de diferenca.

Uma vez feito o diagrama da "Teia de Aranha" para observar
a estabilidade de x*, basta observar se o diagrama se aproxima ou se
afasta de x*. Se os pontos do diagrama estdo cada vez mais préximos
de z* entao o mesmo é ponto de equilibrio assintoticamente estavel. Se
os pontos do diagrama nao se aproximam de z* porém, mantém uma
distancia limitada do mesmo, entao trata-se de um ponto de equilibrio
estavel. Por fim se os pontos do diagrama se afastam de x* entao o

mesmo é ponto de equilibrio instével.

Neste modelo, para os casos citados acima temos os diagramas
das Figura 3, 4 e 5.
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Figura 3 — Preco Assintoticamente Estével

pin+1)

~ e pin}

Figura 4 — Preco Estavel
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\ pin+1)

-

Pa * pin}

Figura 5 — Prego Intavel

4.2 PROPAGACAO DE DOENCAS

Vamos estudar o modelo de propagacao de uma doenca em
determinada populagdo apresentado por (MICKKENS, 1990). Inicial-
mente faremos uma abordagem simples, onde supomos a populagao
geral dividida em trés grupos, de acordo com a situacao da saude de

cada individuo:

S (n) representa o grupo de individuos suscetiveis a doenga no
momento n, ou seja as pessoas que nao tem a doenga, porém podem

contrai-la;

I(n) o grupo dos infectados no instante n, sdo as pessoas que

tem a doenca e podem transmiti-la a outras pessoas;

R (n) consiste no grupo de "removidos" no momento n, que sao
as pessoas que ja foram infectadas e estdo curadas, mortas ou isoladas
da populacao. Faremos aqui uma outra suposi¢ao, considerando que
uma vez curada a pessoa estd imune a doencga, ou seja nao voltara a

ficar infectada, sendo assim os individuos desse grupo nao transmitem
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nem infectam-se com a doenga.
Consideremos aqui uma populagdo com trés pré-requisitos:

1) A populacdo total permanece constante de tamanho N du-

rante o periodo de tempo n, ou seja S (n) + 1 (n) + R(n) = N;

1) A mudanca na populagdo de suscetiveis é proporcional ao

produto do niimero de pessoas suscetiveis e infectadas, ou seja
AS(n)=S(n+1)—Sn)=-rS(n)I(n),

onde r é uma constante positiva que fornece a taxa de infec¢ao. A equa-
¢d0 tem o sinal negativo pois, ap6s o contato de uma pessoa infectada
com uma pessoa suscetivel, os inicos eventos possiveis sdo o grupo de
infectados aumentar e o grupo de suscetiveis diminuir, ou se manterem

do mesmo tamanho.

1i1) Considerando que o grupo de removidos aumenta propor-
cionalmente ao niimero de pessoas infectadas, temos que a variacao de

pessoas infectadas é dada por
Al(n)=rS(n)I(n)=~I(n),

onde v é uma constante positiva chamada taxa de remocdo. Assim
temos que
AR(n) =~I(n).

Porém néao precisamos trabalhar com AR (n), para nosso es-
tudo podemos considerar somente AS (n) e AT (n), pois para determi-

nar R (n) basta aplicar na equagao
Sn)+I(n)+R(n)=N
os valores de S (n) e I (n) determinados.

Observe que AS (n) é sempre menor ou igual a zero (a popula-
¢ao de suscetiveis diminui ou se mantém constante). Assim a sequéncia
S (n) é mond6tona decrescente e limitada inferiormente, pois nao é pos-

sivel que tenhamos uma populagdo de tamanho negativo. Logo S (n)
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converge e chamaremos o valor limite dessa sequéncia de S, entdo
S(n) = Se.

Além disso podemos escrever a equagdo da variagdo de I (n)
da forma
Al (n) =rI(n)(S(n) - 5%),
onde S* = 1 >0, entdo I (n) cresce se S (n) > S* e decresce se S (n) <
S*. De fato, de acordo com Mickens (MICKKENS, 1990) I (n) e S (n)
nao tem solugdo explicita, porém podemos estimar o comportamento

da mesma através da seguinte analise:

Inicialmente note que

AI(n)  S*

—1,
AS(n)  S(n)

Consideremos uma condigdo inicial (Sp, Ip). Como S (n) é mondtona

e decrescente, temos que Sy serd o maior valor assumido pela mesma.

Analisemos entdo os casos:

1. Se um numero pequeno I de infectados é colocado em uma

grande populacido de suscetiveis, porém Sy < S*, entdo %:L) > 1 eassim

ﬁé((z)) > 0. Como AS (n) < 0, temos que Al (n) < 0, sendo assim, o

ntmero de infectados I (n) também serd descrescente convergindo para

Zero.

2. Se um numero pequeno de individuos infectados Iy é colo-
cado em uma grande populagdo de suscetiveis Sy, sendo que Sy > S*,
temos que com o tempo S (n) vai descrescer e se aproximar de S*.

Nesse periodo temos que % < 1, entao ﬁé((z)) < 0. Isso implica que

AI(n) > 0, ou seja, enquanto S (n) descresce para S*, I (n) cresce.
Quando S (n) = S* temos que AI (n) = 0 e o crescimente se estabiliza.
Para S (n) > S* temos que AI (n) < 0 ou seja o nimero de infectados
volta a ser descrescente, portanto o nimero méaximo de infectados é

dado no instante em que S (n) = S*.

Concluimos entao que ocorrerd uma epidemia somente quando

S(n) > S* sendo que se S(n) passa a ser menor que S*, ou seja,
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o niimero de pessoas suscetiveis é menor que a razao entre a taxa de
remocgao pela taxa de infecgdo, entdo a propagacao da doenga tende a

Zero.

4.3 TRANSMISSAO DE INFORMACOES

Essa é uma das aplicagoes de equacgoes de diferenca apresenta-
das por (ELAYDI, 2000).

Para construgao desse modelo vamos supor que um sistema de
sinalizacdo emite dois sinais, s; e sz, sendo que antes das mensagens
serem transmitidas sdo codificadas em sequéncias desses dois sinais.
Consideremos que s; necessite de exatamente n; unidades de tempo
para ser transmitido e s precise de no unidades de tempo para trans-
migao. Seja M (n) o ntmero de possiveis sequéncias de mensagens de

duracgdo n.

De fato uma mensagem de duracdo n termina com sinal s; ou
S2. Suponhamos que a mensagem termine com um sinal s;, entdo o
dltimo sinal deve comegar no instante n — ny. H4 assim M (n —ny)
possiveis mensagens que podem ser anexadas ao ultimo sinal si, ou

seja hd M (n — nq1) mensagens de duracdo n que terminam com sj.

Seguindo esse mesmo raciocinio concluimos que ha M (n — ng)
mensagens de duragdo n que terminam com sinal sp. Assim o niimero

total de mensagens M (n) com duragéo n é dado por
M(n)=M(n—n1)+ M (n—ng).
Se n1 > ng, podemos reescrever a equagao na forma
Mmn+n)=M(mn)+Mn+ny—ng),

de maneira analoga podemos reescrever a equagao para o caso em que

ni S no.

Observemos rapidamente um caso particular em que n; = 1
e ny = 2, temos a equagao de diferenca M (n+2) = M (n+1) +
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M (n), que é a equagdo de diferencga que modela o problema dos coelhos

proposto por Fibonacci. De fato a equacdo caracteristica da mesma é

1+T\/5 e Xy = 1*2‘/‘?’, ou seja

A2 — X —1 =0, logo suas raizes sio \; =
temos duas rafzes distintas. Como |[A1] > |A2| pela Afirmagdo 1.2 da
pagina 41 o comportamento da solucdo desse problema é determinado

por A1, e ainda como A\; > 1 temos que o sistema é instavel.

De fato a solugao geral para essa equacao é

M (n) = ay <1+2\/5)n—|—a2 (1 2*/3>n

No contexto em que estamos trabalhando, faz sentido supor
que no instante n = 0 nenhuma mensagem tenha sido transmitida,
assim M (0) = 0 e no instante 1, como temos um tipo de sinal que leva
um minuto para ser transmitido, tenhamos que M (1) = 1. Nesse caso
M (0) = a1 + as = 0, ou seja

am=—ay e M(1)=a (1+2\/5> + ay (1_2‘/5> =a1V5 =1,

logo a; = % L Portanto

\/56@2:7\/5.

1 (14+v5\" 1 [1-vB\"
Mmn)=———| ——|—) .
VB 2 vb\ 2
Na teoria de transmissao de informagdes, de acordo com (ELAYDI,

2000), a capacidade C' de um canal é definida como:

C = lim 710& M (n)

n—00 n

Aplicando para o nosso caso particular, temos que a capacidade

do canal em questao seria

. log, [% (1+2\/5)n

_ 1
V5
n—oo n
logy 7= 1 1 1—
= lim ﬂ—&-flogz V5 — V5
n—oo n n 2 2

= lim log, <

n— oo
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ou seja, no caso em que n; = 1 e no = 2 teriamos um canal com

capacidade de aproximadamente 70%.

4.4 A EQUACAO DO CALOR

Seguiremos aqui o modelo proposto por (ELAYDI, 2000), que
se assemelha ao modelo abordado por (MICKKENS, 1990). Considere-
mos entdo a distribuicdo de calor através de uma barra fina composta
de um material homogéneo. Sejam 1 2, ..., Tk, k pontos equidistantes
na barra, e T; (n) a temperatura no ponto x;, ¢ = 1,...,k no instante
n. Denotamos as temperaturas nas extremidades direita e esquerda da

barra por Ty (n) e Tx+1 (n) respectivamente.

Suponhamos que os lados da barra estejam bem isolados, de
modo que o unico fator que afeta a temperatura no ponto x; é a tem-
peratura dos pontos préximos a ele, ou seja a temperatura dos pontos
Ti—1 € ;1. Assumimos também que a temperatura da barra na extre-
midade direita é mantida em b °C' e na extremidade esquerda em ¢ °C,

assim Ty (n) = b e T41 (n) = ¢ para todo n inteiro ndo negativo.

De acordo com a lei de arrefecimento de Newton, a mudanga
de temperatura
AT; (n) =T; (n+1) —T; (n)

no ponto z;, no instante de n para n+ 1, é proporcional a diferenca de

temperatura do ponto z; e seus pontos proximos x;_1 € z;41. Logo

AT;(n) = a[(Ti-1 (n) = T; (n) + (Tixa (n) = Ti (n))]

(4.1)
= a[Ti—1 (n) — 2T; (n) + Ti41]

Portanto

Tiin+1)=aTl;1(n)+(1—-20)T; (n)+aTi1(n), i=1,.,k—1.

Essa equagao ¢é valida para cada um dos pontos, podemos entao consi-
derar o sistema
Tn+1)=AT(n)+g (4.2)
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onde
[ (1-2a) a 0 0o ] [ ab |
! (1—-2a) el 0 0
i 0 0 0 o (1=2a) | | ac |

Esta é uma matriz tridiagonal Toeplitz, e seus autovalores po-
dem ser determinados através da férmula

nm
n=(1-2 o R
An = ( a)+acos<k+1>

sendon =1,..., k. Assim

[An| = [(1 —2a) 4+ acos (/ﬂ)‘ <1-2a+al <1,
ou seja |A| < 1 para qualquer autovalor de A, logo A™ — 0. A solugao

do sistema (4.2) é
n—1
T(n)=A"T(0)+ > A'g,
r=0

assim

n—r oo n—oo

n—1
lim T (n) = lim ZATg
r=0

Podemos tomar lim,, s Z;:é A"g como sendo a soma dos termos de
uma progressio geométrica infinita. Neste caso im T (n) = g (I — A) ™",
ou seja, a temperatura no ponto x; tende a se aproximar da ¢-ésima com-
ponente da matriz (I — A)_1 g, independente da temperatura inicial no

ponto.

Tracemos agora um paralelo com a equagao de calor modelada
por equacoes diferenciais parciais. Consideremos entdao Azr = x; — x;_1

a variagdo de espago entre um ponto e outro e At = t;_1 —t; a variacdo

At
(D)

de tempo. Assumimos que o = [ } B, onde B é uma constante que
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depende do material da barra, de modo que quanto menor o valor de
At, menor a alteracio na temperatura num ponto. E quanto menor
a distdncia entre os pontos, maior a sua influéncia na mudanca de

temperatura nos pontos proximos.

Assim A%gn) =8 Ti+1(”)72(£i£;lg+n‘l(n) , fazendo At e Ax

irem para zero quando n cresce indefinidamente, obtemos a equacao

diferencial parcial
oT (x,t) BO*T (x,t)

ot o 0x?

45 DESENVOLVIMENTO DO FLOUR BEETLE

De acordo com (ROBERTSON, 2009) os modelos matematicos
podem ser muito tteis para estimar o comportamento de um feno-
meno biolégico complexo, como por exemplo o tamanho de populagoes
de animais. Porém ao acrescentarmos variaveis que tornem o modelo
biologicamente mais preciso, corremos o risco de torna-lo matematica-
mente intratdvel. Por isso para uma abordagem inicial é interessante
tratar dos besouros da farinha, pois de acordo com o autor esse animal
apresenta fases bem definidas da vida, com duragdo fixa. Sendo que
ocorre o canibalismo em algumas dessas fases, fornecendo uma dina-
mica interessante para o populagdo, que nao apresentam complexidade

matematica além do nosso alcance.

Utilizaremos aqui dois referenciais principais, (ELAYDI, 2000)
e (ROBERTSON, 2009), que descrevem o mesmo modelo com uma
abordagem semelhante.

Vamos dividir os ciclos de vida de um Flour Beetle em ovo —
larva — pupa — adulto, sendo que os periodos de larva e pupa duram

em média duas semanas.

Nessas etapas o canibalismo ocorre da seguinte forma: os adul-
tos comem ovos (Cap) e pupas (Cap), as larvas se alimentam de ovos
(CLo) . Os adultos nao sao alimentos para os demais de sua espécie,

e ainda, o canibalismo de adultos por larvas (Car), assim como o de
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larvas por pupas (Cpp), ocorrem em taxas pequenas, por isso vamos

considera-los como despreziveis.

Em um perfodo n definimos que L (n) é a populagao de larvas
nesse instante, P (n) a populacdo de pupas, e A (n) a populagdo de
adultos. Denotemos por uy e pua a probabilidade de larvas e adultos
morrerem por causas que ndo sao o canibalismo, sendo assim as mes-
mas variam de zero a um. Definimos ainda os chamados coeficientes
de canibalismo Ca0, Cro € Cap que sdo todos maiores ou iguais a
zero, de modo que exp (—Cyp A (n)) é a propabilidade de que um ovo
tenha contato com a populagdo A (n) porém néao seja eliminado. De-
finimos exp (—CroL (n)) como a probabilidade de um ovo sobreviver
ao encontro com a populagdo L (n), por dltimo exp (—CyapA (n)) é a
probabilidade de uma pupa nao ser eliminada ao ter contato com a

populagao de A (n).

Supondo que o canibalismo de adulto é a tnica importante
causa da mortalidade de pupas, obtemos o seguinte modelo de larva-

pupa-adultos, chamado de (LPA) pelos autores:

L(n+1) = bA(n)exp(—CaoA(n)—CroL (n))
Pn+1) = (1—pup)L(n)
An+1) = Pn)exp(—CapA(n))+ (1 —pa)A(n)

onde L (0), P (0) e A(0) sdo maiores ou iguais a zero.

Existem dois pontos de equilibrio para essas equagoes, o ponto
(O,O,O)T e o ponto

* * * 3
(L*,P*,A") e R
dados por

L*exp (CroL*) = bA"exp(—CaoA”)
P (I—pr)L”
P* = paA%exp(CapA”)
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Juntando as duas igualdades de P* obtemos que (1 — puz) L* =
paA*exp (CapA*), dividindo a primeira equagdo por essa nova equa-

¢ao obtemos

b(1—pr)

exp (Crol”™) = s

exp (A* (—CAO — CAP))

, b(1— . . .
O ntimero N = % ¢ chamado de ndmero de reproducao

inerente liquida. Note que se N < 1 entdo a equagao nao tem solucao,
se N > 1 entdo a equagdo tem uma solu¢do no plano (A, L). Para
investigar a estabilidade do ponto de equilibrio (L*,P*,A*)T vamos

determinar o Jacobiano J das equagbes originais.

—CLObA*e(*CAoA**CLoL*) 0 pe(~Ca0A™=CroL*)(1-CaoA”)
1-— Hr 0 0
0 e(—CAPA*) 1— A — CAPP*e—CAPA*

. s T
De modo particular para o ponto de equilibrio (L*, P*, A*)" =

(0,0, O)T, temos que o Jacobiano das equacoes é

0 0 b
j:J((o,o,O)T): l—pr 0 0 |,
0 1 l—uA

cujo polinémio caracteristico é p (A) = A3 —(1 — pa) A2=b(1 — ur) = 0.
De acordo com o que foi abordado no trabalho anteriormente, pelo
critério de Schur-Cohn pégina 102 o ponto de equilibrio (0,0, O)T sera

assintoticamente estavel se, e somente se

2
=1 =pa) =b(A—pr)|<le [=b(L—pr)(l—pa)l <1=(b(1—pr))".
Da primeira condic¢do concluimos que (1 — pua) +b(1 — py) < 1, logo

b(1—
HnA

N =
Da segunda condigao temos que

b(1—pr) (1= pa)+b>(1—pp) <1,
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note que se N < 1 entado
b(1—pr) (1= pa) + 6 (1= pp)* < pa (1= pa) + g = pa <1,

assim se a primeira condicao é satisfeita, a segunda também é. Con-
cluimos entao que a solugao trivial serd assintoticamente estavel se, e
somente se N < 1. Quando N cresce de modo que N > 1 entao o ponto

de equilibrio (0,0, O)T passa a ser instével.

Para N > 1 temos o ponto de equilibrio (L*,P*,A*)T, cujo

Jacobiano é dado por

~Crol* 0 L — CuolL*
JQZJ(L*,P*,A*)Z I_HL 0 0 3
0 A*eCar 1 — g — A*paCap

que tem como polinémio caracteritico

q(\) = N4 (=CroL* + A uaCap — (1 —pa)) N —
L* “
CroL”* (1 — ,uA) A — (A* — CAoL*) (1 —ur) e~ Cara

A estabilidade desse ponto é determinada em dois casos especi-
ficos, aqui pontuaremos os resultados apresentados por (ELAYDI, 2000)
porém nao aprofundaremos nossa discussdo para o ponto (L*, P*, A*)T
pois seriam necesséarios conhecimentos sobre conceitos e resultados ma-

tematicos que nao foram explanados no trabalho.

Caso 4.1. Se Co = 0 entao o ponto de equilibrio positivo (L*, P*, A*)T

€ atrator global se

o com (oo (82) (522))

Caso 4.2. Em alguns experimentos de longa duracio observou-se que

na = 0,96 sendo assim faz sentido investigar o que acontece com o
caso em que pug = 1. Temos entdo o conjunto de equagies

N
1 —pr
Pn+1) = (I1—pr)L(n)
A(n+1) P(n)exp(=CapA(n))

Ln+1) = A(n)exp (—CaoA(n) — CroL (n))
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Para esse caso (ELAYDI, 2000) apresenta o seguinte resultado: Para
N > 1, o ponto de equilibrio trivial do conjunto de equagdes acima €
instavel, e existe um unico ponto de equilibrio positivo. Fsse ponto de
equilibrio positivo, bifurca-se do ponto de equilibrio trivial em N =1, e

é instdvel para todo N =1+ 6, onde 0 € suficientemente pequeno.

Finalizamos aqui nossa abordagem do modelo para os besouros,

mais detalhes e discussdes sdo encontradas em (ELAYDI, 2000).
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CONCLUSAO

Assim como afirma (ELAYDI, 2000) de um modo geral as equa-
¢oes de diferenga descrevem a evolugdo de um fenémeno no tempo, o
qual é tratado como uma variavel discreta. Um dos exemplos seria o
crescimento de populagdes, como o caso do problema dos coelhos de
Fibonacci. Porém (FIGUEIREDO; NEVES, 2006) afirma que a mate-
matica tem uma caracteristica impar, em relacdo as demais ciéncias,
de poder penetrar como uma arma importante e até mesmo indispen-
savel em outros ramos do conhecimento humano. Conforme visto no
trabalho a teoria de equacoes de diferenca faz jus a tal singularidade
da matemaética, ultrapassando tais limites e podendo ser aplicada em

areas do conhecimento como biologia e economia.

Ao estudar tais fendmenos no decorrer do tempo é interessante
fazer projecdes em longo prazo, e nesses casos diversas vezes é impor-
tante que exista uma estabilidade. Os resultados apresentados nesse

trabalho dao a base necessaria para esses estudos.

Além das aplicagoes em outras areas de conhecimento, de acordo
com (GIL, 2007) a teoria de equagoes de diferenca estd cada vez mais
sendo empregada dentro de outras teorias e conceitos matematicos,
como por exemplo na discretizacdo de equagoes diferenciais, andlise
numérica, teoria de controle, “finite mathematics”, e ciéncias da com-

putacao.

Faz-se necessario chamar atencdo para um desses pontos, a
equacao de diferenca aplicada na discretizacao das equagoes diferenci-
ais. De fato é comum tratar destas como a versao discreta das equagoes
diferenciais, e conforme citado em alguns pontos do texto, varios dos
resultados aplicados na teoria de uma tem seu correspondente analogo

dentro da teoria da outra.
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Apés realizar esse trabalho temos base suficiente para finalizar
o estudo do livro do Elaydi, ler livros como o Global Behavior of Non-
linear Difference Equations (KOCIC; LADAS, 1993) e artigos como
Global Asymptotic Stability for Linear Fractional Difference Equation
(BRETT; JANOWSKI; KULENOVIC, 2014). O objetivo agora é con-
tinuar os estudos sobre equagoes de diferenca, tanto buscando novos
resultados em artigos relativamentes recentes como o citado, além de
buscar fazer um retrospecto sobre cada uma das técnicas estudadas
visando tracar um paralelo também com equagoes diferenciais, pois
acreditamos que assim fazemos pesquisa de qualidade e chegamos a

novos resultados.
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