Secao 10: Reducao de ordem de EDOLH’s de 22 ordem
se for conhecida uma solucao nao trivial

Método de D’Alembert. Se for conhecida uma solugdao nao trivial de uma EDOLH de 22
ordem, empregando o método de D’Alembert podemos determinar uma segunda solucdo linear-
mente independente da primeira. Para isto vamos ter que resolver uma EDO de 12 ordem. Essas
duas solucoes linearmente independentes vao constituir um sistema fundamental de solucgoes e
vao nos permitir escrever a solucao geral da EDOLH dada. Portanto, o método de D’Alembert
é um método de redugao de ordem: conhecendo uma solugao nao trivial de uma EDOLH de 22
ordem, sua resolugao se reduz a resolver uma EDO de 12 ordem.

Vamos explicar o método de D’Alembert através de exemplos.

COS T

Exemplo 1. Sabendo que y; = ¢ uma solucao da EDOLH

x
zy" +2y + 2y =0, (1)

encontrar uma segunda solugao linearmente independente da primeira.

Solugao:

Procuramos a segunda solugao da forma

Y2 = VY1, (2)

com v nao constante. O fato de v ser nao constante vai garantir que {y1,y2} sdo LI. Derivando
(2), temos
Yo = v'y1 + oy,

Yy ="y +20'y; + vy
Substituindo na equagcao (1), temos
zy1v"” + (2zyy + 2p1)v" + (Y] + 291 + zy1)v = 0.

Na equacao acima, o coeficiente de v é 0, pois y1 é uma solucao da equacao original. Entéao,

zy1v” + (2zy) + 2y1)v" =0. (3)
OBS: Veremos abaixo que o fato do coeficiente de v se anular nao foi nenhum acaso. Isto sempre
acontece.
Substituindo
cos T , —TSenx — CcosT
= 3 Y1 = 2
x x

em (3) temos

/) 2rsenz 4+ 2cosx  2coszt ) ,
(cosz)v” + | — . +— v =0,

ou
x(cos x)v" — 2(5611:1;)1/ =0.



Esta equacao se reduz a primeira ordem pondo z = v/,

ac(cos.ac);l—jj — 2(senx)z =0.

Separando as variaveis,
dz 2senx

z CcoS X
dz 2senx
— = dx,
z Ccos T

Inz=—2lncosz + C.

Integrando,

obtemos

Escolhemos ja C' = 0, pois estamos interessados apenas em encontrar uma solucao linearmente
independente e ndo a mais geral possivel. Obtemos

zZ = S€C2 x.

Logo

r_ 2 _ 2. _

v’ =sec” x e v= [ sec”z = tanz,
novamente escolhendo a constante de integragao como sendo 0. Logo, uma segunda solugao
linearmente indepenente da primeira é

COST senwx sen T

Y2 = =
T cosT x

C cos Csys
e a solucdo geral de (1) é y = LCOST + Casen® .
x

Caso Geral. Conhecendo uma solucao nao trivial y; para a EDOLH
y' + f(@)y +g(a)y =0, (4)

procuramos uma segunda solucao LI da forma y, = v(z) y1(x) , com v néo constante. Derivando,
temos

Yo = v'y1 + oy}
yy = v"y1 + 20'y] + vyl
Substituindo na EDO (4), segue que
(Vg1 + 20'y] + vyl) + () (V'yr + vyl) + g(@) vy = 0.
A incégnita aqui é v. Ordenemos entao em v
y1v” + (21 + f(2)y)v' + (y1 + f(2)ys + g(@)yr)v = 0.
O coeficiente de v é 0 pois y2 € uma solugao da EDO. Portanto
y1v" + (291 + f(2)y)v' = 0.

Conclusao. Para determinar v precisaremos resolver uma EDOLH de segunda ordem sem
termo em v, portanto redutivel a primeira ordem.



1
Exemplo 2. Sabendo que y; = — € uma solugao da equagao diferencial linear homogénea
x

:L‘(3:L’ + 2)y" + G(w + l)y' —6y =0,

determine uma segunda solucao linearmente independente da primeira.
Solugao:
Procuramos y, da forma ys = vy;, com v nao constante.

Yz = v'y1 + vy

Yy = 0"y + 20y + vyl
Substituindo na equacao diferencial, obtém-se

:U(3x + 2) (v"yl + 2U'yi) + 6(:13 + l)v'yl =0.

Note que todos os termos contendo v ja nem foram escritos, pois sabemos que eles cancelam.

Neste momento substituimos y; pelo seu valor dado y1 = — (o melhor é fazer isto o mais
x

tarde possivel, para evitar complicagoes nos célculos). Obtemos
x(3x + 2) (v"a:_Q — 4$_3v') + 6(30 + 1)3:_21/ = 0.
Multiplicando por z2, temos
(3z +2) (zv" —40") + 6(z +1)v" =0,

ou seja,
IL‘(3£U + 2)1}" — (6:1: + 2)1)’ =0.
Esta tltima equacgao se reduz a primeira ordem fazendo fazendo z = v/,
dz
z(3z + 2)(7 — (62 +2)z =0.
x

Separando as varidveis, chegamos em

% _ 6x + 2 e
z  3x2+2x
e
/ dz _ / 6z + 2 dx
z 322 + 2z
Integrando,

Inz = In(32” + 22) + C.
Escolhendo C' = 0, obtemos

z = 32 4 2x.
Lembrando que z = d—v, temos
x
d
& 3% + 22.
dx

Integrando mais uma vez, temos
v =24 2°
Portanto, uma segunda solugao linearmente independente de y; é

Yo =x+ 1.
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Exemplo 3. Sabendo que y; = x é uma solugdo da EDOLH (1 — 22)y” — 2xy' + 2y = 0,
encontre a solucao geral desta EDO (esta equacao diferencial é um caso particular da equagao
de Legendre (1 — z2)y” — 2zy’ + n(n+ 1)y = 0, aqui n = 1, que vai ser muito importante na 32
area).

Procuramos 35 da forma yo = vy;, com v nao constante. Derivando, encontramos
Yy = v'y1 + oy,
Yy = 0"y + 20"y; + 0"y
Substituindo na EDO, obtemos
(1 — x2) (v”yl + 2v'y’1) —2zv'y; =0.

Note que todos os termos contendo v ja nem foram escritos, pois sabemos que eles cancelam.
Neste momento substituimos y; pelo seu valor dado y; = z, obtendo

(1 — x2) (a:v" + 21/) — 2% = 0,

ou seja,
(1 — x2)xv” + (2 — 222 — 23:2)1/ =0.

Fazendo z = v/, reduzimos & EDO de 12 ordem
dz
1—2¥)zr =+ (2—42%)z =0,
( T )x e + ( x )z
que pode ser resolvida por separacao de varidveis

d 2 — 4x2
o2

z  z(a?-1)

/dz / 2 — 42?
dx
(z—1)(z+1)

Precisamos decompor em fragoes parciais

Integrando, temos,

2 — 4a? A, B C
$(l’—1)(l‘—|—1)7$ r—1 x+1

2—43:2:A(:n—l)(m+1)+Bx(:L"+1)—I—C'm(m—l)

Fazendo x = 0, 2 = —A. Fazendo z = 1, —2 = 2B, portanto B = —1. Fazendo x = —1,
—2 =2C, logo C = —1. Segue que
-1
+ de = —2ln|z|—In|z — 1| —In|z + 1|.
— x+1
Portanto
1
Inz=1In

xZ(x— 1)(:c+1)

Observe que escolhemos a constante de integracao como sendo 0. Podemos fazer isto, pois esta-
mos procurando uma segunda solucao e nao a segunda solugao mais geral possivel. Multiplicando

por —1, se necessério, temos
1

2?(z—1)(z+1)’
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isto é,
; 1
TR 1) @+1)

Para integrar, decompomos esta 1ltima em fragoes parciais

1 A B _C D

xz(x—l)(x+1) x+x2+x—1+x—|—1'

Multiplicando por z2 (1‘ — 1) (1‘ + 1), segue que
l=Az(z—1)(z+1)+B(z—1)(z + 1) + C2*(z + 1) + Dz*(z — 1). (5)

Fazendo = = 0, obtém-se B = —1. Para = 1, obtém-se 2C' = 1, C' = 1/2. Fazendo z = —1,
obtém-se D = —1/2. Para determinar A, identifiquemos o coeficiente de 2® dos dois lados da
igualdade (5):

0=A+C+D.

Segue que A = 0. Portanto,

e (A,
v :r2(ac2—1) N 22 2zx—1 2x+1

seguindo, finalmente,

1 1 1
v:5+§ln]az—1]—§ln\x+1\.

Uma segunda solugao linearmente independente de y; é

1
2

r—1
z+1

x—1 5)

r+1

yp=yv=zv=1+zxln

Logo a solugao geral de nossa EDO ¢é

yzClx—i—Cg(l—i—:nln




