Secao 12: Equagoes Diferenciais Lineares nao Homogéneas

de Coeficientes Constantes

O objetivo desta secao é estudar as equacoOes lineares nao homogéneas de coeficientes cons-
tantes. No entanto, a versao do Prinicipio de Superposicao que apresentamos a seguir é valida
para equagoes de coeficientes quaisquer.

Teorema (Principio de Superposigao). Consideremos uma equagao diferencial ordindria

de 22 ordem
Y + )y + gty = r(t). (1)

Se yp(t) € uma solucdo particular da equagdo ndo homogénea (1) e se yo(t) = Cryi(t) + Caya(t)
€ a solucao geral da equacdo homogénea associada

y'+ f()y +g(t)y =0, (2)

entao
Yy =yo+Y =y + Cry1 + Cay2 (3)

é a solugao geral da equag¢ao nao homogénea (1).

Demonstracao: Consideremos o operador diferencial

Liy) =y" + )y +9(t)y.

Suponhamos que conhecemos uma solucao particular y, da equagdo nao homogeénea (1) e que
conhecemos também a solucdo geral yo = Ciy; + Cays da equagdo homogénea associada (2).
Entao,

L(yp) =1r(t) e L(yo) = 0.
Formamos y = yo + yp. Entao,
L(y) = L(yo + yp) = L(yo) + L(yp) = 0 +r(t) = r(t).
Portanto, as familia de fungoes (3) s@o solugoes da equagao nao homogénea (1).

Reciprocamente, se y é uma solugdo qualquer da equagao nao homogénea (1), definindo g
por yo = y — Yp, temos que yp € uma solucao da equagao homogénea (2). De fato,

L(yo) = L(y — yp) = L(y) — L(yp) = r(t) —r(t) = 0.
Portanto existem constantes C7 e Cs tais que
Yo=1y—yp=Cryr + Coya.

Portanto, (3) é a familia de todas as solugoes da equagao nao homogénea (1).

Exemplo 1. Resolva o problema de valor incial

{ Y +3y +2y =5



A equacgao caracteristica
M +3A+2=0

tem raizes \; = —2 e Ay = —1. Duas solucdes L.I. da equacido homogénea associada sao y; = e~

e y2 = e '. Precisamos encontrar uma solugao particular y, da equagdo nao homogénea. Como
o lado direito ¢ uma constante, é razoavel procurarmos y, da forma y, = C. Substituindo na
EDO nao homogénea obtemos

0+0+2C=5.

Portanto C' = 5/2 e y, = 5/2. Segue que a solucao geral da equagdo nao homogénea é

)
- 5 + 016_% + CQG_t

Utilizando as condigbes iniciais, obtemos o sistema

% +C+Cy = —
—C1 —2C5=3
Resolvendo o sistema, encontramos
1
C]_ =—4 5 CQ == 5 .

Logo a solugao do PVI (4) é
1
Y= §—46_2t+76_t.

Método dos Coeficientes a Determinar

A partir de agora, vamos nos concentrar no caso de equagoes lineares nao homogéneas de coe-
ficientes constantes. Na sec@o anterior ja vimos como resolver a equagao homogénea associada.
Falta ainda saber como encontrar uma solugao particular ¥, da equagao nao homogénea.

O Método dos Coeficientes a Determinar é um método para encontrar uma solugao particular
de uma EDO linear nao homogénea

Limitagoes do método:

— A equacao diferencial deve ser um EDO linear de coeficientes constantes.

— O termo nao homogéneo r(t) deve ser uma combinagao de exponenciais, polinémios, senos
e cossenos. Por exemplo, r(t) poderia ser:

(a) r(t) = 56> = 2¢7
(b) r(t) = te? (1 + 3t%) 3t
(c) r(t) = 2cos 3t + Zsen 3t
(d) 7(t) = 3tcos3t + (5 + 3t) sen 3t — (¢34 2¢%) e
O método dos coeficientes a determinar é, portanto, de aplicabilidade limitada, mas os casos aos

quais ele se aplica, sdo os mais importantes nas aplicagdes. Sempre que for aplicavel, este método
é preferivel aos demais, por ser um método puramente algébrico, nao envolvendo integragoes.



Vamos considerar varios casos, ilustrados por exemplos, mas no final veremos que os varios
casos podem ser englobados em um unico. A razao para esta divisao em casos é puramente
didatica, visando a seguir uma ordem crescente de complexidade.

Observagao Basica. Seja L(y) o operador diferencial L(y) = y”+py’+qy, com p e ¢ constantes
e com polindmio caracteristico f(A) = A2 + pA + q. A observacio bésica é que

L(e)‘t) = f()\)eM. (5)

Caso 1: r(t) = Ae™

Em virtude da observagao basica (5), L(Ce™) = CL(e") = Cf(a)e™. Portanto se a nao for
uma raiz da equagao caracteristica, f(a) # 0 e a equagao nao homogénea

L(y) = Ae™
tem uma solugdo particular da forma y, = Ce®.

Exemplo 1. Resolver a equacio diferencial 3" + 3y’ + 2y = 5e?t.

Solugdo:

A equacdo caracterfstica é A2 + 3\ +2 = 0, cujas rafzes sdo \; = —2 e Ay = —1. Duas solucdes
L.I. da equacido homogénea associada sdo 73 = e 2t e yp = e 7.
Procuramos uma solugio particular da forma y, = Ce?, onde C' é um coeficiente a determinar.
Substituindo na equacao diferencial, obtemos

(Ce®)" +3(Ce?) +20e* = pe* .

e, portanto,
4Ce® + 6Ce? + 2Ce* = 5e?t.

5 5
Segue que 12C =5 e C = 13" Uma solucao particular da EDO é y, = ﬁth e a solucao geral

3

[§]

5
Yy = Ee% + Cre 2 4+ Che?.

Exemplo 2. Encontre uma solugao particular para a equagao diferencial

y" — 3y + 5y = 2" — 3. (6)

Solucdao: A idéia é
— Encontrar y,, tal que L(yp,) = 2¢';
— Encontrar y,, tal que L(pr) =-3;

— Tomar y, = yp, + Yp, . Por linearidade temos

L(yp) = L(ypl + yp2) = L(ym) + L(Z/p2) =2¢' — 3.

Vamos ter que y, é uma solugdo particular da EDO (6). Procuramos y,, da forma y,, = Ce’.
Substituindo na equagao L(y,, ) = 2€’, temos

C —30+5C =2,



2 4

g € Yp, = ge .
A EDO L(y) = —3 ndo deixa de ter r(t) da forma r(t) = Ae*, simplesmente a = 0.
Procuramos a solugao particular da forma y,, = Ce®? = C'. Substituindo na equacio L(y,,) =

que nos da C =

3
-3, temos 5C' = —3, ou seja, C' = — e Yp, = —F- Finalmente uma solugao particular da
EDO (6) é
2, 3
W=37 "5

Se a for raiz da equagao caracteristica:

Exemplo 3. Encontre uma solugao particular para a equagao diferencial

y”—3y’—i—2y:3e2t. (7)

Solugado:

A equacdo caracteristica é A2 —3\+2 = 0, cujas raizes sdao A\; = 2 e Ay = 1. Duas solucoes L.I.

da equacao homogénea associada sao =2t ¢ =el.
quag Y1 Y2

Se imitassemos o procedimento anterior, procurando uma soluc¢ao particular da equagao (7)
da forma y, = Ce?, ndo irfamos encontrar, pois sendo y; = e?* solucdo da equacdao homogénea
associada, L(Ce?") = CL(e*) = 0 # 3e* para qualquer valor de C. Portanto temos que procurar
nossa solucao particular de uma outra forma.

Observacao Basica (continuagdo): Vimos em (5) que L(eM) = f(\)e* . Derivando os dois
lados em relagao a A, temos

0

5 (L(e”)) = FN) M+ f) e,

Para calcular a derivada do lado esquerdo, notemos que o operador diferencial L envolve somente
derivadas em relagao a variavel t. Mas sabemos do Calculo que a ordem em que se tomam as
derivadas parciais em relacao a x e em relacdo a A nao influem no resultado. Isto significa que

;\(L(@U) = L(;\ e)‘t) = L(t e’\t) .

Combinando com a conclusao anterior, temos
Lt e’\t) =N eM+ fFN)teM. (8)

Conclusao: Se a for uma raiz simples (de multiplicidade 1) da equagdo caracteristica, isto €, se
fla) =0 e f'(a) # 0, entao L(t eat) = f'(a) e, o que implica que a equagdo L(y) = Ae™
possui uma solugao particular da forma y, = Cte.

Retornando ao exemplo 3, vamos entao procurar uma solugao particular para a equagao (7) da
forma y, = C'te* . Substituindo na equagio temos

(Cte®)" —3(Cte®) + 20t e = 3¢,

ou seja,
4Ce? + 4Ct e — 3Ce? — 6Ct e + 20t e = 362,

Segue que
Ce*t = 3



1
e, portanto, C' = 3 Logo uma solugao particular da equagao (7) é

Yp = 3t e
e a solucao geral ¢é

y= 3te?t + C1e®t + Oyet.

Se a for raiz de multiplicidade 2 da equagao caracteristica:

Observacao Basica (continuagao): Derivando (8) mais uma vez em relacao a A, obtemos

% (L(t ekt)) = T M 2f (A teM + F(N) 2 M.

Como foi justificado acima, a derivacao em relagdo a A troca de posi¢do com o operador dife-
rencial L,

%(L(tem)) _ L(%(te)\t)> (e,

Combinando com a conclusao anterior, temos
L(t2eM) = f' N eM +2f' (N teM + f(A) 2 e (9)

Conclusao: Se a for uma raiz dupla (de multiplicidade 2) da equacgdo caracteristica e, portanto,
fla) = f"(a) =0 e f"(a) # 0, entdo L(t*e™) = f"(a)e™, o que implica que a EDO L(y) =
Ae™ possui uma sulugdo particular da forma y, = Ct?e.

Exemplo 4. Encontre uma solucao particular para a equagao diferencial
y" — 10y + 25y = 3. (10)
Solugdo:

A equacdo caracterfstica é A\? — 10X 425 = 0 e tem raiz dupla \; = Ay = 5, pois se fatora como

()\ — 5)2 = 0. Procuramos uma solugdo particular da forma y,(t) = At?e® . Temos
yn(t) = 2Ate™ + 548%™, y(t) = (2A4e™ + 20At + 25At%) e .
Substituindo na EDO e j4 dividindo por e, temos
(2A + 20At + 25At%) — 10(2At + 5At%) + 254t = 3.
Agrupando os termos e cancelando, ficamos com

2A =3,
. 3 - . )
ou seja, A = > Portanto uma solucao particular é

3
b= 125t

e a solucao geral é

3
Yp = 3 2 + Oy e® + Cyte® .

Caso 2: r(t) = p(t) e™, onde p(t) é um polindémio de grau n.

5



O caso 2 engloba o caso 1. A funcao r(t) = Ae™ do caso 1 corresponde ao caso em que o
polinémio p(t) é de grau 0, reduzindo-se a constante p(t) = A. Portanto, como acontecia no
caso 1, no caso 2 também vai ser importante saber de a é ou nao raiz da equacao caracteristica
e, caso for, com qual multiplicidade.

(i) Se a nao for raiz da equacao caracteristica, procuramos uma solucao particular da forma
yp(t) = g(t) e, com g(t) um polinémio de grau n.

(ii) Se a for raiz simples da equagao caracteristica, procuraramos uma solucao particular da
forma y,(t) = g(t) t €™, com g(t) um polinémio de grau n.

(iii) Se a for raiz dupla da equagdo caracteristica, procuraramos uma solugao particular da
forma y,(t) = g(t) t*e*, com g(t) um polindomio de grau n.

Exemplo 5. Resolver a equacao diferencial

Y — 4y +3y=ted +1. (11)

Solugdo:
A equacdo caracteristica é A2 — 4\ 43 = 0 e tem raizes \; = 3 e Ay = 1. Duas solucdes L.I. da

equacao homogénea associada sdo y; = €3 e yy = e’'. Vamos primeiro procurar uma solucio

particular y,, para a EDO
Y’ — 4y + 3y =te. (12)

Como t é um polinomio de grau 1 e 3 é raiz simples da equacao caracteristica, procuramos y,,

da forma
Yp, = (At + B)te® = (At* + Bt)e* .

Derivando, encontramos

yp, = (24t + B)e™ + 3(At* + Bt)e™ = (3At* + (2A+ 3B)t + B)e™

o = (2A+2(2At + B) 3+ (At* + Bt)9)e™
= (9A#* + (124 + 9B)t + (2A + 6B)) ™.
Substituindo na equagao (12), temos
(9A* + (12A4+9B)t + (2A+6B))e* — 4(3At> + (2A+3B)t + B)e® + 3(At*+ Bt)e = te®,

ou seja,
4At+ (2A+5B) =t.

4A=1
2A+2B=0

1 1
cuja solugao é A = 1 B = 1 Portanto,

Segue que

2 —t)ed
yplz( 4) .

é uma solucao particular de (12). Em segundo lugar, devemos achar uma solucao particular
para a equagcao
' — 4y +3y=1. (13)

6



1
Procurando uma solugao particular de (13) da forma y,, = C, constante, encontramos yp, = 3

Portanto, uma solugao particular y, de (11) é a soma

(2 —t)e* 1
Yo =Y F Uy =+ 3
A solugao geral de (11) é
t2—t)edt 1
4 3
Exemplo 6.
y// - 33// — t2 )

Aqui temos r(t) = t2¢%, que é um polinémio de grau 2. Mas 0 é raiz simples da equacdo

caracteristica A> — 3\ = 0. Procuramos, entdo, uma solucdo particular para a EDO da forma
yp(t) = (At* + Bt + C)t = At + Bt* + Ct.
Substituindo na equacao, temos
6At +2B — 9At* — 6Bt — 3C = t*.
Agrupando os termos, obtemos

—9At* + (6A — 6B)t + 2B — 3C = ¢%.

Segue que
94 =1
6A—-68B=0
2B-3C=0
: < 1 1 2 < . I .
cuja solugao é A = —9 B = —g C= 37 A solucao particular da equagdo nao homogénea
¢ 1 1 2
=——t -ttt
=9t Tt Ty
e a solugao geral é
L 1, 2 3t
=t -’ - Zt4+C Cy.
Y 9 9 57 + Cre™ + Oy

Caso 3: Além dos temos dos exemplos anteriores, r(t) envolve também cossenos e senos.

Exemplo 7. Resolver a equacao diferencial

y" — 3y — 4y = sen4t. (14)

A equacdo caracteristica é A — 3\ — 4 = 0, cujas raizes sdo A\ = 4 e Ay = —1. A partir delas,
construimos duas solugoes L.I.

yr = e e yo = e (15)

para a equacao homogénea associada

y' =3y —4y=0. (16)



Vamos procurar uma solugao particular da equacao (14). Temos que r(t) = sen4t, mas devemos
lembrar que o seno 7 uma combinagao linear de duas exponenciais complexas
dit _ ,—dit
sen 4t = -
29

Portanto, para sabermos de que forma devemos procurar uma solugao particula de (14), é
importante notar que 47 e —4¢ nao sao raizes da equacao caracteristica.

Por outro lado, como r(t) = sen4t, a solugao particular y, deve envolver um multiplo de
sen4t. Mas ao subsituirmos na EDO, as derivadas de sen 4t envolvem também cos4t. Por isto,
em principio y, deve envolver também um multiplo de cos4¢. Portanto, procuramos uma solugao
particular da forma

yp = Acos4dt + Bsen4t. (17)

Substituindo (17) na equagao (14), temos
(—16Acos4t — 16 Bsen4dt) — 3(—4Asen4dt + 4B cos 4t) + 4(A cos4t + Bsen4dt) = sendt.
Agrupando os termos, temos
(—16A — 12B + 4A) cos 4t + (—16B + 12A + 4B) sen 4t = sen 4t .

Dai segue que

—12A—-12B =0
12A-12B=1

Resolvendo o sistema encontramos

1 1
B__ﬂ (] A_ﬂ

Concluimos que uma solugao particular da EDO (14) é
~ cosdt — sendt

Yp = 24

Exemplo 8. Resolver a equacao diferencial
y" + 4y = cos 3t . (18)

Podemos considerar que a EDO (18) representa oscila¢oes nao amortecidas (sem atrito, pois o
coeficiente de ' é 0) em um sistema massa-mola. A equacio caracteristica é A\? + 4 = 0, cujas
raizes s&o A\; = 2i e Ay = —2¢. A partir delas, construimos duas solucoes L.I.

Y1 = cos 2t e Y2 = sen 2t (19)
para a equacao homogénea associada
y' +4y=0. (20)

Podemos considerar que (20) representa oscilagoes livres (sem forga externa) no mesmo sistema
massa—mola. O periodo da fungoes (19) é 7 e, portanto, sua freqiiéncia é 1/m. Dizemos que 1/7
é a freqiiéncia natural do sistema. A forga externa tem periodo 27/3 e, portanto, freqiiéncia
3/2m, que é diferente da freqiiéncia natural do sistema.



Neste exemplo r(t) = cos 3t. Como foi explicado no exemplo anterior, devido ao fato que

eSit + e—3it

3t =
coS 5

é importante notar que 3¢ e —3¢ nao sao raizes da equacao caracteristica. Por causa disto,
procuramos uma solucao particular da forma

yp = Acos 3t + Bsen 3t .
Substituindo da EDO (18), temos
(—9Acos3t — 9B sen 3t) + 4(A cos 3t + Bsen 3t) = cos 3t .
Agrupando os termos, ficamos com

—5Acos3t — 5Bsen3t = cos 3t .

1
Dai segue que —bA=1e —5B =0, isto é, A = — e B = 0. Portanto, uma solucao particular
da EDO (18) é

~ cos3t
yp - 5 .
Exemplo 9. Resolver a equagao diferencial
y" + 4y = tcos2t. (21)

Em 7(t) temos um cosseno multi?licado por t A equagao caracteristica da EDO homogénea
associada ¢
NM4+4=0

e suas raizes sdo 2¢ e —2¢. Vamos levar em conta que

e2it | o—2it
2

cos 2t =

Portanto este cosseno multiplicado por ¢ equivale a exponenciais multiplicadas pelo polinémio
do primeiro grau t.
Tudo isto nos indica que devemos procurar uma solucao particular de (21) da forma

yp = (At? + Bt) cos 2t + (Ct* + Dt)sen 2t .

Para substituirmos a EDO (21), vamos primeiro calcular a derivada segunda de y,,. Temos dois
produtos para derivar. Utilizamos a formula de Leibniz

(f-9)"=f"g+2f9 + fg".

Obtemos
Yy =2Acos 2t + 2(2At + B)(—2sen2t) + (At* + Bt)(—4cos 2t)
+2C sen 2t + 2(2Ct + D)2 cos 2t + (Ct? + Dt)(—4sen2t).

Sustituindo em (21) obtemos

2A cos 2t + 2(2At + B)(—2sen 2t) + 2C'sen 2t + 2(2Ct + D)2 cos 2t = t cos 2t .

9



(2A 4+ 4D) cos 2t + 8Ctcos 2t + (—4B + 2C') sen 2t — 8 At sen 2t = t cos 2t .

igualando os coeficientes dos termos semelhantes, obtemos o sistema

2A+4D =0
8C =1
—4B+2C =0
—8A4=0

cuja solucao é

Segue que

2t2 sen 2t + t cos 2t

= 16
A solugao geral da EDO (21) é
2t sen 2t + t cos 2t
y = Sett 1; cos + C1cos2t + Cysen 2t .

Exemplos de aplicacao as oscilacoes forcadas.

Exemplo 10. Consideremos a EDO
y" + 2y’ + 5y = 8sen (\/gt), (22)

que representa oscilagoes forcadas em um sistema massa—mola, como vimos anteriormente. A
equacao caracteristica
M +2X0+5=0

tem raizes complexas \1 = —1 4+ 2¢ e Ao = —1 — 2¢. Duas solugoes linearmente independentes
da equac@o homogénea associada sao y; = e ‘cos2t e ys = e 'sen2t. De que forma devemos
procurar uma solugao particular da equagao (22)7 Notemos que 7(t) = 8 sen (\/3 t) e que o seno
é uma combinacao linear de exponenciais, mais especificamente,

ei\/§t N e—i\/gt
sen (V31) = —————.

Portanto a forma em que vamos procurar a solucdo particular vai depender de saber se +i+/3 sio

ou nao raizes da equacdo caracteristica. Como +iv/3 nao sao raizes da equacio caracteristica,
procuramos solucao particular da forma

Yp = Acos(\/gt) + Bsen (\/gt) )

Substituindo na equacao (22), temos

(—SA cos(\/gt) — 3B sen (\/§t)) + Q(B\/gcos(\/gt) — AV/3sen (ﬁt))
+5(Acos(\/§t) + Bsen (\/gt)) = 8sen (\/gt) .

10



Agrupando os termos,
(2A + QB\/§> cos(\/gt) + (2A\/§ + 2B> sen (\/gt) = 8sen (\/gt) )

Portanto A e B sao solugoes do sistema

24+ 2BV3=0
—2Av3+4+2B =38

Multiplicando a primeira equacio por v/3 e somando com a segunda, encontramos B = 1. Segue
que A = —/3. Portanto uma solugdo particular da equacao (22) é

Yp = —\/§cos(\/§t) + sen (\/gt) .

Portanto a solugao geral da equagao (22) é
y = (—\/gcos(\/gt) + sen (\/gt)> + (Cle_t cos 2t + Coe'sen 275) . (23)

A solugao (23) é a resposta do sistema a forga externa 8sen (\/§ t). As constantes C7 e Cy
dependem das condigbes iniciais. O termo (C’le*t cos 2t + Cye~tsen 215) é chamado de parte

transiente da resposta. Devido & presenca da exponencial e, a parte transiente tende a 0
quando t — +o00. Em conseqiiéncia, apés um certo tempo, vamos observar

TS —\/gcos(\/gt) + sen (\/gt)

Por esta razao o termo (—\/g cos(\/g t) + sen (\/g t)) é chamado de parte estaciondria da
resposta. Neste exemplo a parte estacionaria pode ser reescrita como

2<sen (\/gt) cosg — sengcos(\/gt)) — 2sen <\/§t _ %)

Note que a resposta estacionaria tem freqiiéncia igual a da forga externa, mas apresenta um
atraso de fase em relagao a ela.
Exemplo 11. Consideremos a EDO

y" + 2y + 5y = V5sen (V51t) (24)

que representa oscilagoes forcadas em um sistema massa—mola, como no exemplo anterior. A
equacao caracteristica é a mesma do exemplo anterior

A+ 2\ +5=0.

Como vimos, as raizes camplexas complexas, A\ = —1+2¢ e Ao = —1—2¢. Duas solucoes linear-
mente independentes da equacdo homogénea associada sdo y; = e tcos2t e yo = e ‘sen2t.
Como esta explicado no exemplo anterior, devemos procurar solugao particular da forma

Yp = Acos(\/gt) + Bsen (\/5t) .
Substituindo na equagao (24), obtemos

(—5A cos(\/gt) — bBsen (\/575)) + 2<B\/5cos(\/5t) — AvV5sen (\/515))

11



+5<Acos(\/5t) + Bsen (\/5t)) = 8sen (\/gt) .

Agrupando os termos, obtemos

2B\/5005(\/5t) — 245 sen (\/gt) = v/5sen (\/gt) .

1
Portanto A = 5 € B = 0 e uma solugao particular da equagao (24) é

1
Yo =5 cos(\/gt).
Portanto a solugao geral da equagao (24) é
1
Y= 3 cos(\/gt) + (Cle_t cos 2t + Coe tsen 2t> . (25)

A solucao (25) é a resposta do sistema a forga externa V5 sen (\/5 t). As constantes C; e Cq
dependem das condicoes iniciais. O termo (01 e~ cos 2t + Cye ! sen Qt) ¢é a parte transiente da

resposta. E a parte que depende das condigoes iniciais e tende a 0 quando t — +o00. Em
conseqiiéncia, apés um certo tempo, vamos observar a resposta periédica

1
TES icos(\/gt),

que é a parte estaciondria da resposta. Neste exemplo observamos novamente que a resposta
estacionaria tem freqiiéncia igual a da forca externa, mas apresenta um atraso de fase em relacao
a ela.

Exemplo 12. Neste exemplo vamos observar ressonancia. A equacgao diferencial
y" + 4y = sen 2t (26)

representa oscilagdes ndo amortecidas (sem atrito, pois o coeficiente de 3’ é 0). A equagio
caracteristica é A\ + 4 = 0, cujas raizes sdo \; = 2i e Ao = —2i. Duas solucdes linearmente
independentes de (26) s@o y1(t) = cos2t e ya(t) = sen2t. Portanto, a oscilagoes livres neste
sistema tém periodo 7 e freqiiéncia 1/m. A forga externa é dada pela funcao sen2t e tem
freqiiéncia exatamente igual a freqiiéncia natural do sistema. Como
2t _ ,—2i
sen 2t = € 7,6 !
27

e como 2i e —21 sao raizes da equagao caracteristica, vamos procurar uma solucao particular de
(26) da forma
yp = At cos2t + Btsen2t.

Derivando duas vezes (o melhor é utilizar a férmula de Leibniz para derivar o produto, conforme
foi explicado acima), obtemos

Yy, = 2A(—2sen 2t) — 4At cos 2t + 2B2 cos 2t — 4Bt sen 2t .
Substituindo em (26), temos

—4Asen2t + 4B cos2t = sen 2t .
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Segue que —4A =1 e B = 0. Logo,
_ tcos2t

Yp = 4

Portanto a solugao geral de (26) é

t 2t
y(t) = Cy cos2t + Cysen 2t + iy

Os valores das constantes C'; e C> dependem das condigoes iniciais, mas quaisquer que sejam

eles, o termo yo(t) = Cy cos 2+ Cy sen 2¢ ¢ limitado, |yo(t)| < |C1|+ |C2|, enquanto que o termo
tcos2t

oscila com amplitude tendendo ao infinito. Portanto, quaisquer que sejam os valores das

constantes C e Co, a solucao y(t) oscila com amplitude tendendo ao infinito. Estamos diante
do fenémeno de ressonancia.

Exemplo 13. Consideremos o PVI

" + 25y = cos 6t
{ y y 2

y(0) =4'(0) =0
O PVI (28) representa oscilacoes nao amortecidas (sem atrito) de um sistema massa-mola. As
condigbes iniciais nos dizem que a massa parte do repouso, na posi¢ao de equilibrio y = 0. A

equacao homogénea associada
Y +25y=0 (28)

governa as oscilagoes livres (sem forga externa) no mesmo sistema massa—mola. Suas solugoes
Y1 = Cos 5t e Yo = sen bt

caracterizam a freqiiéncia natural de oscilacdo do sistema. Note que a freqiiéncia da forga
externa cos 6t é proxima. Como 67 e —6¢ nao sao raizes da equacao caracteristica, procuramos
uma solucao particular da forma

yp = Acos 6t + Bsen6t .
Substituindo na equacao (28), temos
(—36.A cos 6t — 368 sen 6t) + 25(A cos 6t + B sen 6t) = cos 6t ,

istoé,
—11Acos 6t — 11B sen 6t = cos 6t .
1
Segue que —114A =1e —11B = 0, ou seja, A = T e B = 0. Logo, auma solugao particular
da equagao (28) é

1
Yp = 11 cos 6t .

Portanto, a solugao geral da equagao (28) é

1
y = —ﬁ0086t+CCOS5t—|—DSGH5t~

Temos entao

6
y = ﬁsen6t— 5C'sen 5t + 5D cos 5t ,

13



de modo que as condicoes iniciais nos dizem que

1
0=1y/(0)=5D

1
Portanto, C' = T D = 0. A solugao do PVI (28) é

1
y(t) = I (cos 5t — cos 6t).

(29)

Vamos obter uma outra expressao para a solucao, que vai nos possibilitar ter uma idéia de seu

grafico e do seu comportamento. Comecamos com as féormulas da Trigonometria

cos(A+ B) = cos Acos B — sen Asen B
cos(A — B) =cos Acos B + sen Asen B

Subtraindo as duas, obtemos
cos(A + B) — cos(A — B) = —2sen Asen B.

Para aplicar em (29), precisamos encontrar A e B tais que

A+ B=>5t
A— B =6t
Resolvendo este sistema, encontramos
Aot gt
2 2

Portanto, a solucao (29) do PVI (28) pode ser reescrita como

1 2 11¢ t
y(t) = I (cos 5t — cos 675) =1 sen - sen 3

(30)

Na figura abaixo o grafico da solugao y(t) estd representado pela linha mais grossa. FEstao

representadas também as curvas y = sen— e y = —sen o que servem da apoio para o grafico

2

t
da solucao. Note que o periodo da funcao de apoio ¥y = sen — é muito maior do que o periodo

da forca externa e o periodo das oscilagoes livres no mesmo sistema (yo = C; cos 5t + Co sen 5t).
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