Secao 14 — Equacoes de ordem mais alta

Exemplo 1. Resolver a EDO 34 — ¢/ — 3y" 4+ 5y — 2y =0

A equacdo caracteristica é A* — A3 —3)\2 4+ 50 — 2 = 0. Os candidatos a raiz racional sdo os
m/n com m divisor de —2 e n divisor de 1. As possiveis raizes racionais sao, entao, 1, —1,2, —2.
Testando, é facil ver que 1 é uma raiz. Dividindo o polinémio \* — A3 —3X2 4+ 5\ —2 por A —1,
encontramos a fatoragao

A=A 3N 4 5A —2= (A= 1) (N = 3)+2).
Repetindo o procedimento encontramos a fatoracao
A —3A+2=A-1) (A +A1-2).
E f4cil fatorar o polinémio de grau 2, usando a férmula de Bhaskara. Encontramos
MoX 32 sa-2=(A-1)°(A+2).

As raizes da equacao caracteristica sdo Ay = Ao = A3 = 1 e Ay = —2. Quatro solugoes linearmente
independentes da equacao diferencial sao

Y1 =¢€', yo = te', ys3 = t2e’, Yys=e

A solucéo geral é
Yy = Clet + Cztet + CthCt + 046_2t .

Exemplo 2. Consideremos oscilagoes no sistema mostrado na figura, formado por duas massas
presas a 3 molas

my =1 mo =1
k=1 kg = 2 ks = 1
WOQOWO@W
FxH =xo—

Sejam x1 e xy os deslocamentos da massas a partir de suas posigoes de equilibrio. Para a massa
m1, massa vezes aceleracao, que vale 1 - af, deve ser igualado & soma das forgas que agem
sobre a massa. Pela Lei de Hooke, a forca que a primeira mola exerce sobre a massa mq vale
—kix1 = —x1. A deformacdo da segunda mola vale xo — x1. Portanto a forga exercida pela
segunda mola sobre a massa mq vale ko (LL‘Q - xl) = 2(:172 - xl). Obtemos assim a equacao

:(:’1’ = —x1 + 2(:(}2 — xl).
Por consideragoes analogas chegamos a equacao

:Ug = —2(1‘2 — $1) — 9.
Obtemos o sistema de equacoes diferenciais

{ ) = =3x1 + 229

xly =211 — 3z



Existem véarios métodos para resolver um sistema como este. Aqui vamos resolver por substi-
tuicdo. Da primeira equagao segue

1 3
x2:§m’1’+§x1. (2)
Substituindo na segunda equacgao, obtemos
CL’Yl) + 627 + 521 =0. (3)

Note que aqui o sistema (1) de equagoes foi reduzido a uma unica equagao (3) de ordem mais
alta. Em outras situacoes se faz justamente o contrario, reduzindo uma equacao de ordem mais
alta a um sistema de equagoes de ordem mais baixa, geralmente de ordem 1.

A EDO (3) ¢ linear homogénea de ordem 4 com coeficientes constantes. A equagao caracte-
ristica é
X +6A%+5=0.

Fazendo p = A2, temos
P4 6p+5=0,

cujas raizes sao u = —1 e —5. Obtemos as raizes A = +i, +i\/5. Portanto,
21 = Cqcost+ Cysent + Cs cos(t\/g) + Cysen (t\/g) (4)

Até aqui temos 4 constantes arbitrarias, C1, Co, C3 e Cy, que podem ser calculadas a partir das
4 condigoes iniciais que sao naturais para este problema, a posigao e a velocidade iniciais para
cada uma das massas. Portanto devemos calcular 9 de modo a nao introduzir nenhuma nova
constante arbirdria. Consegue-se isto utilizando (2), de onde se obtém

29 = Cqcost+ Cysent — Cs cos(t\/g) — Cysen (t\/g) (5)

Estudaremos em detalhe fungbes periddicas um pouco mais adiante. Veremos que a soma de
fungoes peridédicas nem sempre é periédica. Somente quando os periodos sdo comensuraveis é
que se pode garantir que da soma vai resultar uma funcao peridédica. No caso das expressoes
(4) e (5) os periodos nao sao comensuraveis. No entanto analisando (4) e (5) pode-se dizer duas
coisas:

e Se as condigOes inciais forem tais que C3 = Cy = 0, tem-se z1 = 2o = Cycost + Cosent.
Neste caso as massas se deslocam em paralelo, ora para um lado, ora para o outro lado,
sem que a mola do meio se deforme. Ambas tém periodo 27 e, em conseqiiéncia, a mesma,
freqiiéncia

1
fi=o .
Um exemplo de condigOes iniciais em que isto ocorre é quando no instante tg = 0 as massas
partem da posicao de equilibrio com velocidades iniciais iguais, ou seja, x1(0) = z2(0) = 0,
2 (0) = 25(0) = vg. Neste caso obtém-se C; = C5 = Cy =0 e Cy = vy.

e Se as condicoes inciais forem tais que C7 = Cy = 0, tem-se 1 = —x0 = C} cos(t\/g) +
Cysen (t\/g ) Neste caso as massas realizam movimento harmoénico simples, deslocando-
se sempre em sentidos opostos. Ocupam sempre posicoes simétricas em relacao ao ponto

médio das duas (centro de massa). Para determinar o periodo, pense que tudo o que ocorre
2w

N

no instante ¢t = 0 vai se repetir quanto ¢ for tal que tv/5 = 2, ou seja, quando t =

A freqiiéncia, sendo o inverso do periodo, é



V5

1
Conclusao: Este sistema possui 2 freqiiéncias naturais diferentes, f1 = or € fo= o Ele ¢
T i

capaz de realizar oscilacdes periodicas com cada uma destas freqiiéncias naturais. Em geral, o
movimento do sistema € a superposicdo de dois movimentos periddicos com freqiiéncias f1 e fa.

Em conseqiiéncia, o sistema podera entrar em ressonancia pela agdo de uma forca externa
periddica que tenha freqiiéncia igual a qualquer uma dessas freqiiéncias naturais do sistema.
Sistemas formados por mais massas e molas podem ter varias freqiiéncias naturais. Mais adiante
veremos que uma corda vibrante tem uma infinidade de freqiiéncias naturais.

Exemplo 3. Resolver a EDO ¢ + 8y = 0.

A equacio caracteristica é \>+8 = 0. Suas rafzes sdo os niimeros complexos \ tais que A% = —8,
isto é, as raizes ctibicas complexas de —8. Uma raiz é A\ = /—8 = —2. Dividindo A% 4 8 por

A+ 2, obtem-se a fatoracao
ME8=(A+2)(\2—2)+4).

Resolvendo A2 — 2\ 4+ 4 = 0, encontramos as rafzes Ao = 1 +1iv/3 e A3 =1 —iv/3. Logo, trés
solugoes linearmente independentes de nossa EDO sao

Y = e 2 , Yo = e cos(t\/g) , Y3 = e' sen (t\/g)

e a solucao geral é

Yy = Cre 2 + Oyet cos(t\/g) + Csel sen (t\/?;)

Observag¢ao. No Exemplo 3 vemos que, diferentemente do que acontece com os ntmeros reais,
no conjunto dos numeros complexos existem trés valores diferentes para uma raiz cubica

2
V8={ 1+iV3
1—iV3
Mais geralmente, dado um nimero complexo z # 0, existem n deferentes raizes n—ésimas {/z.

Exemplo 4. Resolver a EDO y®*) + 16y = 0.

A equacdo caracterfstica é A\* 4+ 16 = 0. Suas raizes sdo os niimeros complexos A tais que

A = —16, isto é, as rafzes quartas complexas de —16. Quem nao lembra de como se calculam
raizes quartas de nimeros complexos, pode comecar fazendo a substituicao A = a+iF. Aplicando
o Binoémio de Newton na igualdade (a + iﬂ)4 = —16, temos

ot +40%iB + 6a2(iB) + 4a(iB)® + (iB)* = —16,

ou seja,
ot + 403 — 602 3% — diaf® + B = —16.

Separando os termos reais dos imaginarios, obtemos
(a* — 6026 + ) + 4i(a®B — ap®) = 16,

que equivale ao sistema

at —6a232 4+ 4 = —16
a’f—aB=0

A segunda equacao se fatora como af3 (a2 — 52) = 0. Mas a primeira equacao nao pode ser
satisfeita com o = 0 ou 3 = 0. Portanto, a? = 2. Substituindo na primeira equacio, temos

3



—4a* = —16, que nos dd o> = 2 e a = +v2. Obtém-se dai as raizes \; = V2 + iv/2,
Ao =V2—iv2, A3 = —V24+iV2 e M= V2 -iV2.

Conclusio: A equacio caracteristica tem quatro raizes distintas, os 2 pares conjugados v/2+iv/2
e —v/2 £ /2. Portanto, quatro solucoes linearmente independentes da EDO sao

Y = et‘/5 cos(t\/§), Yo = et\/i sen (t\@), Y3 = e_t\/§ cos(t\@) e Y3 = e_t‘/5 sen (t\@)

Observagdo. Os quatro valores diferentes para a raiz quarta de —16 nos niimeros complexos sao

V2 +iv2

4 —V2+iV2
VIO —va-iva

V2 —iv2
Exemplo 5. Resolver a EDO
yW — 8y + 24y — 32y + 16y = 0.

A equagao caracteristica é
At —8A% 2407 — 32X + 16 = 0.

Os candidatos a raiz racional sao os m/n com m divisor de 16 e n divisor de 1. As possiveis
raizes racionais sao, entao, +1,+£2, +4, 48, +16. E facil verificar que 2 é uma raiz. Dividindo o
polinémio A* — 8\% + 24\2 — 32\ + 16 por A — 2, encontramos a fatoracio

M8 42402 — 320+ 16 = (A — 2)(A3 — 6)%2 + 121 — 8).

Repetindo o mesmo procedimento com o polinémio A2 — 612 + 12\ — 8 verificamos que 2 é raiz
e, novamente por divisao, encontramos a fatoracao

A 624120 — 8 = (A —2)(\2 —4X2 + 4).

Segue que
M 8A3 42407 — 320 + 16 = (A — 2)2(\% —4\% - 4).

Utilizando a férmula de Bhaskara, encontramos
M 4N 4= (\-2)>2

Logo,
M 8A3 2402 — 320 +16 = (A — 2)%.

Concluimos que Ay = Ay = A3 = Ay = 2 é raiz de multiplicidade 4 da equacao caracteristica.
Portanto, quatro solugoes L.I. da EDO sao

2 2t 2 9t 2t
yr=e", Yo = te”, y3 = t7e”, ys = t3e

e a solucao geral ¢é

y = C1e® + Cote® + Cst?e® + Cyt’e® = (C1 + Cat + Cst® + Cyt®) e



