Secao 16 — Sistemas de equacoes diferenciais de 1% ordem
lineares homogéneas de coeficientes constantes

Na secao anterior, vimos como resolver sistemas de equagoes usando o método dos operadores.
Em certas situacoes particulares, no entanto, podemos aplicar outros métodos mais convenientes.
Por exemplo, considere o sistema

(1)
= x1 — 219
Uma forma de resolver este sistema é isolar xo na 1¢ equagao

Ty = 2} + 221, (2)

e substituir na 22 equagao,
(2] +2x1) = 21 — 2(2) + 221),

obtendo,
o + 42 + 321 = 0,

que é uma EDO linear homogénea, cuja a solugao geral é
z1(t) = Cret 4 Cre™3. (3)
Para achar x9(t) basta substituir (3) em (2),
zo(t) = (Cret + 026_3t)/ +2(Cre " + 026_3t) = Cre ! — Cye 3.
Assim, a soluc@o do sistema (3) é
r1(t) = Cre™ " + Che 3, ro(t) = Cre™t — Coe 3t (4)

onde C] e (5 sao duas constantes arbitrarias.

Embora este método seja simples, ele pode ser trabalhoso para sistemas de ordem maior.
Portanto, vamos usar uma idéia diferente. Para isto, note que o sistema (1) pode ser reescrito

em forma matricial como
x) —2 1 1
L= )

ou ainda

Z'(t) = AZ(t)
-2 1

sendo A a matriz A =
1 -2

) e & = Z(t) a funcao vetorial Z(t) = (z1(t), z2(t)).

Método de resolugao. Seja A uma matriz n X n e consideremos o sistema de 1% ordem
Z'(t) = AZ(t) (6)

No caso n = 1, a matriz A se resumiria a um Unico escalar a e terfamos a equagao escalar
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cuja solucao geral é z(t) = Ce™. Por analogia, no caso n > 2, substituindo a constante C' por
um vetor ¥, procuramos a solugao do sistema (6) na forma

Z(t) = eMv (7)
Substituindo (7) em (6), obtemos AeM# = eM A, ou seja

Av

G (8)
Logo,
A fungdo Z(t) = eNv é uma solugdo do sistema (6) se e somente se AT = 0.

Para prosseguir, precisamos relembrar uma definicao da Algebra Linear.

Definigao. Seja A uma matriz n X n. Um escalar A é um autovalor da matriz A se existir um
vetor v € R", ¢ # 0, tal que AT = A7. Dizemos que o vetor ¥ é um autovetor associado ao
autovalor A. (O autovetor associado a um autovalor A ndo é tnico. De fato, se ¥ é um autovetor
entao qualquer multiplo ¢ também é.)

Conclusdo: A funcio F(t) = eMT ¢ uma solugcdo do sistema (6) se e somente se X é um

autovalor de A e U € um autovetor associado a .

Voltando ao exemplo, para achar as solugoes de (5) (equivalentemente, as solugdes de (1)),
devemos encontrar os autovalores e autovetores de

A:(—f _;).
(o) ()

{ —2x1 + 19 = A1

xr1 — 2.%’2 = )\ZCQ

Para isto, devemos resolver

que é equivalente ao sistema

ou seja
(=2=XNz1+ 22 =0
r1 + (—2 — /\)132 =0

A condicao para que o sistema (15) tenha solucao nao trivial (z1,x2) # (0,0) é que

—2-=X 1
det =0,
1 —2-A

ou seja, (—2 — \)2 —1 =0, ou ainda

M H4AN+3=0, (10)
cujas raizes sao A\; = —1 e Ay = —3. Para obtermos um autovetor associado ao autovalor
A1, devemos primeiro susbsituir A por \; = —1 no sistema (9), obtendo duas relagoes que sao
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equivalentes a r9 = x1. Tomando, por exemplo, 1 = 1, segue que zo = 1. Logo o vetor
vy = (1,1) é um autovetor da matriz associada a A1, isto é,

() 0)-(0)

Procedendo de forma similar para \g, concluimos que ve = (1,—1) é um possivel autovetor
associado a —3. Logo
x(t) = Mo = e 1(1,1) = (et e7h)

y(t) = Moy = 7341, —1) = (73, —e73)

sao possiveis solugoes do problema. Portanto, a solugao geral, que é a combinacao linear dessas
duas, é dada por

Z(t) = Crle e + Cole ™t —e™30) = (Cre™ + Che™, Cre™" — Coe™).
Logo, as incégnitas do problema, dadas pelas coordenadas de T, sao

xl(t) = Cle_t + 026_3t e $2(t) = Cle_t — 026_3t.

Representacao das solugoes no Plano de Fase: Uma questao de interesse é estudar a esta-
bilidade e o comportamento assintético destas solugoes. Para isso, note primeiro que podemos
considerar a fungao t — Z(t) como uma trajetdria no plano z1xe, chamado de plano de fase.

Observe que a cada par de constantes C7 e Cy corresponde uma solugao diferente e, portanto,
uma trajetéria diferente. Por exemplo, para C; = 1 e Cy = 0, temos o solugdo Z(t) = (e~ %, e,
representada na Figura 1 pela trajetéria azul no 12 quadrante. Para C1 = —1 e Co = 0, temos

—

Z(t) = (—e™t, —e7!) também representada em azul no 32 quadrante.

T2

/.
N

V17

Figura 1 Figura 2

Como (e7t e7t) = e7I(1,1) e (—e7!, —e™t) = —e7!(1,1), entdo estas trajetérias estao na reta
que passa pela origem com a dire¢ao do vetor v; = (1,1).

Escolhendo C; = 0 e Cy = 1, temos a solugdo dada por Z(t) = (e™3, —e™3) = e73(1, —1),
representada pela trajetéria vermelha no 42 quadrante e, tomando C; = 0 e Cy = —1, temos

F(t) = (—e 3, e™3) = —e 341, 1), representada pela semireta vermelha no 22 quadrante.
Note que estas estao sobre a reta que passa por (0,0) com a dire¢ao de v = (1,—1).

Observacgoes:



1) Para C; = Cy = 0 temos a solugao de equilibrio Z(t) = (0,0), cuja trajetéria nas Figuras 1 e
2 é apenas o ponto (0,0). De fato, qualquer sistema da forma ¥ ' = A% tem Z(¢t) = (0,0) como
uma de suas solugoes.
2) Lembremos que v; = (1,1) e v = (1,—1) sdo autovetores da matriz A. Na verdade, as
retas que passam pela origem e que tenham a direcao de algum dos autovetores correspondem
a trajetorias de solugoes do problema. Na caso, a reta r9 = x1, que tem a direcao de v,
corresponde as solugoes da forma Ci(e™!, e™) e a reta 29 = —x1, de direcdo vy, corresponde as
solugdes Cy(e™3t, —e™3t).
3) A trajetdria das demais solucoes (C7 # 0 e Co # 0) nao estao sobre retas, mas sao curvas que
estao representadas em verde no plano de fase da Figura 1.
4) Para qualquer par de constantes C e Cy,
lim z;(t) = lim Cie '+ Coe™'=0 e lim zo(t) = lim Cre ™t — Che 3t = 0,

t—+o00 t—+o00 t—+o00 t—+o00
isto é, Z(t) — 0 quando t — +oo. Isto estd representado graficamente na Figura 2 pelas setas
que orientam as trajetérias em direcao a origem.

Resumindo:

Se os autovalores da matriz A s@o negativos e diferentes, as trajetéria das
solucoes comportam-se de forma similar as da Figura 2. Nesse caso, dizemos
que a origem é um ndé atrator ou um né assintoticamente estavel do
sistema. Além disso, as trajetérias retas estdo na direcdo dos autovetores.
Como as solucbes convergem a origem dizemos que ela é um ponto critico
assintoticamente estavel.

Exemplo 2. Considere o sistema

{:U'l = 4x1 + 312 ()

:r;’Q = x1+ 2x9

que pode ser representado na forma matricial por
zh 4 3 x1
ZEIQ 1 2 xT9 .
Para achar as solucoes e estudar o seu comportamento, vamos encontrar os autovalores e au-
4 3 T T
1 2 i) T
{ 41 + 3290 = A1

r1 + 21’2 = )\.TQ

tovetores associados. A equacgao

é equivalente ao sistema

ou seja
{ (4— XNz + 39 =0

X +(2—)\)l’2=0
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A condigao para que o sistema (12) tenha solugao nao trivial (z1,x2) # (0,0) é que

4—-—X 3
det =0,
1 2— A

ou seja, (4 —A)(2—X) —3 =0, ou ainda
M —6X+5=0. (13)

As raizes de (13) sdo \; = 1 e A\ = 5. Para A} = 1, qualquer uma das equagoes do sistema (12)
equivale a o = —x1. Escolhendo z1 = 1, obtemos x5 = —1. Portanto, um autovetor associado
ao autovalor A\; =1 é o vetor (1,—1), ou seja

0

Procedendo da mesma maneira em relacao ao autovalor A2 = 5, encontramos o autovetor (3, 1),

4 3 3 3
=5 .

1 2 1 1

Segue que duas solugoes LI do sistema sao
x(t) =e'(1,-1) e y(t) = €(3,1).
A solugao geral do sistema é a familia das combinacoes lineares dessas duas
Z(t) = Cref(1, —1) + C2e(3,1) = (Cre’ + 3C2e, —Crel + Cae™).

Logo, as incégnitas do problema, dadas pelas coordenadas de T, sdo

z1(t) = Crel +3Ce" e xo(t) = —Che! 4 Cye™.

Representagao das solugoes no Plano de Fase:

4

\ ? N

1) Para C; = 1 e Cy = 0, temos Z(t) = e'(1,—1), que estd na reta que passa pela origem com
a diregao de (1,—1), isto é, sobre a reta x9 = —x1 (no 42 quadrante), representada em azul na
Figura 3. Para C; = —1 e Cy = 0, as trajetorias estao sobre a mesma reta, mas no 22 quadrante.
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2) Para C] = 0 e Cy = %1, as trajetdrias estao sobre a reta 1 = 3x4, representada em vermelho.
3) As solugoes em que Cq # 0 e Co # 0 estao sobre as curvas verdes.
4) Se C1 # 0 ou Cy # 0,

lim |z1(t)] = lim |Cie! +3Coe™| =400 e lim |z2(t)| = lim | — Cref + 30| = +oo,
t——+o0 t—+o0 t—+o0 t——+o0

isto é, F(t) — oo quando t — +o00. Isto estd representado graficamente na Figura 4 pelas setas
que orientam as trajetérias em direcao contraria a da origem.

Resumindo:

Se os autovalores da matriz A s@o positivos e diferentes, as trajetéria das
solugbes comportam-se de forma similar as da Figura 4. Nesse caso, dizemos
que a origem é um noé instavel ou fonte do sistema. Além disso, as trajetérias
retas estao na dire¢ao dos autovetores. A origem é um ponto critico instavel.

Exemplo 3.
zh = 10x1 — 929
1 1 (14)
xh = —12x1 — 219
ou, equivalentemente, em forma matricial
T} 10 -9 )
o ) \-12 —2 )\ o )
Vamos encontrar os autovalores e autovetores associados. A equagcao
10 -9 1 1
=
—-12 -2 o T2
é equivalente ao sistema
10z1 — 929 = Ax1
*12331 — 2332 = )\IEQ
ou seja
10 — Nz — 929 =0
( ) (15)
—12$1 + (—2 - >\)$2 =0
A condigao para que o sistema (15) tenha solu¢ao nao trivial (z1,x2) # (0,0) é que
10— A -9
det =0,
—12 —-2-A
ou seja, (10 — A\)(—=2 — A) — (=9)(—12) = 0, ou ainda
A2 -8\ —128 =0. (16)
As raizes de (16) sao Ay = 16 e Ao = —8. Para A; = 16, qualquer uma das equagoes do sistema
(15) equivale a 3z = —2x;. Escolhendo z; = 3, obtemos z, = —2. Portanto, um autovetor

associado ao autovalor A\; = 16 é o vetor (3,—2), ou seja

() (5) ()
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Procedendo da mesma maneira em relacao ao autovalor Ay = —8, encontramos o autovetor

(= 2)()=0)

Segue que duas solugoes LI do sistema sao
x(t) = e'%(3,-2) e y(t) = e75(1,2).
A solucao geral do sistema é a familia das combinacGes lineares dessas duas
Z(t) = C1e'%(3, =2) + Coe™8(1,2) = (3C1e'% + Cre 8, —2C 1% + 205e78).
Logo, as incégnitas do problema, dadas pelas coordenadas de &, sao

T (t) = 301616t + 0267816 e xg(t) = —201616t + 20267815.

Representagao das solugoes no Plano de Fase:

“ =/
=
AmS

1) Para C; = 1 e Cy = 0, temos Z(t) = e'%(3,—2), que estd na reta que passa pela origem
com a diregao de (3, —2), isto é, sobre a reta 2z; + 3z2 = 0 (no 42 quadrante), representada em
vermelho na Figura 5. Para C1 = —1 e (5 = 0, as trajetdrias estao sobre a mesma reta, mas no
2¢ quadrante.

2) Para Ch = 0 e Cy = +1, as trajetérias estao sobre a reta xo = 2x1, representada em azul.

3) As solugoes em que C # 0 e Cqy # 0 estao sobre as curvas verdes.

4) Se 01 =0

. _ . —8t| __ . _ . —&t| __
A Ol = S 1Ge =0 e Tl = I 20 =0

Este é o Unico caso em que as solugoes convergem para 0. Note que na Figura 6, as
setas sO convergem para a origem, quando estao sobre a reta xo = 2x1. Se C1 # 0,

lim |z1(t)] = lim [3C1e™™ + Coe™™| = +00 e lim |za(t)] = 400,
t—+oo t—+oco t—+00

isto é, Z(t) — oo quando t — 4o00. Isto estd representado graficamente na Figura 6 pelas setas
que “vao para infinito na direcao da reta 2z1 + 3x2 = 07.

Resumindo:



Se os autovalores da matriz A possuem sinais contrarios, as trajetéria das
solugbes comportam-se de forma similar as da Figura 6. Nesse caso, dizemos
que a origem é um ponto de sela do sistema. Além disso, as trajetorias retas
estao na direcao dos autovetores. A origem é um ponto critico instavel.

Exemplo 4.
xh = xr1 + 2o
h (17)
Ty = —2T1 — T3
ou, equivalentemente, em forma matricial
l’/l 1 1 X1
x -2 1 zy )
Vamos encontrar os autovalores e autovetores associados. A equagao
1 1 1 1
=A
-2 -1 T2 T2
é equivalente ao sistema
r1+ xo = A1y
*2331 — T2 = >\$2
ou seja
11—z + X9 =0
(1=2X) (18)
—2331 + (—1 — )\)1’2 =0
A condigao para que o sistema (18) tenha solu¢ao nao trivial (z1,z2) # (0,0) é que
1—A 1
det =0,
-2 —=1-=A
ou seja, (1 —A)(—1—X) —(1)(—2) =0, ou ainda
M 4+1=0. (19)
As rafzes de (19) sao Ay =i e Ay = —i. Para A\; = i, qualquer uma das equagoes do sistema (18)
equivale a 9 = —(1 — i)z1. Escolhendo z1 = 1, obtemos z9 = —1 + i. Portanto, um autovetor
associado ao autovalor \; =i é o vetor ¥ = (1,—1+ i), ou seja
1 1 1 1
=1
-2 -1 -1+ —141
OBS: Nao hi necessidade de achar um autovetor associado a Ay = —i, pois se Z(t) = Tret é

uma solugao do problema Z'(t) = AZ(t), isto é,

(T1eM!) = AveM,



entao, aplicando o conjugado na equacao, decorre
(7716/\1t)/ = zﬁ'le)‘lt.
Como A tem coeficientes reais, segue que A = A e, portanto,
(’L_)’l€>‘1t)/ = A1716>‘1t,
ou seja, v1eMt também é uma solugao do problema. Como o sistema #'(t) = AZ(t) é linear
homogéneo, a combinacao linear de solucoes é solugao. Logo
7716)‘1t + '1716)‘1t 1716)‘1t — ?716)‘1t
e e
2 29
sao solugoes do sistema, sendo que a primeira corresponde a parte real de ¥je
parte imaginéria.

Mt e a segunda a

Conclusao: Quando as raizes sdo complexas (A matriz de coeficientes reais), a parte real e a
parte imaginaria de 7e*? sdo solucdes do problema. Além disso, pode ser mostrado que elas
sao linearmente independentes.

Assim, podemos achar 2 soluc¢ées LI do problema considerando a parte real e a imagindria de

1 ; 1 . cost +isent
= At it —
vie _< —1—1—1’)6 _< _1+i>(cost+zsent)_< —cost — sent + i(cost — sent) )

Logo
S it _ cost . sent
vie < —cost — sent T cost — sent

e, entao, denotando a parte real e a imaginéria por z(t) e y(t), respectivamente, temos

cost sent
x(t) = ( —cost — sent > e yt) = < cost — sent )

Portanto, a solugao geral, que é a combinacao linear dessas duas, é

i cost sent _ Cicost + Cysent
) = < —cost — sent > +C ( cost — sent > N < (Cy — Ch)cost — (Cy + Co) sent )

Logo, as incégnitas x1 e x2, coordenadas de T, sao

z1(t) = Crcost + Casent e x9(t) = (C2 — Cq)cost — (C1 + Cs) sent.
Representagao das solugoes no Plano de Fase:

x2

I

~

2

Figura 7



1) Para qualquer C; e Cy, as coordenadas z1 e z2 sao fungoes periédicas de periodo 2. Portanto,
as trajetérias sao curvas fechadas. Na verdade, podemos mostrar que as curvas sempre Sao

circulos ou elipses centradas na origem (ver Apéndice).

Resumindo:

é um ponto critico estavel.

Se os autovalores da matriz A sdo imagindrios puros, isto é, da forma \; = ui
e Ao = —ui com u # 0, entdo as trajetoria sao circulos ou elipses conforme a
Figura 7. Nesse caso, dizemos que a origem é um centro do sistema. A origem

Exemplo 5.
x’l = T1 + 2x9
m’Q =221+ x2

ou, equivalentemente, em forma matricial
) 1 2 T
) S\ -2 1 zy )
Vamos encontrar os autovalores e autovetores associados. A equacao
1 2 I I
=
-2 1 ZTo ]
{ r1 + 219 = A1y

—2x1 + o = Ao

é equivalente ao sistema

ou seja
(1 =Nz + 219 =0
*21‘1 + (1 - )\)CL‘Q =0

A condicao para que o sistema (21) tenha solucao nao trivial (z1,x2) # (0,0) é que

1—A 2
det =0,
-2 1=
ou seja, (1 — )2 — (2)(—2) =0, ou ainda

A2 —2\+5=0.

(21)

(22)

As raizes de (22) sdo A\; = 14 2i e Ao = 1 —2i. Para \; = 1+ 2i, qualquer uma das equagoes do
sistema (21) equivale a x9 = iz1. Escolhendo x; = 1, obtemos xy = i. Portanto, um autovetor

associado ao autovalor \; = 1+ 2i é o vetor ¥} = (1,14), ou seja

()(0)-en ()
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Como ja observamos no Exemplo 4, podemos achar 2 solugoes LI, tomando a parte real e a parte

imaginaria de ¥jeM’:

1 . 1 el cos 2t + el sen 2t
2 oAt (142i)t _ t . _
vie < > e ( ; ) €' (cos 2t + isen 2t) < et son 2t 4 it cos 2t )
FieMt — el cos 2t n el sen 2t
! T\ —elsen2t el cos 2t

e, entao, denotando a parte real e a imaginéria por z(t) e y(t), respectivamente, temos

o cos 2t 4 sen2t
z(t) =e (—seth) e ylt)=e ( cos 2t >

Portanto, a solugao geral, que é a combinacao linear dessas duas, é

o ‘ cos 2t ¢ sen2t \ [ Cicos2t+ Cysen2t
o(t) = Cre ( —sen 2t > +Coe ( cos 2t ) - ( —Csen2t 4+ Oy cos 2t

Logo

Logo, as incognitas x1 e x2, coordenadas de T, sao

x1(t) = €'(Crcos 2t + Cysen2t) e xo(t) = e'(—Cysen 2t + Cycos2t).

Representagao das solugoes no Plano de Fase:

)

I

S

o+

Figura 8

1) Para C; = 1 e Cy = 0, temos Z(t) = e(cos2t, —sen 2t). Note que a distancia entre Z(t) e a
origem é

IZ(t)|| = ||e* (cos 2t, — sen 2¢)|| = €| (cos 2t, — sen 2t)|| = et \/cos? 2t + sen 22t = e'.

Portanto, a distancia entre Z(t) e a origem vai para infinito quando ¢ — +oc0. Ou seja, “Z(t) vai
para infinito” quando t — +oo.
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Além disso, a direcao de Z(t) é dada por (cos2t, —sen 2t), que percorre o circulo de raio 1
no sentido horario a medida que ¢ aumenta.

Assim, quando ¢ aumenta, Z(t) circula em torno da origem no sentido horario ao mesmo
tempo que se distancia da origem. Ou seja, ele percorre uma trajetéria espiral conforme as trés
curvas indicadas na Figura 8.

2) Este comportamento espiral indo para infinito no sentido horario vale, neste exemplo, para
qualquer solucao em que C7 # 0 ou Cy # 0. (Caso Cp = Cy = 0, a solucdo é Z(t) = 0, cuja
trajetdria é apenas o ponto (0,0) como jé foi observado no Exemplo 1.)

Resumindo:

Se os autovalores da matriz A sdo complexos com parte real positiva, isto é,
da forma A\ = a+ fie X =a— Ficoma > 0e [ # 0, entdao as trajetéria
s@o espirais indo para infinito conforme a Figura 8. (A orientagao das solugoes
(sentido horédrio ou anti-horério) depende do sistema.) Nesse caso, dizemos
que a origem é um ponto espiral ou foco instavel do sistema. A origem é
um ponto critico instavel.

OBSERVACOES:
e Existem sistemas em que as soluctes ficam todas orientadas no sentido anti-horério.
e Se a parte real de uma raiz complexa for negativa, entao as solugoes convergirao para 0 ao

invés de irem para infinito. Nesse caso, as setas orientam as trajetérias em direcdo a origem.

Resumindo:

Se os autovalores da matriz A sao complexos com parte real negativa, isto é,
da forma A\ = a+ fie Ao =a — fi com a < 0e [ # 0, entdao as trajetéria
sao espirais indo para 0. (A orientagao das solugoes (sentido hordrio ou anti-
horario) depende do sistema.) Nesse caso, dizemos que a origem é um ponto
espiral ou foco estavel do sistema. A origem é um ponto critico estavel.

APENDICE

Propriedade: Se as coordenadas x; e x2 de uma trajetéria Z(t) = (x1(t), z2(t)) sd@o da forma
z1(t) = Acos(ut) + Bsen (ut) e xo(t) = Ccos(ut) + D sen (ut),

onde A, B, C, D e u sao constantes reais e os vetores (A,C) e (B, D) sao LI, entao a trajetéria
ou é um circulo ou é uma elipse.

Prova: Observe que
Cxi(t) — Axza(t) = C(Acos(ut)+ Bsen (ut)) — A(C cos(ut) + D sen (ut))
= (CB — AD)sen (ut)

Dxi(t) — Baa(t) = D(Acos(ut)+ Bsen(ut)) — B(C cos(ut) + Dsen (ut))
= (DA — BC)cos(ut).
12



Logo

(Cxy(t) — Axo(t))? + (D1 (t) — Baa(t))? = (DA — BC)?(sen?(ut) 4 cos?(ut))
= (DA - BC)2.

A B
det(C D);EO,

ou seja, DA — BC # 0. Logo, podemos dividir (23) por (DA — BC)?, obtendo

Como (A,C) e (B, D) sao LI,

(Car(t) = Awx(1))* | (Da(t) = Baa(t))®

=1.
(DA = BC)? (DA = BC)?
Portanto,
C?x} — 2C Az x + A%23 + D?af — 2DBayas + B3 )
(DA — BC)? -
ou ainda,
(C? + D?) 2 2(CA+BD)$ ot (A% + B?) 2
(DA—BC)?2"' (DA—BCR2 """ (DA-BC)2™? 7

que representa uma curva conica. Além do mais, o discriminante desta equagao é dado por

4(CA+ BD)* A (C? + D?) (A2+B% . C?B? + D?A% —2CABD
(DA — BC)4 (DA - BC)? (DA-BC)?2 (DA — BC)*

_, (DA-BC)y

= —4 —(DA_BC)4<0.

Portanto, como o discriminante é negativo, a conica é um circulo ou uma elipse.
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