7. Sistemas de equacdes diferenciais

Seccao 7. Sistemas de equacdes diferenciais.
(Farlow: Sec. 6.1, 6.4 €6.6)

No caso geral, um sistema de equacOes diferenciais de primeira ordem pode ser

representado da seguinte forma:

d
= Rl X X X X)
'1I;dX2_ . .
[ = T XX Xy X)
i
i
%EX":Fg(t,xl,...,xn,x'l,...,x'n)

Trata-se assim de um sistema comn varidvels dependentes, x;, e uma varidvel independente,
t.

Nesta secgdo, no entanto, vamos apenas abordar sistemas de EDOs lineares de

primeira ordem ou segja, sistemas com a forma geral:

&, ()% +a (D)X, +...+a, (U)X, + f(t)

9’|§9F|3<

ay (1) X +ay, ()X, +...+ay, (t)x, + f,(t)

=
I
1
I
T
T
F = =08 ¥a (0% .t 3, (O, * £,(0)

9|§

Alternativamente, podemos usar notacdo matricial’, mais compacta:

5 dx
Representagao a2 _ +
matricial de um dt é(t)l( i(t) .
sistema linear de
12 ordem

Se f(t) = 0, o sistema € dito homogeneo, de contrario seranao homogeéneo.

" Esta forma matricial permite-nos estabelecer um paralelismo com aforma geral das EDOs lineares de

primeira orden % +p(t)x=f(t).

P&gina 1 da Seccéo 7



7. Sistemas de equacdes diferenciais

Reducéo de uma EDO linear de ordem n a um sistema de n EDOs lineares de
primeira ordem
Uma EDO lineares de ordem n pode ser reescrita como um sistema de n EDOs

lineares de primeira ordem. Vamos ver como. Consideremos uma EDO linear de ordem n
na forma normalizada:

yO +at)y"? .+, (Dy'+a,t)y= ),
sujeita as condigdes iniciais.

y(to) = ALY (t) = Ay YTV () = A,

Se efectuarmos as seguintes mudancas de varidvel:

(n- 1)

XY, % =Y X, Y
entdo a EDO original pode ser substituida pelo seguinte sistema de n EDOs lineares de

primeira ordem:

L=x

Tax _

|E‘ X
|

dx

T 7
|_t_x3
I .

| .

i 9%,

T

g

1

|

at

sujeito as condigdes iniciais:

1%()=A

1' % (t) = A,

| :

i X\-l(to) =A.
%) = A,

Ou sgja, resolver uma EDO linear de ordem n equivale a resolver um sistema de n
EDOs lineares de primeira ordem. Interessante, mas... como se resolve esse sistema?

Vamos discutir aqui dois métodos: 0 método de eliminagéo e 0 método matricial.
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7. Sistemas de equacdes diferenciais

Método de eliminacéao
Este método aplica-se a sistemas lineares homogéneos ou ndo homogéneos. Basela-

se essencialmente no método de eliminacdo usado na resolucdo de sistemas lineares

algébricos. O operador diferencia é tratado como um “coeficiente” do sistema:

1. Definir o operador D °© %

2. Considerar %0 Dx como sendo o produto algébrico do coeficiente D pela
variavel x;.

3. Eliminar varidveis, até obter uma equacdo com uma Unica variavel dependente (séo
permitidas multiplicagdes por D mas ndo divisdes por D!).

Exemplo
1 X', =4% - 2X,
X, =% +%
Comecemos por introduzir o operador D:
} X', =4x - 2X, 0 : Dx =4x, - 2X%,
TX2=X+% T DX =X +X,
Rearranjando:
1(D-4)x+2=0
P-%+(D- 1% =0
Vamos agora eliminar x». Para tal, multiplicamos a primeira equacdo por -(D-1), a segunda
por 2 e somamos ambas as equacles:

i-(D-1)(D- 4x%x- 2(D-1)x=0
1o2x +2(D- )x, =0

-(D-1)(D- d)x,- 2x, =0
Obtém se assm umaequacdo em X
-(D-)D- dx,- 2x, =0
(D?- 5D +4)x,+ 2,= 0

D?x, - 5Dx, +6x, =0
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7. Sistemas de equacdes diferenciais

Ou, recordando que D°

d

dt
X "- 5 '+6x =0.

Transformamos assim a resolucdo do sistema de duas EDOs na resolugdo de uma EDO

homogénea de segunda ordem, 0 que nd nos devera surpreender, uma vez que ja

discutimos a analogia entre um sistema de n EDOs lineares de primeira ordem e uma EDO

linear deordem n. A solugdo geral desta equacdo é fécil de obter:
x, =Ce*+Ce”.

Da primeira equacdo do sistema original obtemos uma relagéo entre x, e X3
%= (4 ).

Logo:

X, = %Cle3t +C .

Método matricial
A aplicacdo do método matricial € de certa forma ardloga ao tratamento que

efectuamos anteriormente para as EDOs lineares de ordem 2 ou superior. Da mesma forma,

vamos primeiro estudar os sistemas homogéneos e depois 0s ndo homogéneos.

a) Sistemas lineares homogéneos?*
Vimos ha Secgdo 4 que a solucéo geral de uma EDO linear homogénea de ordem n é

dada pela combinacéo linear de n solugdes particulares linearmente independentes. Um

resultado semelhante pode ser derivado para um sistema linear homogéneo de n equacoes.

Teorema

Solucéo geral de
um sistema linear
homogéneo

Se x?(t), x?(@,....x"(t) forem n solucBes particulares, linearmente independentes, do
sistema homogéneo linear de n equagdes:
dx

i At x

A partir daqui iremos omitir a designag&o da ordem das equagdes do sistema, pois estamos a assumir que se
trata sempre de EDOs de primeira ordem
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7. Sistemas de equacdes diferenciais

num intervalo | em que os elementos de A sdo continuos, entdo a solugdo geral do sistema

pode ser escrita como:
%, ® = X7 () +e,x7 (1) + .+ ¢, X" (1)
em que cy, Cy,..., Cy S0 constantes.

O conjunto { X @), X2 (t),..., X" (t)} é designado por conjunto fundamental de solugdes.

Valores proéprios
e vectores
proprios da
matriz dos
coeficientes

Colocase agora a questdo de como encontrar as n solucdes particulares linearmente
independentes? VVamos considerar apenas o caso em que os coeficientes de A sdo constantes
(independentes det):

:él'

Q_|D-
=~ |Ix

Se 0 problema tivesse dimenséo n = 1, viria:

dy a
—=ay b =ce®.
at y y

Isto sugere que procuremos solucdes de forma semelhante para o problema de dimenséo n,

substituindo a constante ¢ por um vector constante, v:

%:AK b Z:ét\_/_
da =

Como obter | e v ? Substituindo a solugéo proposta no sistema de equagdes obtemos:

(A-1 Dv=0.
Ou sga, x =€'v serd uma solugdo do sistema de equagdes diferenciais se | e v
verificarem a equacdo (A- | 1)v=0. Para que este sistema agébrico tenha solugdes para
além dasolugdo trivial v =0, é necessario que o determinante da sua matriz de coeficientes

sganulo:

|§-||=|:0.
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7. Sistemas de equacdes diferenciais

A expansdo deste determinante da-nos um polindbmio de ordem n em | (equacdo
caracteristica), cujas raizes (I ) sdo designadas por valores proprios damatriz A. Para cada
valor préprio obtido, resolve-se o sistema algébrico (A-11)v=0 e cacula-se o valor
correspondente de v, o qual é o vector proprio associado ao valor proprio |l .

O seguinte teorema sistematiza este resultado:

Teorema

Construir a
solugéo geral de
um sistema linear
homogéneo com
base nos valores
e vectores
proprios da
matriz dos
coeficientes

Exemplo

Se A for uma matriz constante n” n com n vectores proprios linearmente independentes v®,

V(Z),...

, vV correspondentes a valores propriosreais| 1, | o,..., | n, entfo

to® oty ity (M
dity® daty e

€ um conjunto fundamental de solucdes do sistema linear homogéneo

A solucéo geral do sistema é ent&o dada por:
X0 =€V +ed v+ ety

em quecy, Cy,..., C, S0 constantes.

x(0) =1
%,(0)=3

%"= %+2%
|
% '=2x+%

Naformamatricial, o sistema é escrito como:

I
I
INgpt
= N
o O
3
[ >
o
|
P &
[ ey enid

A solucéo geral vai ser uma combinacdo linear de duas solucdes particulares linearmente

independentes:

(1)

X =¢X @

TCX.
Essas solugdes particulares terdo a forma:
x O=cetv?,

emquel ; éum valor proprio e v é o vector préprio correspondente.

P&gina 6 da Secgédo 7



7. Sistemas de equacdes diferenciais

O primeiro passo consiste assim em encontrar 0s valores proprios da matriz de

coeficientes:
[A-11]=0

1- | 2
2 1-1

‘:op @-1)2-4=0p 1,=-11,=3

Seguidamente, vamos encontrar 0s vectores préprios correspondentes:
(A-1 Dv=0
Para o primeiro valor proprio, |, =-1:

a(y 20
& 2 1-(Df -

Os elementos de v s80 assim obtidos do sistema linear algébrico:

j2v,+2,=0

P v,=-Vv
12u+2,=0 LT

Logo, o primeiro vector proprio deverater aforma:

Podemos agora construir a solugdo geral:

X —cle“élu+c e3‘é1[J
X = = G e,
&1 &l
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7. Sistemas de equacdes diferenciais
e aplicar as condi¢bes iniciais:

3 11] élu_élu
t=0 b x, =ge” g1 0" ”glu &
i-¢g+c, =1
' b ¢c=1c¢=2
fgre=3’ 870G

Assim, a solucéo particular deste problema é:

810 ix =-¢e'+2¢
—ate Y 3t :
X =€ elL(|+2e qP i
etu |

i x, =€"' +2e
Valores Pode suceder que existam raizes complexas do polinébmio caracteristico, obtendo-
Complexos assim valores proprios que s3o complexos conjugados

|, =a+ib

| ,=a-ib

Os vectores proprios correspondentes seréo entdo do tipo

Uma solucdo particular correspondente ao valor proprio | 1 e ao vector préprio v~ sera

e''v=e®""(a+ib) = € [cos(bt)+isin(bt)| (a+ib)

‘[cos(bt)a+icoso t)b+isin(bt)a- sin(bt)b]

gcos(bt)a- sin(bt)b+i(sin(bt)a+cos(bt)b)y

= &' [cog(bt)a- sin(bt)b] +ie [sin(bt)a+cos(bt)b]
Esta soluggbo ¢ composta por duas fungdes, €'[cos(bt)a- sin(bt)p] e

2 [sm(bt)§+cos(bt)9], as quais, conforme se pode facilmente demonstrar, sdo elas

proprias solugbes particulares linearmente independentes do sistema. Sendo assim

poderemos usé las como as duas solugdes particulares de que necessitamos para construir a
solugéo gerd:

x¥ =¢"'[cos(bt)a- sin(bt)b]
x? = e'[sin(bt)a+cos(bt)b]
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Exemplo

7. Sistemas de equacdes diferenciais

1<

Vamos comegar por calcular os valores proprios:

1
|

ap @ D O
N BN
o O

|_\

_1é

I><
o
]
@™ D> D> (Ps
~N N
[« o Xy ey e} E\

(2-1) -1 1
1 O-1) 1 |=0b
-2 0 -1-1)
1, =1 1,=10, l;=-i
-1 -1 1
é a . _
g-2 0 -1-1§
V- L+ =0
i v, =0
IVi- %, +w=0P | ~
nN- A =0 TVi=-V;
] 3~
eVi & 10
w_é U_énu
¥ me%u%e%
gv;H ely
e 14
®_Jt 0 _ téx0
X" =ev v ‘e{aoq
glg
-1 -1 1
é . a . _
él 0-1i 1 l:l_—Q
g-2 0 -1-ig

1341 %-141=0

P&gina 9 da Seccéo 7



7. Sistemas de equacdes diferenciais

12-v- u+v,=0 Vv, =V,
Vi-iy+vw=0 Pp

|
|
| 1, ..
) Vo =-—=(1+
[ ooy - @+i)y=0 "% 2( s

é 1
GR0Heg
é 1 a é1l-in é1lu éL
@ _8é N, u_€ . u_é . a,.é .U
\Y —é-5(1+|)v3lj—§- 1- |@—§-1@+|§- 1@
e , U @&2f &H eoH
€ v
e 9]
& 1u e— 100
1ty — .t(;e a+
ey Qe 1u+| & 1u_—...
§628 80fy
é é 1 e-lufl é elu eluU
é é .U €.
éos(t) & 1y- sm(t)e 1 ?S' (t) - 1u+ cos(t)e uu
& 82§ EOHH & 829 80 ¢
Logo:
¢l el
x? = é U é 0
cos(t) 1u sm(t)e 1u
628 g0H
el el
x? = é U )& ¢
sm(t) 1u+ cos(t) (:e 1u
8ZH eog
Note que, se utilizassemos o valor proprio | , =- i, chegariamos a um resultado idéntico.

A solucdo geral sera assm:

l(zcll(( +CX +Cs_)_

élu e ¢ 1u e 106 ae e 10 & 1ud
—cleg 3+czgcos(t) 1u sm(t) 1u +ggsm(t) 13+ cos(t)A la_
gl & 824 @Oag & 824 B0

Ousga

i x =-ce +c,(- cos(t) +sin(t)) +c, (- sin(t) - cos(t))
I % = ¢, (- cos(t) +sin(t)) +c, (- sin(t)- cox(t))
1x =ce' +c,(2cos(t)) + ¢, (2sin(t))
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Valores
préprios de
multiplicidade
superiora 1.

Vectores
proprios
generalizados.

7. Sistemas de equacdes diferenciais

O polinbmio caracteristico pode também ter raizes (valores préprios) de
multiplicidade superior a 1 Nesse caso, ndo se obtém directamente n vectores proprios
linearmente independentes. As solucdes particulares linearmente independentes que faltam
para congtruir a solugdo geral sdo geradas recorrendo a vectores proprios generalizados

determinados segundo a seguinte expressao:

(A-1Du=v,
em que U é o vector proprio generalizado associado ao vector proprio v. A solucdo
particular correspondente € escrita da seguinte forma:

x=e''(u+ty).

b) Sistemas lineares ndo homogéneos

A solucéo geral de um sistema nfo homogéneo obtém-se de forma araloga a de uma

EDO linear néo homogénea:

Teorema

Solucéo geral de
um sistema linear
ndo homogéneo

Se %, for uma solucéo particular de
dx
—=Ax +f(t
a = 1

num intervalo 1, e x®(t),x?@®,...,.x""(t) forem n solucdes particulares, linearmente
independentes, do sistema homogéneo correspondente, entdo a solucéo geral do sistema néo

homogéneo pode ser escrita como:
X(®) = X, + %, = 0x7 () +6,x 7 ) +... 4, X" () + X, (O

em que Cy, Cy,..., C, SA0 constantes.

Para encontrar uma solugéo particular, X,, do sistema réio homogeneo, iremos usar a

versdo matricia do ja conhecido método de variacdo de pardmetros (ver Sec¢do 5):

Método de variacdo de parametros
Ja conhecemos a solucéo geral do sistema homogéneo correspondente:
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7. Sistemas de equacdes diferenciais

¢,
eCu
1 2 A (L 2 N A ')
)_(h:Cl)_(()+C21(()+"'+Cn)_((n):g)_(()1()"' l(n)H gfgzég
e u
eca

em que X é achamada matriz fundamental (as suas colunas sdo os vectores x" - solugdes

particulares do sistema homogeneo). O método de variacdo de parametros baseia-se resta
solugdo gera para representar a solugdo particular do sistema réio homogéneo, substituindo

as constantes por fungdes desconhecidasdet:
X, = Xut).

Para determinar o vector u(t), vamos substituir a solucdo proposta no sistema néo

homogéneo:

Uma vez que todas as colunas da matriz X sdo solugdes particulares do sistema homogéneo,

entéo X'= AX e, naequagdo anterior, podemos fazer X'- AX =0, ficando ent&o:

Xu'=

| =

Este € o sistera algébrico que nos permitira determinar u.

Exemplo
X'—és 1l‘:l X +§l}|
T & 25 &

Primeiro, resolvemos o sistema homogéneo correspondente:
X, =7?

|- 11]=0

I
N

F-l 1

=0pb 12-5 +4=0b |,=1 |
2 LI‘ RRE
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I, =1
(A-1Dv=0
@8-1 10
§2 2-1§° -
i 2v,+v, =0
v b v,=-2y
12v,+Vv, =0
w_€Vv u_eélu
y -eé =8 A0
é_zvlﬁ 8'ZH
|, =4
-4 1 u
¢ g v=0
g 2 2- 4
1-v, +v, =0
[ 2 b v,=V
T2v- 2,=0
o _@4U_ell
- '13 gﬂ

élu 4telu ée e"uécu
X =€ e +Ce g e «0€_ = Xc
& 2u iy &2¢ e"gecn
Resta agora encontrar uma solucdo particular do sistema réio homogeneo:

X, = XUt).

em que u(t) é dado por:

Resolvendo pelaregra de Cramer para u :

E}e‘ e‘“l:léul'l]_él]
€ 4tl,;l: u=-éuq
g2e € ung u gu
g e 5
w= -2¢ e =%
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7. Sistemas de equacdes diferenciais

Como estamos a procura de apenas uma solucdo particular, podemos escolher o valor mais

conveniente para as constantes de integracdo, ou seja, fazemos C = 0:
u, =0.

E parauy:

A solucdo particular do sistema ndo homogéneo fica ent&o:

NN

_ é ¢ ety U
weu0d, Sk

E asolucéo geral do sistema néo homogeneo:

X=X, +X _gcle+02e e_/ }/
e

- P 62c1e+c2el‘I ey

¢ Vi o
g_ 4_%6

u
u
u
a

g e+ce‘“-%-%6 3
€ o
é

ce Vi K

u
6u_
U
164
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Sumaério da Secc¢éo 7

* Reducdo de uma EDO linear de ordem n aum sistemade n EDOslineares de
primeira ordem

* Método de eliminacdo

e Método matricial

o Sistemas homogéneos
Construcédo da solucdo geral a partir dos valores e vectores préprios

Valores proprios complexos
Valores proprios com multiplicidade superior a1l

o Sistemas ndo-homogéneos
Método da variacdo de paréametros

P&gina 15 da Secc¢éo 7



