Secao 17: Séries de Fourier

Funcoes Periddicas

Definigao. Dizemos que uma funcao f : R — R é periddica de periodo P, ou ainda, mais
resumidamente, P—periddica se f(x + P) = f(x) para todo x.

Note que s6 definimos funcao periédica se o dominio da funcao for todo R. Portanto se o
dominio de uma func¢ao nao for todo R, nao faz nem sentido perguntar se ela é periédica.
27
Exemplo. A fungao f(x) = senz é 2r—periddica. A fungao f(x) = cosaxr é — —periddica.
a
Observagao. Se uma fungao f(x) é P—periddica, entao f(x + P) = f(x) para todo z. Substi-
tuindo x por z 4+ P, temos

fl@+2P)=f((z+P)+ P) = f(z+P) = f(z)

para todo x. Logo, se f(x) é P—periddica, entdo f(x) tamém é 2P—periédica. Pelo mesmo
argumento, f também é 3P—periddica. De maneira semelhante se obtém que f(x) também é
nP—periddica, para todo n. Portanto se existir periodo, ele nao é inico. O mais interessante é
determinar o menor periodo de uma fungao.

Operacoes com funcgoes periddicas

Teorema 1. Se f(z) e g(z) sdo fungdes com um mesmo periodo P, e se ¢ é um nimero real,

entao f(z) + g(x), f(z) — g(x), f(x)g(x), cf(z) e gg;

Demonstragao: Vamos provar uma delas. As outras sdo semelhantes. Seja h(x) o produto
h(z) = f(z)g(x). Entao,

sao fungoes P—periddicas.

Wz + P) = f(z + P)g(x + P) = f(x)g(x) = h(z),

mostrando que, de fato, h é P—periddica.

Exemplo. As fungoes f(z) = senz e g(x) = cosx sao peridédicas com o mesmo periodo 27.

Portanto f(x)g(x) e fE:B; sao 2w —periddicas. Na verdade,
g(z
sen 2z sen x
= = = = t
f(x)g(x) = cosxsenx 5 e f(x) - an

sao até m—periddicas. Pela observacao feita no paragrafo acima, sendo w—periddicas, sao
também 27 —periddicas, o que estd de acordo com o que diz o Teorema 1.

Teorema 2. Sejam f(z) e g(x) fungdes com periodos distintos P; e Py, respectivamente. Se a

razao 2 = % for um ndmero racional, entao f(x) + g(z), f(z) — g(x), f(z)g(x), cf(z) e géi))

sao fungoes periddicas. Mais precisamente essas fungoes tém periodo nP; = mPs.




P1 m

Demonstragao: Se B é um numero racional, entao nP; = mP,. Chamemos de P o
2 n
valor comum P = nP; = mP,. Entao f(x) e g(z) s@o ambas periddicas com o mesmo periodo
nP; = mPs. Pelo Teorema 1, temos que f(z) + g(z), f(z) — g(x), f(x)g(x), cf(x) e féxs sS40
g(x

fungoes P—periddicas.

I =1 -
Se a razao B entre os perfodos for um nimero irracional, as novas funcoes obtidas por soma,

produto, diferenca e quociente em geral nao sao periddicas.

Exemplo. As fungoes f(z) = senz e g(x) = sen(l.1x) sao peridédicas. O periodo de f é
P =27. O periodo P; de g é tal que

g(xz+ P2) = sen (1.1 (z + P»)) = sen (1.1z + 1.1 P) = sen(1l.1z) = g(z).

27
Entao, devemos ter 1.1 - P, = 2w, ou seja, P, = 11" Estamos na situagao em que o quociente
dos periodos é o ntimero racional '
P 11
Lo11=2
P 10

Temos 10P; = 11P, = 20w. Portanto a soma f(x)+ g(x) = senx + sen (1.1z) tem periodo 20,
que é bem maior do que o periodo de cada uma delas.

Exemplo. A funcao
N
a nnT nmwx
f(z) :20+nz::1<ancosL+bnsenL> (1)

é 2L—periddica, pois é uma soma de funcoes 2L—periddicas.

O objetivo desta sessdo é fazer justamente o contrario. Dada uma funcao f(x) periddica,
gostariamos de obter para ela uma representacao como superposicao de sendides. Nao serd
sempre possivel obter estas representacdo como soma finita. Por exemplo, a funcao f(z) cujo
grafico é

f(z)

—2L —L L 2L 3L
nao pode ser escrita como uma soma finita do tipo (1), pois uma soma finita de funcoes derivéveis
deveria ser uma derivdavel. Mas a funcao f(z) nao ¢é derivavel, pois seu grafico é uma curva que

nao adimite reta tangente em todos os pontos. Para representar a fungao f(z) como soma de
funcoes periddicas simples, vamos ter que somar uma infinidade de parcelas:

f(x)zC;)Jr;(ancosrTernsennzx). (2)

A expressao (2) é chamada de uma série de Fourier. Note que ji mostramos que cada termo

nmx nmwx _ ) L.
Gy, COS I + by, sen - pode ser escrito de uma maneira mais simples, como

nnxr T b nnx nmx 4 (ZS
Qg COS ——— sen —— = Cpsen | —— .
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As sendides sao os exemplos mais simples de fungao periédicas. Expandir uma funcao em série
de Fourier é representa-la como superposicao de sendides deslocadas

f(x):%—i-z:cnsen (T—Hf)n). (3)
n=1

Ortogonalidade.

Defini¢gdo. Uma fungdo f : [a,b] — R é dita continua por partes se tem no méximo um
numero finito de pontos de descontinuidade t1 < to < --- < t,, e em cada um destes pontos de

descontinuidade existem os limites laterais f(t; +0) = lim f(z) e f(t; —0) = lim f(z).
1‘—>t;r x—)t;
Diremos que uma funcdo f : R — R é continua por partes se em cada intervalo [a, b] a funcdo
tem no méximo um ndmero finito de pontos de descontinuidade e em cada uma deles existem

os limites laterais.

Definigao. Fixado um intervalo [a,b], seja V o conjunto de todas as fungoes f : [a,b] — R
continua por partes
V={f:[a,b] > R| f é continua por partes}.

VY é um espago vetorial, a soma de elementos de V estda em V), valendo o mesmo para o produto de
um elemento de V por um escalar. No espaco vetorial V temos um produto interno. O produto
interno de duas funcoes é definido por

b
(f(2),g(x)) = / F(@)g(x) da (4)

b
As fungoes sao ditas ortogonais se (f(z), g(z)) = 0, ou seja, se / f(x)g(x)dx = 0.

Note que os elementos de V sao fungoes. Estas fungoes estao sendo pensadas como “vetores”
de um espago vetorial V e, como tal, podemos falar em produto interno e também em norma
(ou comprimento de um vetor), definida por

1911 = trGa). sa) = ( [ b\f@)ﬁdw)%. 5)

Exemplo. Para nés o exemplo mais importante serd quando [a,b] = [—L, L],

L
V={f:[-L,L] - R| f é continua por partes} e (f(x),g(x)) = /_L f(z)g(z) dx.

Neste caso um conjunto de funcoes ortogonais é dado por

1 T 2rx nmwx ¥ 21w nmwx
57008 7, €08 ——, ... sy SOM -, SeM——, ..., SN ——, ... (6)
De fato, vamos verificar que estas funcgoes sao ortogonais entre si. Comegamos mostrando que
cada um destes senos é ortogonal a qualquer dos cossenos. Tomamos as formulas da trigonome-
tria
sen (a +b) = senacosb+ senbcosa

sen (a —b) = senacosb — senbcosa
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Somando estas duas igualdade obtemos

1
senacosb = 5[sen(a+b)+ sen (a — b)].

) nwx mnx
Em particular, para a = — e b = ——, temos
L L
con L o VT 1 o (n+m)rz L (n—m)mrz
n—— — | sen n
L 2 L L
Integrando,

L L L
T 1 +m 1 .
/_L SQHL xCOS mre dx _2/_L Sende+2[L Senwdx.

E imediato ver que as duas integrais do lado direito valem 0. Fica assim provada a ortogonalidade

entre dois quaisquer senos.

Em seguida usamos as féormulas

cos(a +b) = cosacosb — senasenb

7
cos(a — b) = cosacosb+ senasenb (@)

Somando as duas obtemos

1
cosacosb = 3 [cos(a + b) + cos(a — b)].

) nwx mnx
Em particular, paraa = —— e b

I eb= A temos
nrr  mrx 1 (n+m)rz N (n —m)rx
COS —— €08 —— = — [COS ————— + COS ——————
L L 2 L L

Integrando,

L nTr  mux 1 [t (n+m)rz 1 [t (n—m)nx
COS —— COS de = = cos —————dx + — cos ————
L L L 2

dx .
L L 2 ). L o
Para quaisquer m e n,
/ cos (n+mre dr = sen (n +m)ma =0.
2J)_1 L 2(n+m)m L eI
Para n # m,
/ cos M dx = sen (n = m)rz =0.
2 )1 L 2(n —m)m L oL
Mas para m = n,
1 L o 1 L
/ cos(n m)ﬂxdac: / ldx = L.
2 /)5 L 2 )1
Portanto,
< nrx mwx> /L nmx mnz 0, sen#m (8)
cOS ——, COS = COS —— COS r =
L L —-L L L L, sen=m



Subtraindo as duas igualdades em (7) e procedendo de maneira andloga, obtemos
nmwT mmx L nmwr mmnx 0, sen#m
<senL,sen 7 >—/_LseanenLd {L, on—m (9)
Precisaremos ainda de L1 I
<$2>::2‘ (10)

Foérmulas de Euler. A vantagem de se usar um sistema ortogonal de fungoes para expandir
uma dada fungao f(x), é que os coeficientes podem ser facilmente calculados. De fato, supo-
nhamos que {@o(z), ¢1(x), v2(z), p3(z),...} seja um sistema ortogonal de fungoes no intervalo
[a, b], isto é

b
{pn(), om(z)) = / on(T)pm(x)de =0, sen#m.

Se expandimos
o0

chgpn (11)

os coeficientes ¢, podem ser calculados da seguinte maneira. Primeiro multiplicamos (11) por

Om (), -
z) = Z Cnn (@) om ().
n=0

Integrando os dois lados e usando que a intergral da soma é a soma das intergrais, temos

/abf(l’)@m($)d$:/a chgon 2)om(z dx—zcn/ o () om () da (12)

Mas, pela ortogonalidade, / on () pm(x) dz = 0 para todos os valores de n, exceto para n = m.

a
Portanto, a tltima soma da igualdade (12) se reduz a uma tdnica parcela nao nula,

b b
F@)om(@)de = cn [ om(@hon(z) da.

Logo,
b
@@ dr (), onle)
f Om(T)om(z) d [[om ()2
Trocando a letra m por n, obtemos
b
/ f(x)pn
en = % . (13)

O exemplo mais importante de sistema ortogonal de fungdes é dado por (6). Neste caso, a

expansao (11) de uma fungao f : [-L, L] — R toma a forma
a > nmwr nmww
f(z) = ?0 +;(anc08L + by, sen L> (14)



e ¢ chamada de série de Fourier da fungao f(z). Em vista das expressoes (8),(9) e (10), a
expressao analoga a (13) para os coeficientes é

/ f(z cos@da: e / f(z sen@dx (15)

As expressoes (15) sao conhecidas como Férmulas de Euler. Note que a expressao para ag é

estando, portanto, incluida em (15), para n = 0.

Séries de Fourier

Notagao. Para uma fungao continua por partes, indicaremos por f(z +0) e f(x —0) os limites
laterais

flx+0)= hm f(x) e f(x—=0)= lim f(x).

y—>z Yy—xr—

Teorema de Fourier. Seja f : R — R uma fungdo 2L—peridédica continua por partes e
possuindo uma derivada primeira f’(x) também continua por partes (em cada intervalo limitado,
pode existir um numero finito de pontos onde a funcao nao é derivavel, mas nestes pontos devem
existir os limites laterais da derivada). Sejam a,, e b, as seqiiéncias definidas pelas férmulas (15)
e consideremos a série de Fourier (14) da fungao f(z). Entao a série de Fourier de f(z) converge
para todo valor de x e sua soma vale

f(x), se x é ponto de continuidade

% Z( cos——i—b senmIT/I> =9 f(z+0) + f(z—0)
= 2 9

se = é pt. de descontinuidade

Exemplo. Seja f : R — R 27r—periddica e tal que f(z) = 2? para 0 < z < 2.

472

Vamos ter

o
f(z) = % + Z (an cosnz + by, sennx).
n=1

Para calcular os coeficientes deveriamos integrar

an = — f(x) cosnx dx.

L "

Como f(x) = 22, para 0 < x < 7 mas tem uma definicio diferente para —7 < x < 0, terfamos
que decompor esta integral na soma de duas, uma para x entre 0 e 7 e a outra entre —m e 0.
Em vez disto, fica mais facil deslocar o intervalo e calcular
1 2m
ap, = — f(x) cosnx dx.
T Jo
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E possivel fazer isto pois o integrando é periédico e seu periodo coincide com o comprimento do
intervalo de integracao. Portanto,

=2
1, 1[z%sennx 2zcosnr 2sennz] " 4
ap = — z°cosnrdr = — + 5 — 3 =—.
™ Jo T n n n 20 n
Analogamente,
2w 2 =27
1 9 1 r“cosnr 2xsennr  2coSnx 4
b, = — zésennrdr = — | — + 5 + 3 = ——.
T Jo T n n n 2=0 n
¢ 2
1 T 872
ag = — rédr = —.
™ Jo 3
Entao,

n2 n

(@) 472 +4i cOsSNT  TSsSenne
x = —_—— .
3 n=1

Em particular, x = 0 é um ponto de descontinuidade, no qual os limites laterais valem f(0+) = 0
e f(0—) = 472, Assim,
472 +0  Ar? = 1
am”+0 _ ar 45—

— +
2 )
2 3 =
de onde segue que
=1 2
n=1
Para x = 7, obtemos
42 = (=)
= f(r) 3+4Z(n2)
n=1

Segue que

2 © n—1
n=1
Observagao. No estudo do Célculo, usando os critérios de convergéncia de séries, se mostra
que a série ) % converge, mas nao se tem idéia nenhuma do valor da soma. A igualdade (16)
é um resultado famoso, que foi obtido por Euler. O fato de que aqui ela foi deduzida a partir
de uma aplicacao do Teorema de Fourier mostra a forca deste teorema. E muito surpreendente
a relagao desta série com o nimero 7. Em exemplos futuros veremos que as séries » 7714 ey, %

também estao relacionadas com 7.

Neste curso nao faremos a demonstracao do Teorema de Fourier, mas num curso mais
avancado ela deve ser feita.

Funcoes pares e impares

Defini¢gao. Uma funcao f : [-L,L] — R, definida em um intervalo simétrico em relacao &
origem, é dita uma funcdo par se

f(—z) = f(z), para todo z. (17)



Note que a condigao (17) diz que dado um ponto (z, f(z)) no gréifico da fungao, o ponto simétrico
dele em relacao ao eixo Y, isto é, o ponto (—z, f(z)), também é um ponto do gréfico. Portanto,
a funcao f: [—L, L] — R é par quando seu grafico for simétrico em relagao ao eixo Y.

Exemplo. Para n inteiro par, f(z) = 2™ é uma funcao par. As fungoes g(z) = |z| e h(z) = cosx
também sao fungoes pares.

Observagao. Segue imediatamente da simetria em relagdo o eixo Y que se f : [-L,L] - R é
par, entao
L L
/ flx)dx = 2/ f(x)dx.
—L 0
Definicao. Uma funcao f : [-L,L] — R, definida em um intervalo simétrico em relacao a

origem, é dita uma funcdo impar se
f(=x) = —f(z), para todo x. (18)

Note que a condi¢ao (18) diz que dado um ponto (z, f(x)) no gréafico da fungao, o ponto simétrico
dele em relagdo a origem (—z,—f(x)) também é um ponto do grafico. Portanto, a funcao
f:[-L,L] — R é impar quando seu gréfico é simétrico em relacao & origem.

Exemplo. Para n inteiro fmpar, f(z) = 2z é uma fungao impar. A fungao g(x) = senzx
também é funcao fmpar.

Observagao. Segue imediatamente da simetria em relagao a origem que se f : [-L,L] — R é
impar, entao

/LLf(a;)dx:O.

Série de Fourier de uma funcgao par. Seja f : R — R for par e 2L —periddica. E facil ver

que o produto de uma fungdo par f(x) por uma fungao impar g(x) é impar. De fato, como

nwr

f(=z) = f(z) e g(~2) = g(z), segue que f(~z)g(~z) = —f(z)g(z). Portanto f(z)sen —— &

impar. Entao,
b 1 /L @) mrxd 0
= — x)sen — dx = 0.
" L), L

Portanto a série de Fourier de uma funcao par nao contém nenhum dos senos, que sao fungoes
fmpares. Contém somente os cossenos e a constante, que sao fungoes pares. Além disto, como

o produto de fungoes pares é par, f(x)cos nLL:r é par. Logo,
2 (L 2 (L
an:L/O f(:v)cosnljﬂdx, e an:L/O f(x) dx.

Série de Fourier de uma funcao impar. Analogamente, se f : R — R for impar e 2L—
periddica, sua série de Fourier s6 vai conter os senos, que sao func¢oes impares também e nao vai
conter nenhum dos cossenos nem a constante, que sao funcoes pares. Além disto,

9 L
bn:L/O f(a:)senﬂLxda:.

Exemplo. Consideremos a fungao dada pelo grafico abaixo.
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L -1 i

Esta funcao é impar é 2r—periddica. Entao

flx) = Z by sennz
n=1

com
2 [T 2 [T 2 21— (="
bnz/ f($)sennxdx:/ sennzdr = —— 2N (- ))
m™Jo ™ Jo s n 0 n
Entao,
—, sen é impar
bn: nm
0, se n é par
Logo,

J@=2\"1 5

™

4 ( senxz sen3dxr  senbx N )

™
FEm particular, para z = 5 obtemos

ou seja,
T 1 1 1
e e T 19
4 3+5 7+ (19)

Obs. A igualdade (19) também é um resultado famoso e foi obtida pela primeira vez por Leibniz.

Exemplo. Consideremos f(x) a funcao 2r—periédica dada pelo grafico abaixo

—T ‘ T 2

Como o grafico tem simetria em relagao ao eixo Y, esta funcao é par. Entao b, =0 e

2 [T 2 [T 2 *
an—/ f(a:)dw—/ xcosxdx_[:zsennx_i_cosnx
T Jo T Jo

2
T n n —r

=T

_ 2cosnm—1 2((-1)"—1) | o seneimpar

0, se n é par

2 [T 2 [T
aO:/ f(z)dx = / xdr =T.
T Jo 0

Também

3 |



Portanto

(@) T 4 cosx+cos3x+cos<5m+ ZCOS (2n+ 1)z
r)= — — — . — —
2w\ 12 32 52 (2n+1)2
FEm particular para x = 0, obtém-se o resultado surpreendente
T 4 1 1 1
0=f0==-—-——(1 .
1(0) 2 7T<+32+5+72+ )’
ou seja,
72 1 >
— =1 20
8 * 32 Z:: 2n +1)2 (20)

Um fato curioso é que a partir de (20) podemos novamente obter a soma da série (16). De fato,
pondo

o0

111
Z = +32+ + gt

queremos descobrir o valor de S . Agrupamos os termos da seguinte forma

11 11 1
S=(l+tgmt+tst)+(gtetat

PPy (S
R 22 42 62 ‘

1
Colocando e evidéncia no parénteses acima, temos

Usando (20), temos

™ 1 11 1
S=— 1
8+ (—i— +32+ + ),
ou seja,
2 1
S=—+4-5.
8+4
2
Segue queSzF,isto é,
2 (o]
m 1 1 1
I 14+ = —
6 +22+3 z::n

Série de Fourier—Cosseno e Série de Fourier-Seno

As séries de Fourier estudadas acima servem para expandir uma funcdo periddica. Mas servem
também para expandir uma funcao f : [-L, L] — R, cujo dominio nao é todos os reais, mas é
apenas um intervalo simétrico centrado em 0. De fato, uma fungdo f : [-L, L] — R pode ter
estendida como uma funcao 2L—periddica definida em todos or reais.

Vamos passar a estudar agora uma outra situagdo. Agora nossa fungdo vai estar definida
apenas de f : [0, L] — R. Vamos primeiro estender seu dominio, definindo f(z) também para
L < x < 0. Existem infinitas maneiras de fazer isto, mas duas delas tém utilidade pratica.
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Estendendo como funcdo par.

Tomamos o gréfico de f : [0,L] — R e refletimos em relagdo ao eixo Y, ou seja, pondo
f(=z) = f(x), para z € [0,L]. Agora temos f : [-L,L] — R. Em seguida podemos ainda
estender novamente o dominio e ter f : R — R 2L—periédica. Usando as séries de Fourier
estudadas anteriormente, obtemos

nmx nmw
+ E Gp COS —— , com f ) cos — dx.

A expressao acima para f(x) em série de Fourier, é vélida para todo x real, mas interesa-no
apenas os x para os quais a funcao estava inicialmente definida.

Conclusao: Podemos expandir fungoes f : [0, L] — R em série

o0 L
2
I%Jr E_ aw:os?, para0 <z <L, com an:L/O f(x) cos?dx.

Estendendo como funcdo impar.

Tomamos o grafico de f : [0,L] — R e estendemos a funcdo, tomando os pontos simétricos
em relagao a origem. Tem o mesmo efeito primeiro refletir o grafico em relacao ao eixo Y e
novamente em relacao ao eixo X. Analogamente temos

Conclusdo: Podemos expandir fungoes f : [0, L] — R em série

x):ancos?, para0 <z < L, com bn:L/O f(z) senn—zzd:c.

n=1

Note que ao estendermos a fungao como impar, o ponto 0 necessariamente torna-se um ponto
de descontinuidade, a menos que tivéssemos f(0) = 0. Por esta razao x = 0 foi excuido do
intervalo de validade da igualdade acima. Da mesma forma estendendo como impar e depois
como periddica, L se torna um ponto de descontinuidade também, sendo também excluido do
intervalo de validade.

Exemplo. Consideremos a fungao f : [0,7] — R, f(z) = x. Vamos obter para ela duas
expansoes.

Em série de cossenos:

4 -
2 [T 2 [xsennx cosnx]® " T Zg2 SeTveimpar
ap = — z cosnrdr = — + 5 =
T Jo T n n 2—0 )
0, se n é par
Também
2 [T 2 [T
a():/ f(av)d:v:/ xdr = .
™ Jo ™ Jo
Portanto,
™ 4 cosx+0083x+cos5x+ T 4 = cos(2n + 1)z 0<z<n)
r=r_ = =2 = = x < ).
2 w2\ 12 32 52 2w (2n+1)? ’ -
FEm série de senos:
2 [T 2[ wcosnz  sennz|"" 2cosnm  2(=1)""1
b, = — r sennrdr = —|— + 5 = — =
T Jo T n n 0 n n
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Portanto,
TL

x—2z sennx’ (0<z<m).

Note que a expansao acima é valida para x = 0. Isto se deve ao fato de que como f(0) = 0,
x = 0 é um ponto de continuidade da extensao impar da funcao.

Temos assim duas expansoes

cos(2n + 1)z >
2 7722 (2n +1)2 Z::

) Lsennx
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