Secao 18: Equacao da Onda

Nesta secao comegamos o estudo das equagoes diferenciais a derivadas parciais, abreviada-
mente EDP’s. Comecamos pela equacao da onda. Um exemplo de situagdo em que a equagao
da onda da onda ocorre é no problema da corda vibrante.

Problema da corda vibrante. Consideremos uma corda (de um instrumento musical) esti-
cada, submetida a uma certa tensao e presa pelas extremidades. A corda vai realizar oscilagoes
livres (sem amortecimento) em torno de sua posicao de equilibrio, sujeita apenas a ac¢ao da forga
restauradora elastica, que tende a trazer a corda de volta & posicao de equilibrio. Embora nao
facamos aqui a deducao da equacao da onda, vamos indicar as hipdteses sob as quais ela é valida
e pode ser deduzida:

— a corda é homogénea constituida de um material flexivel,
— o0 movimento se d4 apenas em um plano,

— o movimento se cada particula da corda é apenas na direcao transversal, ou seja, perpen-
dicular a posicao de equilibrio da corda,

— as oscilagoes sao de pequena amplitude, de modo que podemos considerar que o compri-
mento da corda e, em conseqiiéncia, a tensao nao se alteram com a passagem do tempo.

Se L é o comprimento da corda, associamos coordenadas x, de 0 a L, a cada um de seus pontos.
Seja u(x,t) o deslocamento do ponto da corda de coordenada x no instante t. Consideramos que
u(x,t) > 0 quando o ponto se desloca para cima e u(z,t) < 0 quando o ponto se desloca para
baixo da posicao de equilibrio da corda.

Prova-se que a funcao de duas varidveis u(x,t) satisfaz a EDP (equacao diferencial parcial)
Ut = gy (1)

chamada de equacao da onda. Embora nao se faca aqui uma deducao da equacao da onda,
podemos ver que ela é razoavel. De fato, uy(z,t) é a aceleragdo no ponto z no instante ¢. A
22 lei de Newton nos diz que essa aceleracao é diretamente proporcional a forca. Mas a tnica
forca que esta agindo é a forga restauradora eldstica. E intuitivo que a forca eldstica é causada
pela curvatura da corda. Como estamos considerando apenas o caso de oscilagdes de pequena
amplitude, a derivada segunda u,,, que é a taxa de variacdo da declividade u, da corda, d&
uma boa aproximacgao da curvatura. Portanto, a aceleracao u; é diretamente proporcional a
curvatura ;. E exatamente isto o que afirma a equacao da onda (1).

Ao contrario do que fizemos com as EDQO’s, ndo vamos estudar aqui uma EDP sozinha. Por
exemplo, ao estudarmos a equacao da onda, nossa abordagem nao serd a de procurar primeiro a
solucao geral, para depois aplicar outras condigoes. Vamos sempre encontar a solugao da EDP
que satisfaz também outras condigoes.

No caso da equacao da onda, se a corda estiver presa nas extremidades x = 0 e x = L, nesses
pontos o deslocamento vai ser 0. A funcao vai satisfazer as condigoes

u(0,t) =0, u(L,t) =0, para todo ¢ > 0. (2)

As condigbes (2) sao chamadas de condi¢oes de fronteira ou também condi¢des de contorno.

Além disto, como em qualquer problema mecanico, precisamos dar a posicdo e a velocidade
iniciais. No caso, a posi¢ao e velocidade iniciais de qualquer ponto da corda. Portanto, precisam



ser dadas duas funcoes f : [0,L] - R e g: [0,L] — R. Como essas duas fungoes, formamos as
condicdes iniciais

u(z,0) = f(x) para todo z € [0, L]. (3)

ut(x,0) = g(z) para todo z € [0, L]. (4)

Exemplo 1. Resolva o problema abaixo, representando oscilacoes em um corda com extremi-
dades fixas que é dedilhada no ponto médio, partindo do repouso.

_ 2
Utt = C” Uy

w(0,8) = u(L,t) = 0 Wl i)
u(x,0) = f(z) :

Solugdo: Comegamos procurando uma solugao u(zx,t) da forma
u(z,t) = @(z)ip(t). (5)

Fisicamente, as fungoes da forma (5) acima representam ondas estaciondrias na corda, isto é,
vibracoes na corda em que apenas a amplitude, mas nao o formato da corda, se altera com a
passagem do tempo. Note que para uma oscilagao na corda dada por (5), em um dado instante
to o formato da corda é dado pelo grafico da fungdo x — ap(z), onde « é o fator de amplitude
a = Y(t,). Portanto, do ponto de vista fisico, estamos procurando as ondas estaciondrias na
corda.

Substituindo (5) na equagao a onda, temos
p(x)y"(t) = " (2)u().
Por divisao podemos separar as variaveis:

V) _ o) )

Y(t)  p(x)

O lado esquerdo de (6) depende apenas de t ao passo que o lado direito depende apenas de z.
Portanto a tnica maneira de serem iguas é sendo a funcdo constante. Poderiamos justificar isto
dizendo: o lado esquerdo de (6) ndo depende de . Mas por ser igual ao lado direito, também
néao depende de t. Logo nao depende de nenuma das variaveis, isto é, é constante. Assim,

W) ()

= = A\ = const.
AY(t)  p(x)
Obtemos entao duas EDQO’s independentes,
() = Ap(x) (7)
Y(t) = APP(t) (8)
A condicao de fronteira u(0,¢) = 0 juntamente com u(0,t) = ¢(0)y(¢) nos diz que
p(0) =0 (9)



ou
¥(t) =0, para todo t.

Na eventualidade de 9 (t) = 0 para todo t, terfamos u(x, t) = 0 para todo = e para todo t. Esta é
a solugao trivial. Nao estamos interessados nela. De antemao ja sabiamos que seria uma solucao
de nossa equacao diferencial. Nao necessitamos fazer tudo isto para encontra-la. Queremos
encontrar as solugdes nao triviais.

Analogamente, da condicao de fronteira u(L,t) = 0 segue que

(L) =0 (10)

Dentre as duas equagoes diferenciais (7) e (8), comegamos com (7), pois para a funcao ¢(x)
temos informacgoes adicionais. Vamos estudar o problema de valor de fronteira

{ @ (x) = Ap(x)
©(0)=0, @(L)=0

Note que a incégnita no problema (11) é um par, uma funcdo ¢(z) e um nimero A. A equagao
diferencial do problema (11) tem como equacgdo caracteristica k2 — X = 0 (k é a varidvel da
equagao caracteristica).

Caso 1: A > 0. Entdo A = p?, com p > 0.

Neste caso a equacdo caracteristica é k> — u? = 0 e, portanto, tem raizes reais k = +u. Entdo,
as solugoes da EDO sao

(11)

p(x) = Ae!® + Be H*.
Aplicando a primeira condi¢ao de fronteira, obtemos
0=¢(0)=A4+B = B=-A = o¢x)=AE""—eH").
Aplicando a outra condicao de fronteira, temos
0=p(L) = A(et — e 1),

Como etl — e #E £ 0, pois el > €0 =1 e e # < ¥ = 1, segue que A = 0. Portanto,
¢(x) = 0 para todo z. Segue que u(x,t) = 0 para todo (z,t). Portanto no primeiro caso
obtemos a solucao trivial u(x,t) = 0, que nao nos interessa. J& sabemos que a fungao constante
u(x,t) = 0 é uma solugdo da equagao da onda e das condigoes de fronteira. Nao precisamos
fazer isto tudo para descobri-la novamente.

Caso 2: A= 0.
Neste caso, em (7) a EDO fica ¢”(x) = 0. Entao, ¢'(z) = A e p(x) = Az + B. A condicao
©(0) = 0 nos diz que B = 0. Logo ¢(z) = Az. A condicao ¢(L) = 0 implica que A = 0 e,
portanto que ¢(z) = 0 é a solugao trivial.

Caso 3: A < 0. Entdao A = —p?, com p > 0.
Neste caso a equacdo caracteristica é k2 + u? = 0 e, portanto, tem raizes complexas k = Fipu.
As solugoes da EDO séao

() = Acos ux + Bsen px.

Aplicando as condicoes de fronteira, obtemos 0 = ¢(0) = A. Entao,
o(z) = Bsen uz.

Também 0 = ¢(L) = BsenpuL. Logo B = 0 ou senul = 0. Se B = 0, entao ¢(x) =0 é a
solugao trivial. Portanto para obtermos solugao nao trivial devemos ter sen u. = 0, ou seja, uL
da forma pulL = nm, com n inteiro. Como p > 0, entao

H L’ com n ) Sy
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Concluimos que as solugoes nao triviais de (11) s@o as fungoes

on(x) = By, sen ?, com n=1,23,... (12)

com os \ correspondentes dados por

Substituindo este valor de A na equacao diferencial (8), obtemos

WD) + (C’z”)gw(t) ~0

cuja solugao geral é

t
Yn(t) = Dy, cos c —|— E, sen CTZT (14)
Multiplicando as fungées (12) e (14), obtemos
t t
up(x,t) = <Dn cos c727r + E, sen c727r ) sen ﬂLx, n=123,... (15)

que representa as ondas estaciondrias na corda. A constante B, é desnecessaria, pois por mul-
tiplicagdo pode ser incorporada as constantes D,, e E,. Note que as fungoes (15) satisfazem a
equagao diferencial (da onda) e as condigoes de fronteira, quaisquer que sejam as constantes D,, e
E,. Ainda nao levamos em conta as duas condicoes iniciais. Antes disto, fazemos a superposicao
das fungoes dadas por (15), obtendo

t t
Z Un (2, 1) Z <Dn coS CWZT + E, sen CWZT ) sen % . (16)

n=1

A equacdo da onda é uma equacao linear homogénea, pois pode ser escrita na forma wuy —c2ugy =
0. Segue que a soma de solugdes também é solucao. Como as u, sao solugoes da equagao da
onda, segue que u dada por (16) também é. As condigoes de fronteira que estamos considerando
também sao homogéneas. Como para cada n, u,(0,t) = 0, temos que u(0,t) = 0. Pela mesma
razao, u(L,t) = 0. A idéia agora é ajustar as constantes D,, e E, para que a fun¢ao dada por
(12) satisfaca também as condicoes iniciais.

Fazendo t = 0 em (16), temos

f(z) = u(z,0) ZD senw

A linha acima nada mais é do que a representagao da fungao f(z) em série de senos. Portanto,

/ f(z)sen w dx. (17)

Derivando (16) em relagao a t, obtemos

(o ¢]
t t
Z( D sen CTZT + ?En cos CTZT ) sen nfzx

n=1




Fazendo t = 0, segue

0 =w(x,0) = CTILIW E, sen mIT/x

n=1
Mas a unica representacao da funcao constante igual a 0 em série de senos é com todos os
coeficientes iguais a 0. Logo,
E,=0.
A solugao de nosso problema é

o
t
u(x,t) = Z D, cos anﬂ sen L (18)
n=1

L

Para calcular a integral (17) temos que, em principio, decompor na soma de duas integrais

E perfeitamente possivel calcular deste modo, mas vamos fazer uma observacao que diminui
muito o trabalho para calcular D,. Assim como o grafico de uma funcao par é simétrico em

relacdo ao eixo Y, o grafico da funcdo f(z) é simétrico em relagdo a reta x = %, ou seja,
f(% + x) = f(% — a:) Vejamos se os senos também tém esse tipo de simetria. Para n impar
X . , . , ~ B nz
isto é verdade, tragando os graficos, verificamos que para n fmpar a funcao g(z) = sen

satisfaz g(% + ZL') = g(% — IL‘) Portanto, o produto das duas tem o mesmo tipo de simetria, e
em conseqiiéncia, nao é necessario integrar em todo o intervalo [0, L]. E suficiente integrar no

intervalo [0, %] e tomar o dobro da integral. Logo,
L
D 4 /2 2hx nwx d 3
= — ——sen — dx ara n impar
n=T s L I3 ) p par,

ou seja,

8h L @n+lre L2 2n + 1)1z ?
= —F | — 57— —X COS Sen
L? 2n+ )7 L (2n 4 1)2x2 L 0
8h 2n+ )7 8h(—1)"
= ———5 * Sen == .
(2n + 1)272 2 (2n 4 1)272

Analogamente, para n par os senos tém uma simetria semelhante a de funcoes impares. Tracando

. . ~ o ne . .~ L .
os graficos, verificamos que para n par a fungao g(x) = sen 5* satisfaz a condicao g(g — a:) =

—g(% + x), ou seja, seu grafico é simétrico em relagao ao ponto (%, 0). Logo,

9 L
D, = / f(x)sen T e = 0, para n par,
L J, L

ou seja,
Doy, = 0.

Substituindo esses valores, finalmente encontramos que a solugao de nosso problema, é

8h (=)™ (2n + 1)emt (2n+ Dz
t) = o .
u(@, ) 72 —(2n+ 1)2 o8 L sen L



Conclusoes. A igualdade (16) nos diz que o movimento da corda, neste e em qualquer outro
exemplo semelhante, é a superposigao de uma infinidade de oscilagoes periddicas u,(z,t) dadas
por (14). Cada wuy,(x,t) é uma onda estacionaria

un (2, t) = @n(2)Pn(t),

que é periddica em t, com periodo P, = % e freqiiéncia f, = P%L = 57 = nfi. Cada um
dos u,, representa uma possivel oscilagao livre na corda, e sua freqiiéncia f,, é um multiplo
da freqiiéncia mais baixa f1, chamada fregiiéncia fundamental da corda. Portanto, uma corda
vibrante possui uma infinidade de freqiiéncias naturais de vibracao, todas elas multiplos da
freqiiéncia fundamental. Veremos que uma membrana vibrante também tem uma infinidade de
frequéncias naturais de vibracao, mas essas freqiiéncias nao sao todas multiplos da freqiiéncia
mais baixa. Isto explica porque é facil produzir uma melodia em um instrumento de cordas,
mas nao num tambor! Vimos que um sistema formado por duas massas e duas ou trés molas
pode ter mais de uma freqiiéncia natural de vibragao. Na corda vibrante temos uma infinidade

de freqiiéncias naturais.

O método da separacao de variaveis. O método que acima foi empregado para resolver o
problema de condigoes iniciais e de fronteira para a equagao da onda considerado no Exemplo 1,
chama-se método da separacdo de varidveis e serd sistematicamente empregado para resolver
EDP’s. O método da separacao de variaveis consiste em comegar procurando solugoes da forma

u(z,t) = p(x)i(t).

Outro tipo de condicao de fronteira: Fronteira livre. Outra situagao que é descrita
pela mesma equagao da onda é quando se tem vibracoes longitudinais em uma mola. Agora
u(x,t) mede o deslocamento longitudinal de um particula que, na posigao de equilibrio da mola,
ocupava originalmente a posigao de coordenada x. No instante ¢, esta mesma particula vai ocupar
a posi¢ao de coordenada z + u(z,t). Num dado instante ¢, um determinado trecho da mola,
estard comprimido ou dilatado, conforme a fungdo x — wu(z,t) for decrescente ou crescente.
Portanto compressao corresponde a u, < 0, ao passo que dilatacao corresponde a u, > 0. Uma
extremidade livre da mola s6 recebe forca de um dos lados, portanto nao pode ser comprimida ou
dilatada. Logo, matematicamente, descrevemos o fato de uma extremidade ficar livre, através
da condicao u, = 0. Uma situacao andloga sao ondas de som em um tubo, como em uma flauta.
Trata-se de ondas de compressao e rarefacdo. Como na mola, sao vibragoes longitudinais (as
particulas se movem na mesma diregdo que a onda). Se, por exemplo, a extremidade x = 0
estiver fechada, teremos a condigao de fronteira u(0,t) = 0. Se, por exemplo, a extremidade
x = L estiver aberta, teremos a condigao u,(L,t) = 0, andloga & condi¢ao de extremidade livre
na mola.

Condigoes de extremidade livre também podem ser pensadas na corda vibrante, mas exigem
um mecanismo um pouco mais engenhoso para manter a tensao na corda.

Exemplo 2. Resolva o problema abaixo, que representa oscilagoes em uma corda com extre-

midade livres.
Ut = Uz 0<zxz<L,0<t< )

uz(0,t) = ug(L,t) =0 (0<t<o0)
u(z,0) = f(x) (0<z< L)
u(z,0) = g(x) (0<z <L)

Em seguida escreva a solugdo para o caso de f(z) =0e g(z) =1, para 0 < z < £ e g(2) = 0,
para % <x < L.



Solucdo: Utilizando o método da separagao de varidveis, comegamos procurando u da forma
u(x,t) = p(x)1p(t). Substituindo na equagao da onda, obtemos

p(x)y"(t) = " (2) ().
Por divisao podemos separar as variaveis:

V) _ ¢ a) 19)

(t)  plx)

O lado esquerdo de (19) depende apenas de ¢t enquanto que o lado direito depende apenas de .
Como vimos no Exemplo 1, a inica maneira de serem iguais é sendo a fungao constante. Entao,

() _ ()

o) = o) = A\ = const.
Obtemos duas EDQO’s independentes,
¢"(x) = Ap(2) (20)
U(t) = Mp(t) (21)
A condigao de fronteira u,(0,¢) = 0 juntamente com u,(0,t) = ¢'(0)1(¢) nos diz que
¥'(0)=0 (22)

ou
Y(t) =0, para todo t.

Se 1 (t) = 0 para todo ¢, terfamos u(z,t) = 0 para todo = e para todo t, isto é, a solucao trivial.
Queremos eoncontrar as solugoes nao triviais. Por isto, vamos trabalhar com a condicao (22).
Analogamente, da condicao de fronteira u,(L,t) = 0 segue que

¢'(L) = 0. (23)

Dentre as duas equagoes diferenciais (20) e (21), comegamos com (20), pois para a funcao ¢(x)
temos mais informagdo. Vamos estudar o problema de valor de fronteira

{ ¢ (z) = Ao(z)
¢'(0)=0, ¢'(L)=0

Note que a incégnita no problema (24) é um par de objetos, uma fungao ¢(z) # const. = 0 e um
nimero A. A equacao diferencial do problema (24) tem como equacio caracteristica k? — X = 0.
Precisamos considerar trés casos.

Caso 1: A > 0. Entdo A = p2, com p > 0.
Neste caso a equacdo caracteristica é k? — u? = 0 e, portanto, tem raizes reais k = +u. Entdo,
as solugoes da EDO sao

(24)

p(x) = Ae!® + Be H*.
Para aplicar as condigoes de fronteira, primeiro derivamos a fungao,
¢ (x) = Aue'® — Bue H*.
Aplicando (22), obtemos (A — B)u = 0 e, portanto, A = B. Segue que
o(x) = A(et” + e 1)
o' (x) = Ap(eh® —e7i).
7



Aplicando (23), obtemos
A,u(e“L - e_”“L) =0.

Para um produto dar 0, pelo menos um dos fatores precisa se anular. Mas et — e=#L =£ 0, pois
et > €0 =1ee M < e =1. Também pu # 0, pois p1 > 0. Segue, A = 0. Logo, no caso 1
temos s a solucao trivial.

Caso 2: A= 0.
Neste caso, em (7) a EDO fica ¢”(z) = 0. Entao, ¢'(x) = A e ¢(x) = Az + B. As condigoes
¢ (0) =0e ¢'(L) = 0 nos dizem que A = 0. Logo, temos a solugdo nao trivial ¢o(z) = By e
Ao = 0.

Caso 3: A < 0. Entdao A = —p?, com p > 0.
Neste caso a equacdo caracteristica é k? + u? = 0 e, portanto, tem raizes complexas k = Fisu.
As solugoes da EDO sao

() = Acos ux + Bsen px.

Para aplicar as condic¢Ges de fronteira, derivamos
¢ (z) = p(—Asen ux + B cos ux).
A condicao ¢’'(0) = 0 nos diz que devemos ter By = 0 e, portanto, B = 0, pois u > 0. Entao,

o(x) = Acos ux
¢ (r) = —pAsen px

A condicao ¢'(L) = 0 nos diz que devemos ter pAsen uL = 0. Pelo menos um dos trés fatores
deve se anular. Sabemos que p > 0. Se A = 0, vamos ter a solucao trivial p(z) = 0. A tinica
maneira de ter solugao nao trivial é se sen uL = 0, ou seja,

= —, :1,2,3,..-
n 7 com n

Concluimos que as solugoes nao triviais de (24) sao

2
on(z) = Ay cos nLﬂ, An = —(T) , com n=123,... (25)

e ainda
gpo(:n) = Bo N )\0 =0. (26)

Substituindo estes valores de A na equacao diferencial (21), obtemos

o (”L“)Q«z}(t) o,

cuja solugao geral é

t t
Y (t) = Dy, cos % + B, sen % , sen>1 (27)
e
o(t) = Dot + Ey se n = 0. (28)
Multiplicando as fungdes (25) e (27), obtemos
t t
un(x,t) = <Dncosn£r + E, sen ?)Ancos ?, n=12,3,... (29)
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e multiplicando (26) e (28), obtemos
uo(x,t) = Bo(Dot + Ey) = Dot + Ep , se n=0. (30)

Note que as constantes A,, e By sdo desnecessarias, pois por multiplicacao podem ser incorpo-
radas as constantes D,, e E,. Note que as fungoes (29) e (30) satisfazem a equacao diferencial
(da onda) e as condicoes de fronteira, quaisquer que sejam as constantes D, e E,. Ainda nao
levamos em conta as duas condigOes iniciais. Antes disto, fazemos a superposicao das fungoes
dadas por (29) e (30), obtendo

o o0
t t
u(z,t) = Z un(z,t) = Dot + Eo + Z (Dn cos % + E, sen Tl;) cos n—zx . (31)
n=0 n=1
Como no Exemplo 1, fazendo ¢t = 0, temos
> nwr
f(:c):u(:c,O):Eo—i—ZDncosT, para0 <z <L
n=1
e, portanto,
2 L
Dn:/ f(ac)cos.@alar:7 paran=1,2,3,.... (32)
L J, L

p . ap ~ , . .
Também o coeficiente Ey desempenha o papel de — Da expansao em série de Fourier-cosseno.

Portanto,
1 L
Ey = / f(x)dx. (33)
L Jo

Derivando (31) em relagdo a t, temos

oo
nm nmt nmw nmt nmwT
ug(x,t) = Do + Z <—DnL sen —— + Enf cos L) cos —— .

Fazendo ¢t = 0, obtemos

oo
g(x) = u(x,0) —Do+n§:1EnnL7T cos?, para 0 < x < L.
Segue que
nr 2 [ T
E—=— it
nT =1 /0 g(z) cos dz,
ou seja,
9 L
E, = mr/o g(x) cos 7717[7/37 dx (34)
e que
1 L
Dy = / g(x)dx. (35)
L Jo

Conclusao: A solucao do problema é dada pela série (31), onde D,, e E, sdo dados por (32),
(33), (34) e (35).



Exemplo 3. Resolva o problema abaixo, que representa oscilagbes amortecidas (com atrito) em

uma corda com extremidades livres.
Ut = Ugy — 2 Ut O<z<m,0<t<o0)

uz(0,t) = ug(m,t) =0 (t>0)

u(z,0) = f(x) (

ug(z,0) = g(x) 0<z<m)

0<z<m)

onde f :[0,7] - R e g:[0,7] - R sdo fun¢oes dadas mas nao especificadas aqui.

Solucdo: Utilizando o método da separagao de varidveis, comegamos procurando u da forma
u(z,t) = p(z)(t). Substituindo na equacao diferencial do problema, como foi feito nos exemplos
anteiores, encontramos

U(t) — 20(x)¥/ (1)
t). Obtemos
) ) 200
() e(z)  p(t)

Raciocinando como nos exemplos anteriores, obtemos

VIt 2 _ (e)

P(t) ) elx)
Obtemos duas EDQO’s independentes,

o))" (t) = " (@

Para separar as varidveis, dividimos por ¢(x)y

)
(

¢ (@) = Ap(2) (36)

P"(t) + 24" () = M(t) (37)
Como nos exemplos anteriores, obtemos as condicoes de fronteria

¢'(0) =¢(m) = 0. (38)

Temos, entao, como nos exemplos anteriores, o problema de valor de fronteira
¢"(x) = Ap(x)
¢'(0)=0, ¢'(m)=0

cujas solugoes nao triviais (conforme estd explicado nos exemplos anteriores) sao

on(x) = Ay cosnx, Ay = —n2, com n=123,... (39)

4,00(1') = By, Ao = 0. (40)

Agora entramos com esses valores de A na equagao (37). Para n = 0, temos a EDO de 22 ordem
linear homogénea

() + 20/ (1) = 0. (41)
A equagao caracteristica é
k*+2k =0,
cujas raizes sdo k1 = 0 e ky = —2. Duas solucoes L.I. de (41) sdo e’ =1 e e~ 2 e a solucdo geral

é
Po(t) = Co + Doe™ . (42)
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Para n > 1, a equagao (37) fica

O (t) + 29 () + n*p(t) = 0. (43)
A equacao caracteristica é
k2 42k +n? =0, (44)

cujas raizes sao dadas por

9+ VA dn?
k= 5 e 1V -2 =1+ /(D)2 1).

Para n = 1, a equagao (44) tem raiz dupla k; = ko = —1 e, portanto, a solucao geral de (43) é
wl(t) = (Cl + Dlt)e_t. (45)

Para n > 2, a equagao (44) tem rafzes complexas k = —1 £ iv/n? — 1. Neste caso, a solugao
geral de (43) é

Un(t) = Cpe ' cos (t n? — 1) + D,e !sen (t n? — 1). (46)

Multiplicando (40) por (42), multiplicando (39) por (45) e também (40) por (46). Obtemos as
solucoes

uo(z,t) = Co + Doe™ 2%
ui(z,t) = (C1 + Dit)e Fcosx

un(xjt):e*t(Cncos(t n2—1)—|—Dnsen(t n2—1)>cosnx, para n > 2.

Fazendo a superposicao, encontramos

u(z,t) =Co + Doe 2 + (C1 + Dit)e tcosx

4
+Ze <C’ cos (tv/n?—1) + Dy sen (¢ n2—1)>cosm:. (47)

Fazendo t = 0, temos

f(z) =u(z,0) = 00+D0+Clcosx+zcncosnx.
n=2

a
Acima Cy + Dy estd desempenhando o papel do coeficiente 50 na série de Fourier-cosseno.
Portanto,

C’0+D0:71T/07Tf(x)dq:. (48)

Temos também

2 ™
Cp = / f(z) cosnxdz, paran =1,2,3,... (49)
T Jo

Derivando (47) em relacdo a ¢ e em seguida substituindo ¢ = 0 (para quem se sentir com
confianga, é possivel fazer tudo de uma sé vez, para evitar escrever muito), obtemos

9(z) = w(z,0) = —2Dg + (D1 — C1) cosz + Z (—Cn+Dpvn?—1)cosnz.
n=2
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Segue que

1 s
Dy = —5— | g(@)dz, (50)
2w 0
2 s
D,-C = 7T/ g(x) coszdr, (51)
0
2 s
—Cp+Dpvn?2—-1 = / g(x) cosxdz, (52)
T Jo

Portanto a solugao do problema é dada por (47), onde os coeficientes podem ser obtidos das
igualdades (48), (49), (50), (51) e (52).
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