Secao 19: Equacao do Calor

Consideremos um fluxo de calor em uma barra homogénea, construida de um material condutor
de calor, em que as dimensoes da secao lateral sao pequenas em relacao ao comprimento L. Em
geral, vamos considerar a situagdo em que as faces laterais estao isoladas, de modo que sé pode
entrar ou sair calor através das extermidades x = 0 ou « = L. Devido a hipétese de que a
secao lateral é pequena em relacdo ao comprimento, vamos supor que em cada instante ¢ todos
os pontos da secao de abscissa x estdo & mesma temperatura u(z,t). Utilisando-se as leis da
conducao do calor, pode-se provar que a fungao de duas varidveis u(x,t) satisfaz a EDP

U = gy, (1)

que é chamada de equacgdo do calor. A constante positiva c¢? em (1) depende da condutibilidade
térmica e do calor especifico do material do qual a barra é construida.

Tipos de condigao de fronteira.

(i) Extremidade mantida a uma temperatura prescrita: Se por exemplo, a extremidade z = 0
¢ mantida permanentemente a temperatura u = a, temos u(0,t) = a, para todo t > 0.

(ii) Extremidade isolada: O fluxo de calor através de uma secao de coordenada x da barra
depende, além das propriedades de condutividade térmica e calor especifico do material de que
é feita a barra, do gradiente de temperatura em x. Quanto mais rapidamente a temperatura
varia em relacao a x, mais energia térmica cruza através da secao. Isto é, o fluxo de calor
através da segdo de coordenada x é diretamente proporcional a u,(x,t). Se, por exemplo, a
extremidade = = 0 é mantida isolada, significa que o fluxo de calor através dela é 0. Portanto,
matematicamente o fato de que a extremidade z = 0 estd isolada se expressa pela condigao
uz(0,t) = 0.

Exemplo 1. Resolva o problema abaixo, representando transmissao de calor em uma barra em
que uma extremidade é mantida isolada e outra a uma temperatura prescrita.

Up = % Uy O<x<L, 0<t<+o0)
uz(0,t) =u(L,t) =0 (0 <t < 400)
u(z,0) =1 (0<z<L)

Solugdo: Utilizando o método de separacao de varidveis, comegamos procurando uma solugao
u(z,t) da forma

u(z,t) = @(x)P(t). (2)

Substituindo (2) na equagao do calor, temos
() (t) = " (2)p(1).
Por divisao podemos separar as variaveis:

V) ¢a) 5
p(t) ()

O lado esquerdo de (3) depende apenas de t ao passo que a lado direito depende apenas de

x. Portanto a Unica maneira de serem iguais é sendo a funcao constante, conforme ja vimos.




Poderfamos justificar isto dizendo que o lado esquerdo de (3) ndo depende de z. Mas por ser
igual ao lado direito, também nao depende de t. Logo nao depende de nenuma das varidveis,
isto é, é constante. Assim,

P't) _ ¢"(=)

= = A\ = const.
AY(t)  p(z)
Obtemos, assim, duas EDO’s independentes,
W' (t) = APp(t) (4)
¢ (z) = Xp(x) (5)

Para aplicar as condicoes de fronteira, primeiro notamos que de (2) obtemos

ux(x’ t) = 90/($)T/J(t)~

Portanto, a condigao u,(0,¢) = 0, isto é, u(0,t) = ¢'(0)y(t) = 0, nos diz que

¥'(0) =0 (6)

ou
Y(t) =0, para todo t.

Na eventualidade de 1 (t) = 0 para todo t, terfamos u(x,t) = 0 para todo x e para todo t. Esta
¢é a solucao trivial e ndo estamos interessados nela. O que queremos é encontrar as solugoes nao
triviais para fazer a superposicao delas.

Analogamente, da condicao de fronteira u(L,t) = 0 segue que

(L) =0 (7)

Dentre as duas equacoes diferenciais (4) e (5), comegamos com (5), pois para a funcao ¢(x)
temos informagoes adicionais. Vamos estudar o problema de valor de fronteira

{ 90:’(:1:) = Ap() ®)
¢'(0) =0, ©(L)=0

Note que a incégnita no problema (8) é um par, uma fungdo ¢(z) e um nimero A. A equagao
diferencial do problema (8) tem como equacdo caracteristica k2> — X = 0 (k é a varidvel da
equagao caracteristica).

Caso 1: A > 0. Entdo A = p2, com p > 0.
Neste caso a equacdo caracteristica é k> — u? = 0 e, portanto, tem raizes reais k = +u. Entdo,

as solugoes da EDO sao
o(x) = Ae!” + Be H*.

Temos que ¢ (x) = pu(Aet* — Be™#*). Aplicando a condi¢ao de fronteira (6), temos
0=/(0) = (A - B).
Como p # 0, pois é positivo, temos A — B, ou seja, A= B e
p(z) = A(e!® + e ).
Segue que aplicando a condigao de fronteira (7), temos
0=p(L) = A(e" + e HE).
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Como ett + e HE > (), segue que A = 0 e, portanto, ¢(z) = 0 é a solucdo trivial.

Caso 2: X =0.
Neste caso, em (8) a EDO fica ¢”(z) = 0. Entao, ¢'(x) = A. Da condigdo de foronteira (6)
segue que A = 0. Logo, ¢'(x) =0 e ¢(x) = B. A condi¢ao de fronteira ¢(L) = 0 nos diz que
B = 0. Obtemos que ¢(x) =0 é a solugao trivial.

Caso 3: A < 0. Entdao A = —p?, com p > 0.
Neste caso a equacio caracteristica k% + u? = 0 tem raizes complexas k = +ipu. As solucdes da
EDO sao

o(z) = Acos ux + Bsen ux.

Aplicando as condigoes de fronteira, obtemos 0 = ¢'(0) = Bu. Como p # 0, entdo B =0 e
o(x) = Acos ux.

Também 0 = ¢(L) = AcospuL. Logo A =0 ou cosul, = 0. Se A = 0, entao p(x) =0 é a
solugao trivial. Portanto, para obtermos solugao nao trivial devemos ter cos uL. = 0, ou seja, pL
da forma pl = (n + %)ﬂ', com n inteiro. Como p > 0, entao

(n+ Y

=—" =0,1,2,3,...
ILI/ L ) com n )y Sy

Concluimos que as solugoes nao triviais de (8) sao as fungoes

n+ )ma
gpn(x):Ancos(;yr, com n=0,1,23,... 9)
com os A correspondentes dados por
2
n+ L) n?

Substituindo este valor de A na equacao diferencial (4), obtemos a EDO de 12 ordem

cuja solucgao geral é

Y (t) = Dpe” 2 . (11)
Multiplicando as fungoes (9) e (11), obtemos

2
“2(”%) x2t n+

up(z,t) = Ape” L2 cos (LZ) , n=20,1,2,3,... (12)
A constante D, foi incorporada & constante A,. Note que as fungdes (12) satisfazem a equagao
do calor e as condigOes de fronteira, quaisquer que sejam as constantes D, e E,. Ainda nao
levamos em conta a condicao inicial. Antes disto, fazemos a superposicao das fungoes dadas por
(12), obtendo

2
c2 (n+%) n2¢ (n+ %)7['.’1:

oo o0
u(z,t) = Z up(z,t) = Z Ape” L2 cos ——=—. (13)
n=0 n=0

A idéia agora é ajustar a constantes A, para que a fungao dada por (13) satisfaga também a
condic¢ao inicial.



Fazendo t = 0 em (13), temos

e n 1 ™
Fa) = u(e,0) = 3 Ay cos +L2) , (14)
n=1

onde f(z) é a funcdo constante f(x) = 1. Note que a expansao (14) nao é exatamente uma
série de Fourier para uma fungao f : [0, L] — R, por causa do fator n + % em lugar de n. Por
isto, para analisar como podemos obter os coeficientes A,,, precisamos fazer um parénteses para
introduzir dois novos sistemas ortogonais de fungoes.

1
Observagao 1. As fungoes {cos M
em [0, L].

De maneira andloga ao que ja fizemos antes, utilizando a identidade

|ln=0,1,2,3,.. } constituem um sistema ortogonal

1
cosa-cosbzi cos(a + b) + cos(a —b) |,

é facil verificar que
ccos ———dr =1 [, (15)
2

Isto mostra a ortogonalidade do sistema de fungoes que estamos considerando. De acordo com
o estudo que fizemos de ortogonalidade, para expandir uma fungéo f : [0, L] — R na forma

o0 1
(n+3)mx
fla) =) Ancos—2—, (16)
n=0
os coeficientes vao ser dados por
2 [k n+ 3mx
Ap = L/o f(z) cos(L2)7rdx. (17)
- (n+l)m: , .
2. Analogamente, as funcoes {Sen+ |n=0,1,2,3,.. } em [0, L] também constituem
um sistema ortogonal em [0, L] e
0 sen#m
L n+ Nz m+ )T ’
/ sen % - sen % de =14 7, (18)
0 L L -, sen=m
2
Isto possibilita que se possa expandir uma funcao f : [0, L] — R na forma
> n+ Hmx
f(z) = Z By, sen ( L2) . (19)
n=0
os coeficientes sao dados por
2 [t n+ Hre
B, = / f(z)sen ( 2) dx (20)
L J, L



Em alguns problemas, dependendo das condi¢es de fronteira vamos precisar usar a expansao
(19).

Fechando o parénteses, voltamos a (14) no problema que estamos resolvendo. Utilizando a
expansao (16) para a funcao f(x) =1,

L
2 [F (n+ Hre 2 (L (n+ b 2 (n+ Hre
A, =— xcostx:/ oS 2 dr = sen 2
Segue que
2 sen ((n + %)W) 2(—1)"
A, = = :
" (n+3)w (n+ 3w
Substituindo em (13), obtemos, finalmente, que a solucao é
i 2(—1)" 2(n4d) (g Drx
u(x,t) = ——e 2 cos ——=—. (21)
= (n+g)m L
Exemplo 2. Resolva o problema
U = gy
(%) u(0,t)=a, u(L,t)=0
u(z,0) =0

Neste caso a extremidade x = 0 estd sendo mantida a uma temperatura que nao é 0. Esta é uma
condicao de fronteira nao homogénea. Por esta razdo o método de separacao de varidveis nao
pode ser aplicado diretamente, pois se somarmos fungoes satisfazendo a condigao u(0,t) = a, a
soma nao vai satisfazer esta condigdo. A condigao de fronteira u(0,t) = a s6 poderia ser usada
depois de fazermos a superposicao.

Devido a dificuldade apontada acima, o método de separacao de variaveis so se aplica quando
tanto a equagao diferencial quanto as condigoes de fronteira sdo homogéneas.

Vamos transformar o problema (x) em um novo problema que envolva condigdes de fronteira
homogéneas. Comegamos procurando uma funcao simples que satisfaca as condi¢oes de fronteira

do problema (x). Por exemplo, h(z,t) = a—% satisfaz h(0,t) = a e h(L,t) = 0 e tem a vantagem

de depender apenas de x. Para u solucao de (%), seja v = u — h. Entao, u = v + h e, portanto,
a
Ut = vt szvx'f'hxzvx_z € Upy = VUzx -

Portanto, v é solugao do problema

Ve = CQ’U;m;
(**) 'U(O,t) =0 ’ U(L7t) =0
v(z,0) = % —a

O plano agora é encontrar v resolvendo o problema (x%) por separagao de variaveis e entao obter
u como u = v + h. Nao continuaremos aqui, pois a resolu¢ao do problema (**) por separagao
de varidveis é andloga a outros exemplos ja feitos.



Exemplo 3. Resolva o problema

U = gy + 0O<zx<L, 0<t<+400)
(%) ¢ u(0,t) =0, wug(L,t)=0 (0 <t <+400)
u(z,0) =0 (0<zx <L)

Este problema representa a difusao de calor em uma barra ao longo da qual uma fonte externa
comunica calor a uma taxa constante e cujos extremos sao mantidos um deles a tempreratura
w = 0 e o outro isolado. A equacdo diferencial u; — c*uy; = v é ndo homogéna. Para ele ndo
vale o principio de superposicao. O método de separacao de varidveis nao pode ser aplicado
diretamente pois a soma de solugoes nao é solugao. Vamos transformar o problema (x) em um
novo problema que envolva uma equagao diferencial homogénea e condigoes de fronteira também
homogéneas. Comegamos procurando uma fungao simples que satisfaga a equagao diferencial nao
homogénea do problema (x). Por exemplo, vamos tentar encontrar uma funcao w(z,t) = w(x),
dependendo sé de x, que satisfaca a equg¢ao diferencial e as condicoes de fronteira. Devemos ter

{ w'"+v=0
w(0) =w'(L)=0

Note que a solugao w(z,t) tem um significado fisico. Por ndo depender do tempo, ela representa
a situacao de equilibrio que a barra atinge depois de passado um tempo muito grande. Temos

ya?

w'(z)=-—=, w@=-5+A4, | w)=

L
Para que w(0) = w'(L) = 0, é necessrio que B=0e A = 7—2 Entao,
c

yx?  ~yLx

we) =9zt 7

Seja v = u — w. Para o operador diferencial linear £(u) = u; — c*tzz, temos
Llu)=~y e  Lw)=17.
Portanto,
L(v) = L(u) = L(w) =7y —7=0.

Logo L(v) = 0, isto é, v satisfaz a equagao usual do calor. Vejamos qual é a condigao inicial
satisfeita por v. Temos

2
YT vLx
v(z,0) = u(z,0) —w(z,0) =0 —w(z) = 92 @2

Finalmente, juntando todas essas informacgoes, temos que v satisfaz o problema

v = gy
(k) v(0,t) =0, wvg(L,t) =0
(z,0) = ya?  le
U= 50 c?

A ideia agora é encontrar v resolvendo o problema (xx) por separagao de varidveis e entdao obter
u como u = v 4+ w. O problema (xx) pode ser resolvido por separacao de varidveis. A resolugao
é muito parecida com a do Exemplo 1.



Comegamos procurando uma solugao v(z,t) da forma v(z,t) = ¢(z)y(t). Em vez do proble-
ma (8), vamos ter o problema

¢'(@) = Apla) )
©(0)=0, ¢'(L)=0
Como no Exemplo 1, concluimos que as solugdes nao triviais de (22) sao as fungoes
n+
on(1) :Ansen(;)ﬂ, com n=0,1,23,... (23)
com os \ correspondentes dados por
2
n+ L) n?
Ap = — ( L22) (24)
Como no Exemplo 1, encontramos
C2 (n+%)27\'2t
%(t) = Dpe L2 . (25)
De (23) e (25), obtemos
02(n+%)27r t n + l x
on(@,t) = Ane” 1% sen (L2)7r . o n=01,23,... (26)
e, por superposicao,
> > _e (”+%)2“2t (n+ Hmz
v(@,t) =Y vplz,t) =Y Ape 2 sen TZ (0<z<L). (27)
n=0 n=0
Aplicamos agora a condicao inicial. Fazendo ¢ = 0 em (27), temos
2 o 1
vyx® Lz (n+ 3)mx
ﬁ—7:v(0,t):zl4nsen7 (28)

n=0
Note que (28) é a expansao que corresponde a (19) na Observagao 2, acima. Temos, de acordo
com (20), que
2 (L (~y2? ALz (n+ %)WZC
An:LA (202_ cQ Seanﬂf.

Calculando a integral, obtemos

_ 2vL?
oem(nt i)’

Substituindo em (27) encontramos, finalmente,

Finalmente, a solugdo do problema original (%) é

2
2 L 2y L% & 1 _M n+ 3)mx
u(x,t):v(x,t)—i-w(x):—%4-’}/;;4- Zg e L2 sen%.

2c c come e~ (n—l—




