Secao 20: Equacao de Laplace

Notagao. Se u = u(z,y) é uma fungao de duas varidveis, representamos por Au, ou ainda, por
V2u a expressao
2
Au = VU = Ugp + Uyy,

chamada de laplaciano de u. No caso de funcao de trés variaveis, o laplaciano é dado por
2
Au = VU = Ugz + Uyy + U,
e analogamente para funcdes de mais variaveis.

Equacgao de Laplace: A equacdo de Laplace é a equacgao Au = 0. Em dimensao 2, a equacao
de Laplace é
Ugg + Uyy = 0.

Em dimensao 3, a equacao de Laplace é

Uy + Uyy + Uy = 0.

Exemplos de solugoes da equagao de Laplace em dimensao 2 sao u(z,y) = e cosy e v(x,y)
e”seny. Note que estas duas fungoes sao a parte real e a parte imaginaria da funcdo f(z) =
e* = e®TW. Para outras fungoes f(z) obtemos outros exemplos de funcdes que sdo solucdes da
equacao de Laplace:

f2)=22=(x+iy)? =2 -y +i2ry — wu(z,y) =22 —y* ¢ v(z,y) =2y
sao solucoes da equagao de Laplace

fz)=22=(x+iy)? — ulz,y) =23—-3zy* e v(z,y) =327y — >
sao solucoes da equagao de Laplace

Exemplos. Exemplos de situagoes em que a equacao de Laplace aparece:

(i) Fluxo estacionério de calor em uma placa. Consideremos uma placa condutora de calor
localizada em uma regido D C R? limitada por uma curva fechada ~. Usando as leis da conducio
do calor, pode-se mostrar que a temperatura u = u(z,y,t) satisfaz a EDP u; = ¢?Au, chamada
de equagdo do calor, onde Au = Uz +uyy é o laplaciano de u. Depois de transcorrido um tempo
muito grande, se a temperatura atingir o regime estaciondrio, isto é, u independente de ¢, entao
u; = 0 e a equagao do calor toma a forma

Au =0,

que é a equacao de Laplace. Pela mesma razdo, para um fluxo de calor estaciondrio em um
sélido, a temperatura u satisfaz a equacao de Laplace em dimensao 3

Ugz + Uyy + Uz = 0.

(ii) Potenciais elétricos ou gravitacionais. Suponhamos que se tenha uma distribuicao de
cargas elétricas em repouso no espago, com densidade (carga por unidade de volume) dada por
uma fungado p = p(x,y,2). Seja u(x,y,z) o potencial elétrico gerado por esta distribuicao de
cargas no ponto (z,y, z). A Lei de Gauss nos diz que

1

Au=——p.
€0



Portanto, em uma regidao D C R? que ndo contenha cargas, como p = 0, vamos ter
Au =0,

ou seja, o potencial elétrico satisfaz a equacgao de Laplace em qualquer regiao que nao contenha
cargas. Se a distribuicao de cargas tiver simetria plana, colocando o sistema de coordenadas
numa posi¢ao conveniente, teremos u = u(z,y,z) = u(z,y) independente de z e, portanto,
Uz + Uyy = 0.

Problema de Dirichlet. Seja D C R? uma regido limitada por uma curva fechada . Dada
uma funcao f : v — R, o problema de Dirichlet consiste em procurar uma funcao f: D — R
satisfazendo

{ Au =0, em D
u(z,y) = f(x,y), para (z,y) em ~y

Interpretacao Fisica. Suponhamos que se tenha um fluxo estacionério de calor em uma placa
D C R? limitada por uma curva fechada . Se conhecemos a temperatura f(z,%) em cada ponto
da fronteira v de D, o problema de Dirichlet consiste em procurar os valores da temperatura
u = u(x,y) nos pontos interiores de D.

Exemplo 1. Resolva pelo método de separagdao de variaveis o problema de Dirichlet abaixo
para uma regiao retangular.

Uz + Uyy = 0, em D: 0<zx<a,0<y<bd
u(0,y) = u(z,0) = u(z,b) =0
u(a,y) =y

Solu¢ao: Pelo método de separacao de varidveis, comegamos procurando u da forma u(z,y) =
©(z)1(y). Substituindo na equagao de Laplace, obtemos

o(x)"(y) + o(@)y" (y) =0

Dividindo pelo produto ¢(x)¥(y), obtemos

S(x) _ '(y)
() ¥(y)
Da mesma forma que para as equagoes da onda e calor, devemos ter
o) V)
o(x) ¥(y)
A partir dai, obtemos duas EDO’s independentes
¢ () = Ap(z) =0 (1)
¥(y) + Mp(y) =0 (2)

Conforme ja foi explicado para as equagoes da onda e calor, a partir das condigoes de fronteira,
obtemos

P(0)=0, () =0 (3)
0 (4)



Comegamos com a EDO (2), pois em (3) temos mais informagdes para a funcao ¢ do que para
. Vamos analisar o problema de valor de fronteira de procurar v : [0,b] — R satisfazendo

{ V" (y) + M (y) =

BO) =0, w(B)=0 )

Dividindo em casos temos

Caso 1: A <0
Trivial

Caso 2: A =0
Trivial

Caso 3: X\ > 0. Neste caso, A = 2, com > 0.
Neste caso temos as solugoes nao triviais

nmwy nem

¥n(y) = By sen 5 An = oL (6)

Agora, com os A dados em (6), vamos analisar a equagao (1), ou seja,

n?n?

¢ () - R p(x) =0.

Resolvendo, temos
o(x) =Ce s +De " .

Utilizando a condicao (4), obtemos
0=¢p(0)=C+D.

Segue que D = —C' e

nmwx

on(z) = Cy (eT —e nm) =20, senhT (7)

Multiplicando (6) por (7) e desprezando as constantes desnecessérias, obtemos

nmw nm
Un(l'ay) = ‘pn(l‘)djn(y) = B, senh T sen Ty
Por superposicao, obtemos
> nmx nm
x,y) :ZanenhT senTy. (8)
n=1
Aplicando a condicao de fronteira u(a,y) = y, obtemos
> nra nmw
u(a,y):y:ZanenhTsenTy, para 0 <y <b.
n=1
Segue que
9 b
anenhn%bm = b/o Y sen%dy,
ou seja,

Bn = bsenh ”’m / Y sen = dy



Observagao. O método de separacao de varidveis funcionou bem porque em apenas um dos
lados do retangulo foram prescritos valores nao nulos para a fungao u. Se quiséssemos resolver
um problema de Dirichlet mais geral para o retangulo

Ugg +Uyy =0 ,em D: 0<z<a,0<y<b
u(z,0) = fi(z),
(%) § ula,y) = faly),
u(z,b) = fs(z),
u(0,y) = fa(y),

procurarfamos quatro fungoes wui, ug, us e ug, respectivamente solugoes dos problemas:

Ugg + Uy =0 ,em D: 0<z<a, 0<y<b
(*1) § u(0,9) = u(a,y) = u(z,b) =0

u(z,0) = fi(z)

Ugy T Uyy =0 ,em D: 0<zx<a, 0<y<b
(*2) ¢ u(0,y) = u(x,0) = u(z,b) =0

u(a,y) = f2(y)

Ugg + Uy =0 ,em D: 0<z<a,0<y<b
(x3) ¢ u(0,9) = u(a,y) = u(z,b) =0

u(z,b) = f3(x)

Ugg + Uy =0 ,em D: 0<z<a, 0<y<b
(x4) < u(0,y) = u(z,0) = u(z,b) =0

u(0,y) = fa(y)

Estes quatro problemas de Dirichlet mais simples podem ser resolvidos por separacao de variaveis
seguindo o mesmo procedimento do exemplo acima. Somando suas soluctes, a funcao u =
u1 + ug + us + uyg serd uma solu¢do do problema ().

Outro tipo de condicao de fronteira. Se a fronteira toda ou uma parte dela estiver isolada
ou
: . o . : . on
representa a derivada direcional de uw na direcdo normal & fronteira. A seguir, damos uma
explicacao simplificada e necessariamente incompleta da razao pela qual a condigdo matematica

ou
el 0 emyvy
expressa o fato de que o trecho da fronteira que ela se cumpre esté isolado.

O fluxo de calor se dé preferencialmente na direcado de maior variacdo da temperatura u, que
¢é a direcao do gradiente Vu de u, no sentido de —Vu. Portanto, para que o calor nao atravesse
a fronteira da regiao é preciso que a direcao de maxima variacao de v nao aponte para fora nem
para dentro da da regiao, ou seja, seja tangente ao bordo. Portanto,

(ndo passa calor), a condi¢ao serd u,(x,y) = 0 no trecho que estiver isolado, onde w, =

- Vu=0,
onde 77 representa o vetor normal a fronteira e unitario. Mas o produto escalar do gradiente Vu
com um vetor unitario é a derivada direcional de u na direcao deste vetor unitdrio. Chegamos

. .. Ou
assim a condicdo — =0 em 7.

on



Problema de Dirichlet em regioes ilimitadas. Quando a regidao D do problema de Dirichlet
for ilimitada, colocamos a condicao adicional de que a funcao deve ser limitada. Para entender
a razao disto, vamos dar um exemplo bem simples. Consideremos o semiplano superior D =
{(z,y) | y > 0}. Digamos que se queira descobrir a temperatura de regime estacionario em D,
sendo prescrita a temperatura no bordo u(x,0) = 0. Temos o problema

Ugg + Uyy =0 em D
* u(z,0) =0
Obviamente, mantendo o bordo a temperatura u(z,0) = 0, depois de transcorrido um tempo
muito grande, a placa inteira deve atingir o equilibrio na temperatura u(z,y) = 0. De fato, a
fungao constante u(x,y) = 0 é uma solucdo de (x). Mas nao é a unica. Para qualquer constante
C, a funcao
u(:r:, y) = Cy
também é uma solugao de (x). Ou seja, o problema (x) tem uma infinidade de solugoes. Apenas
uma delas, para C' = 0, corresponde a solucao do problema fisico. Isto significa que o problema
(%) estd mal posto. Devemos acrescentar uma condi¢ao adicional que sirva para eliminar todas
as fungoes indesejadas da familia u(x,y) = Cy, exceto a fungao u(z,y) = 0. Uma tal condigao
corresponde a exigir que a funcdo u(x,y) seja limitada, isto é, que exista uma constante M tal
que
lu(z,y)| < M, para todo (z,y).

O problema,
Ugz + Uyy =0 em D

() 4 u(,0) = f(x)
u limitada

tem solucdo tnica u(x,y) = 0. E como se, no caso e uma regiao ilimitada, o ponto no infinito
fizesse parte da fronteira. E natural entao, além de prescrever os valores na fronteira, prescrever
também o comportamento da funcao no infinito. Uma maneira de prescrever este comportamento
é exigir que a funcao permanega limitada.

Assim, se D C R? é uma regido ilimitada do plano e a curva v é a fronteira de D, dada uma
funcao limitada f : v — R, vamos considerar o problema de Dirichlet

Upe +Uyy =0 em D

u(z,y) = f(z,y), emry

u limitada

Exemplo 2. Consideremos f : [0,a] — R uma dada func¢ao. Resolva o problema de Dirichlet
na faixa semi-infinita 0 <z < a, 0 < y < 400.

Ugz + Uyy =0 em D
uz(0,y) = ug(a,y) =0
u(z,0) = f(x)

u limitada

Solugdo: O inicio da solugao é igual ao Exemplo 1, acima. Pelo método de separacao de variaveis,
comegamos procurando u da forma u(x,y) = ¢(z)1(y) e obtemos

¢"(x) = Ap(x) =0, 9)
" (y) + M(y) = 0. (10)
5



Da mesma forma que nos exemplos ja estudados, obtemos as condicGes de fronteira
¢'0)=0, ¢'(a)=0. (11)
Comegamos analisando o problema de valor de fronteira de procurar ¢ : [0,a] — R satisfazendo

{ ¢ () + Ap(z) = 0

J0)=0,  ¢a)=0 ()

Dividindo em casos temos

Caso 1: A <0
Trivial
Caso 2: A=0

Neste caso a EDO fica ¢”(z) = 0. Segue que ¢'(z) = A. A partir das condigoes de fronteira
©'(0) = ¢'(a) =0, concluimos que A = 0. Portanto, ¢’'(x) = 0. Obtemos a soluc¢ao nao trivial

gDo(:L') = By, A =0. (13)

Caso 3: X\ > 0. Neste caso, A = 2, com > 0.
Neste caso, como em varios outros exemplos que ja fizemos, as solugoes nao triviais sao

nmwx TL2 7'('2

‘Pn(x> = Ay, cos P An = 5 (14)

a
Agora, com os A dados em (13) e (14), vamos analisar a equagao (10).

Para Ao = 0, a equagao fica " (y) = 0 e tem a solugao

Y(y) = Co + Doy .

Mas para satisfazer a condicdo de u ser limitada, vamos exigir que 9 seja limitada. Como
1 : [0,00) — R, ent@o devemos ter Dy = 0. Obtemos

Yo(y) = Co. (15)

2,2 2,2

nem _ " nemw
—z» & equagao (10) fica ¢"(y) — 2

Para A\, = ¥(y) =0, cuja solugao é

nmwy

Un(y) = C’ne% 4+ Dpe” o .

. nTy  , . . . . nmy ;. . _nny
exponencial e « ¢ ilimitada pois lim e« = 4o00. Nesse dominio, a exponencial e™ =
Yy——+00

limitada, com |67%‘ < 1. Segue que devemos ter C,, = 0. Logo,

Pela mesma razao que acima, ¢ deve ser limitada. Como o dominio é a semi-reta [0,00), a
é

nmy

Un(y) = Dpe” a (16)
Combinando (13), (14), (15) e (16), obtemos
uo(z,y) = Bo
© nmwx
Un(z,y) = Ape” @ cos —— .
a
Por superposicao, obtemos
= nmwx
u(z,y) = Bo-f—ZAne_Ty COs —— . (17)
a
n=1
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Para y = 0, temos

o0
nwL
f(x):u(x,O):BonLZAncosT, para 0 < z < a,

n=1

que é a expansao de f em série de Fourier-cosseno. A constante By estd fazendo o papel do
. ao
coeficiente 5 Portanto,

Bo=1 | " f)da (18)

a

0
A —Q/Qfm g (19)
= z) cos ——dz.

Portanto, a solucao do problema é dada pela série (17), com os coeficientes dados por (18) e

(19).



