Secao 23: Resolucao de equagoes diferenciais
por séries de potéencias

Até este ponto, quando resolvemos equacoes diferenciais ordindrias, nosso objetivo foi sempre
encontrar as solugoes expressas por meio de funcoes elementares. Mais precisamente, tentamos
sempre escrever a solugoes na forma de um niimero finito de somas, produtos, quocientes e com-
postas de uma certa colegao limitada de fungoes (as fungoes elementares), incluindo polinémios,
raizes, senos, cossenos, exponenciais, logaritmos, etc. Para resolver equacoes diferenciais parci-
ais, nao foi suficiente considerar somas finitas, foi necessario usar somas infinitas de produtos de
fungoes trigonométricas ou exponenciais para expressar as solugoes. Veremos agora que, para
prosseguir no estudo das equagoes diferenciais ordindrias, vai ser insuficiente trabalhar apenas
com fungoes elementares, como mencionado acima. Vamos precisar de formas alternativas para
expressar as solucoes das EDQO’s. As funcgoes elementares constituem um universo pequeno de-
mais para expressar com elas as solucoes de todas as EDO’s importantes nas aplicagoes. Para
atacar essa questao, vamos desenvolver o método das séries de poténcias para resolver equagoes
diferenciais ordindrias.

O método das séries de poténcias para equacoes diferencias ordindrias, consiste em procu-
rar as solugoes de uma EDO expressas como soma de uma série de poténcias. Na presente
secao damos dois exemplos, com o objetivo de explicar como funciona o método. Na préxima
secao faremos uma breve revisao sobre séries de poténcias e enunciaremos o teorema que da
fundamentacao teérica do método de resolucao das EDO por séries de poténcias.

Exemplo 1: Consideremos a equacao diferencial
y' +ay +y=0. (1)

Esta equacao parece muito simples, no entanto os métodos de resolugao vistos até agora nao se
aplicam a ela. Vamos, entao, procurar uma solucao expressa em forma de soma de uma série de

poténcias
(o]

y:Zan:p”. (2)

n=0

Para entender como se deriva, talvez num primeiro momento seja melhor escrever por extenso
_ 2 3, _ 4
Yy=ag+ a1+ ax” + azx’+ =agx” 4+ --- .

Derivando, temos
Y = a1 + 2a9x + 3azx? + dagz® + - -

ou seja, .
y = Z na, " L. (3)
n=1

Note que o primeiro termo desapareceu na derivacao, pois era constante. A série de y' comeca
a partir de n = 1. Derivando mais uma vez, temos

Y’ = Z n(n —1)a, 2" 2. (4)

n=2



Substituindo (3) e (4) na equagao (1), obtemos

o0

Z (n—1)anx ”2+Znanx —I—Zan =0. (5)

Chamando k = n — 2 no primeiro somatdério de (5), temos

o0

o
Z (n—1)apx Zk—i—Q k+1)ak+2xk.
k=0

A seguir, em lugar da letra k, podemos usar qualquer outra, inclusive novamente n. Podemos
também fazer o segundo somatério comecar de n = 0, pois fazer isto corresponde acrescentar
uma parcela a mais no somatorio, mas esta parcela é nula. Encontramos, entao,

o0 oo o0
Z(n+2) (n+1)an+2m”+z nanx"—i—z apx” =0.
n=0 n=0 n=0

Mudando a ordem dos termos e agrupando termos semelhantes, podemos escrever em forma de
um tnico somatorio

oo

Z{(n+2)(n+1)an+2+(n—i—l)an}x”:O. (6)

n=0
A igualdade (6) nos diz que todos os coeficientes se anulam (este ponto serd melhor explicado
na préxima segao)

(n + 1)[(n+2)an+2+an} ~0,
ou seja,
(n+2)apt2+a, =0, para n=0,1,2,3,... (7)

Chamamos a igualdade (7) de férmula de recorréncia. Ela nao nos diz nada sobre ag e

a1, mas a partir dai todos os a, ficam determinados. Assim, ag e a; podem ser escolhidos
arbitrariamente, mas usando a férmula de recorréncia repetidas vezes, vamos obtendo

ao ai as ag
CLQZ—?, agz—?, a4=—zzﬂ,...
oo
Encontramos assim a solugao da equacao diferencial (1) expressa na forma y = Z ap, " e
n=0

dependendo de duas constantes arbitrarias, ag e a1, o que nao é de se estranhar, j4 que se trata
de uma EDO de 22 ordem.

Escolhendo ag =1 e a; =0, encontramos

O=a1=a3=as=

1 1 1 (—1)" (—1)
—_ as = ar — — cee @ — = .
“@=To MToTy T 60 T4 6-...-(2n)  nl2n

Obtemos, assim, uma solucao da equacao diferencial,
o

n=Y Sl ®

n=0




Observe que esta primeira solucao poderia ser expressa em termos das funcoes elementares. De
fato, usando a série da exponencial

t — 1"
3
n=0
2
e subtituindo ¢t = -5 obtemos
z2
y1=e 2 9)

Escolhendo ag =0 e a; =1, obtemos

0:a0:a2:a4:-~

) 1 1 (-n" (-n"
a1l = aa = —— ar = —— LRI A = = .
L T TR E L @2n+ 1) (2n+ )N

O simbolo !! acima é chamado de fatorial duplo e indica o produto em que os fatores vao dimi-

nuindo de 2 em 2 unidades. Assim uma segunda solucao linearmente independente da primeira
é dada por

- (=" 2n+1 - (_1)n$2n+1
= = —_— 0 . 10
b2 ;)1-3.5....-(271“)% nzo 2n+ 1) (10)

Para verificar que de fato a expressao (10) para y2 acima define uma solugao da equagao dife-
rencial é necessario, antes de mais nada, verificar que a série converge, isto é, que a série de
poténcias que define (10) tem raio de convergéncia maior do que 0. Nao faremos isto agora.

Observagées: (i) Se y = ag+ajz+azz?+---, entdo y(0) =ap e y = a;+2azsx+---. Logo,
y'(0) = a1 . Portanto, nossa solucao y; corresponde as condigoes iniciais y(0) = 1, y'(0) =0,
enquanto que y, corresponde as condigoes inicias y(0) =0, 3/'(0) =1.
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(ii) A solugao encontrada y; = e~ 2 é uma fungao elementar. Usando o método de D’Alembert,
podemos encontrar uma segunda solucao linearmente independente da forma yo = v - 1. Subs-
tituindo em (1), obtemos

(v +2y10) +xy10' =0,

que nos da
2 2 2

Zz_ oy —_Zz -z 7
e 2 v —2zxe 2V 4+xe 20 =0,

ou ainda,
" /
v —zxzv =0.

Levando em conta que
$»1(0)=1, #1(0)=0, 1(0)=0, w(0)=1,

de
yp=vy e yo=vy +oy,

deduzimos que
v(0)=0 , J(0)=1.

Vamos entao resolver o problema de valor inicial

V' =z =0
v(0)=0, 2 (0)=1

3



Pondo z = v/, a equacao diferencial se reduz & equacao de primeira ordem

s _
dr

Tz,

que é separavel

d 2 »2
—Z:xdx, lnz:%JrC, z=Crez
z

Da condi¢ao inicial v'(0) =1, segue que C; = 1, isto é,

/ 2?

vV =e2 .
Logo,
x t2
v(x) :/ ez dt+Cy .
0

Usando que v(0) = 0, obtemos, finalmente,

x t2
v(m):/ e2 dt,
0

+2

yo(z) = 6_2/ e2 dt.
0

ou seja,

Temos entao que

o
T) = ———— =¢ 2 ez dt. 11
v (@) nz 2n+ D) . (11)
Conclusao: Sabemos do cédlculo que toda fungao continua tem uma primitiva, mas nem sempre
a primitiva de uma funcao elementar pode ser expressa em termos de funcoes elementares. O
exemplo classico desse fenémeno é que a integral

/ et dt

nao expressa em termos de fungdes elementares. Dessa observacao e de (11) decorre que a
segunda solugao ya(z) ndo se expressa em termos de fungoes elementares.

O Exemplo 1, acima, ilustra o fato que ao resolvermos uma equacao diferencial linear de
coeficientes variaveis, pode acontecer que uma ou até todas as solugoes nao possam ser expressas
em termos das fungoes elementares. Por esta razao, estamos buscando uma forma alternativa
para expressar as solugoes, como soma de série de poténcias. Em outras palavras, as fungoes
elementares nao constituem um universo suficientemente grande para que com elas se possam
expressar as solugoes das EDQ’s com coeficientes variaveis.

Exemplo 2: Consideremos o problema de valor inicial
vy’ +2%y —2y =0
y(1) =1, y(1)=-2

Como as condigoes iniciais sao dadas no ponto xg = 1, procuramos a solugao expressa em forma
de série de poténcias de x — 1, pois se

(12)

y(@) =) ap(@—-1)", (13)

n=0
4



entdo ag = y(1) e a; = y/(1), de modo que as condigoes iniciais do problema nos dizem que
ap =1 e a; = —2. Derivando (13) e substituindo na EDO, temos

[(z 1) i”n—lan (x—1)"" +[(w—1)+1}2§:nan(a:—1)"71

n=1
—2> an(z—1)"=0.
n=0

Reescrevemos como

Z n(n—1)a,(x—1)""1 +Z nn—1)a, (x— 1)”_24-2 nay (x —1)"!
n=2 n=2 n=1

+2Znanx—1 —|—Znan:ﬁ—1 —2Zan:r—1 =0.

Fazendo mudanca de indices e agrupando termos semelhantes, obtemos

o0
Zn—l—l napty (z—1)" +Z (n+2)(n+1)ant2 (x —1)" +Z (n—1)ap—q (z—1)"
n=1 n=0 n=2

(0.9] o0
£23 nan @D+ 3 (0 Do (0 — 1"~ 23 an (- 1" =0,
n=1 n=0 n=0

Notando que o 1° e 4° somatorios podem ser comecados em n = 0 e o 3° somatério pode ser
comecado em n =1 e agrupando os termos semelhantes, obtemos finalmente

oo
—2ao+a1+2a2+2[(n+2) (n+1) anya + (n+ 1)? ang

n=1

+2(n—1)an+(n—1)an,1](x—1)":o

Para que a igualdade acima se cumpra é necesséario que todos os coeficientes da série se anulem.
Obtemos, entdo, que

—2a04+ a1 +2a3 =0 (14)
e a férmula de recorréncia
n+2)(n+1Dano+n+1) a1 +2(n—1)an+n—1ap1=0, n=123,... (15)
Ja tinhamos que
apg =1 e ap = —2.
Aplicando a igualdade (14), obtemos
as = 2.

Utilizando esses valores e aplicando a férmula de recorréncia (15), vamos obtendo, sucessiva-
mente,

a3 = —— ay = etc.

3 Y
Segue a expressao em série de poténcias

1
3 )

4 1
y:1—2x—|—2x2—§x3+1:ﬁ4+'--



para a solugao do PVI (12).

Observagao: No Exemplo 1, foi possivel obter uma férmula geral para os coeficientes das
solugoes. Isto nao aconteceu no Exemplo 2, onde é possivel calcular tantos coeficientes quanto
quisermos, mas nao encontramos uma férmula geral para eles. Cabe perguntar qual a causa
desta diferenga. A resposta é que no Exemplo 1, a férmula de recorréncia (n+ 2)an42+ an, =0
é do tipo mais simples possivel, envolve apenas dois termos. Assim, por exemplo, as, pode
se expressar em funcao de ag somente. Isto nao acontece no Exemplo 2, pois a férmula de
recorréncia (n+2)(n+1api2+ (n+1)2a,41 +2(n—1)a, +(n—1)a,—1 = 0 é mais complicada,
envolvendo 4 termos. Em geral, quando a férmula de recorréncia envolver apenas dois termos,
vai ser possivel obter uma férmula geral para os coeficientes das solugoes. Quando a féormula
de recorréncia envolver trés ou mais termos, vai ser possivel calcular tantos coeficientes quanto
quisermos, mas nao vamos encontrar uma férmula geral para eles.



