Secao 24— Revisao sobre séries de potéencias

Vamos revisar alguns fatos béasicos a respeito de séries de poténcias E an(z — x0)", que

n
serao uteis no estudo de suas aplicacbes a resolucao de equacgoOes diferenciais. Vamos comegar
examinando alguns exemplos simples. O mais comum é que zg = 0. Comecamos com a série
o - n -
geométrica de razao x, g z" , que converge quando a razao |r| < 1. Sabemos que a soma da

n=0
série geométrica é (1 — x)~!. Temos entdo a funcio

(e 9]

=> a". (1)
n=0

A partir de (1) é possivel obter novos desenvolvimentos em série, derivando termo a termo,

1_x Ean , (2)

fo(=L1) —R, flz)=

ou por integragao termo a termo,

ot > "
—In(l—2) = —dt = t"dt = = —. 3
O Z/ >t )
As séries (1) e (2) convergem para x no intervalo (—1,1). J4 em (3), o intervalo de convergéncia
-1 n+1
é [—1,1), passando a incluir o ponto x = —1. Para x = —1, a série alternada Z L con-
n

verge pelo Teste de Leibniz (a soma desta série é —In2). Nestes exemplos vemos que derivando
ou integrando termo a termo a série de poténcias, a unica alteracao sofrida pelo intevalo de
convergeéncia foi quanto a incluir ou nao as extremidades. O raio de convergéncia nao se alterou.
Para observar novamente este fato, integramos (3) termo a termo. Obtemos

x 1 0 "
(1—x)ln(1—x)+3::/0—ln(1—tdt /dt (n—|—+1) :;2”(”_1). (4)

O intervalo de convergéncia da série (4) é [—17 1]. De fato,

z" 1
< ara todo x € [—1,1] e todo n > 2
n(n—l)‘_n(n—l)’ P [=1,1] -
L. L. 1 - . , .
e a série numérica Z ——— converge, pelo teste da comparagao no limite para séries de
n(n —1)
1
termos positivos, comparando com a série Z — » que é convergente
n
1 2
— 1
lim 2= — fim = lim —— =1.
n—oo = n—00 n(n — 1) n—oo ] — =
n n
Como o limite é finito e os't'oabasassé'esz 1 ezl tém o mesmo carate
m imi ni itivo, am i _— — tém o mesm rater,
P n(n—1) n?

ou ambas convergem ou ambas divergem. Mas é sabido que a segunda converge (ela faz parte da



colegao standard das séries conhecidas usadas para comparar com séries desconhecidas). Logo,
a primeira também converge.

0 n
Logo nz:; h converge para todo = € [—1,1].

Pondo em termos mais sistematicos, enunciamos o seguinte teorema.

[e.9]
Teorema. Uma série de poténcias E an(x — x0)" converge em um intervalo centrado no

ponto xg, comraio R, 0 < R < +oo7,I %amado de raio de convergéncia da série de poténcias.
A série pode ser derivada e integrada termo a termo, sem que com isto se altere seu raio de
convergéncia (o intervalo de convergéncia pode mudar, pode passar a incluir ou deixar de incluir
uma ou ambas as extremidades, mas fora isto, nao muda, de modo que o raio de convergéncia
permanece 0 mesmo).

o0

Conseqiiéncia: Se f(z) é definida como a soma f(x) = g an(r — x0)", para | — x| < R,
n=0

entao, fazendo = = x¢, todos os termos da série se anulam, exceto o pimeiro termo ag e obtemos

ap = f(xo)-
Por derivacao, temos

f(z) = Z nay, (z — o) L.
n=1

Fazendo = = zg, todos os termos da série se anulam, exceto o pimeiro termo, que é o termo
constante a;. Desta foram, obtemos

al = f/(xo) .

Derivando uma segunda vez, temos

f(z) = Z n(n —1)ay(z — :100)”72 )

n=2
Fazendo depois = = zy, obtemos
_ ["(x0)
2=
Analogamente, fazendo x = 2y em
o0
f@) =Y nln—1)(n - 2)an(x —w0)" >,
n=3
obtemos
f//l(xo)
az = —— .
3!
De um modo geral, derivando n vezes e fazendo x = x¢, obtemos
(n)
an:fi(ﬂfo)’ paran =0,1,2,3, ... (5)

n!

Conclusao: Se quisermos desenvolver uma funcao f(x) em série de poténcias

fx) =7 an(z —x0)"

n=0



- - : ) : ) £ (x)
para x proximo de x(, a Unica alternativa que poderd funcionar sera tomando a, = —
n!

[o.¢]
Observacao Util: Se Zan(x —x9)" = 0, para |x — x9| < J, entdo a, = 0, para todo

n=0
n. A justificativa é muito simples. Neste caso temos f(x) = const = 0 em (5) acima. Logo,
() (1
Qpn = fi('o) = 0. Esta observacao é crucial para o método das séries de poténcias. De fato, ja
n!

a usamos, sem chamar atencao, nos exemplos da Secao 21. Por exemplo, no Exemplo 1 daquela
secao, chegamos na expressao

oo
Z[(n—l—2) (n+1)apio+ (n+ 1)an}$” =0.
n=0
[e.e]
Pondo b, = (n+2) (n+1) apt2+(n+1) a,, temos que Z bpx™ = 0, para todo x em um intervalo
n=0

centrado no ponto 0. Segue desta observacido que podemos concluir que b, = 0 para todo n, ou
seja, fica justificada a férmula de recorréncia (n + 2) any2 + a, = 0 para todon =0,1,2,3,...

Exemplo: Série Binomial

Consideremos a funcao f(z)=(14+x)%,onde a € R, a #0,1,2,3,... (se a assumir um destes
valores, desenvolvemos f(x) pelo binémio de Newton), definida para z > —1 (esta restrigdo no
dominio é porque em geral s6 quando a base é positiva a exponencial estd definida). Temos

f(0)=1
fl@)=al+z)*t, f(0)=a
() =ala— 1)1 +2)*2, f0)=a(a—1)

f™0)=aa—1)-...-(a—n+1).

oo
Logo, se for possivel expressar f(x) = (1 4 x)* = E a,z" como soma de série de poténcias,

n=0
esta expressao sera
—1 —1)(a—2
f(a:)—(l—i—a:)a—l—i—ax—i—a(am)xz—i—a(a ?))‘(a )x3+---
Sl D) @ntD) ©)
= +Z:1 oy z".

Enfatizamos que nao esta ainda estabelecida a veracidade da igualdade acima. O primeiro passo
nesta direcao serd estudar o raio de convergéncia da série. Dado um = > —1, queremos saber
se para este x a série converge ou nao. Usamos o Teste da Razao. O Teste da Razao nos diz que
se o limite da razao entre termos consecutivos de uma série for menor do que 1, entao a série
converge, e se o mesmo limite for maior do que 1 entao a série diverge. Aplicando o Teste da
Razao a série (6), temos

ala—1)---(a—n)z"t  ala—1)---(a—n+1)2"

nh—{go (n+1)! - n!

(a —n)x
n+1

= |z| .

n—oo



Portanto, a série (6) converge para |z| < 1 e diverge para |z| > 1. Logo, o raio de convergéncia
é R=1. Logo, para |z| <1, a série (6) representa uma certa fungao
ala—1) , ala—1(a—2) ,

g(:n):1+a:x+Tx —1—?1‘ +--

A questao agora é saber se g(x) = f(x). Por derivacao termo a termo, temos

g/(:r):a[l—i-a;lx—i-(a_l)Q(!a_z)x2+..l :

Multiplicando por 1+ z, obtemos
(1+2)d(z) =

—a|l+ ot +<(“_1)(“—n2!)'“(a_”) + (“—1)(@—(5)_“1')!(a—”+1)>$n+...]
_a[1+1'x+ +a(a—1)-.7.l!(a—n—|—1) a:"+}
—ag(z) .

Verificamos, entao, que a fungao g(x) é solucao do PVI

{ (1+2)g'(x) = ag(x)
9(0) =1

ou seja, do mesmo PVI do qual f(z) é solugao. Mas um PVI como (7) tem solugao unica. Logo,
f(z) = g(z). Também é possivel resolver a equacao do PVI (7) por separagao de varidveis e
usando a condicao inicial, concluirs que f(x) = g(x). De fato,

(7)

(1+x)j—g:ag :>/dgg:/1j_xdm :>1ng:aln(1+x)+ln0 ==

g(z) =C(1+2)" =Cf(x) .

Como ¢(0) = 1, concluimos, finalmente, que g(x) = (1 + x)a = f(z). Fica, portanto, estabele-
cida a validade da expansao em série binomial.

—1 — 1
(14 ) —1—|—Z (a (a n+)x”, para |z|<1.

~ 1 o
Aplicagao: Fazendo a = —3 e substituindo z por —z, obtemos

_1 1 1 1 3 1 1 3 )
(1—(1}) 2_1—2$+2'(—2)<—2>Z’2+3'<—2><—2><—2>1’3+, para\x|<1

Substituindo x por 22, obtemos, ainda,

L gyl L8 1906 7] < 1
—_— 5+ — —_— e ara |z )
N 2% T4 T 46 P

Substituindo x por t e integrando em relacao a t entre 0 e x, obtemos, finalmente,

/x dt +1 x3+1~3 x5+1-3~5 x7+ o <1
arcsenxr — =X — — —_— ©— ara |r .
o V1—t2 23 45 "2.4.6 71 » P
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Defini¢ao: Uma funcao f(z) definida numa vizinhanga de um ponto zy é dita analitica neste
ponto se admitir uma representagao em série de poténcias

00
= Zan (fC—iEO)n )
n=0

vélida em um intervalo centrado no ponto xy e com raio positivo.

Observagoes: 1) Toda fungao analitica no ponto xy é infinitamente diferencidvel numa vizi-
nhanca deste ponto.

2) Nem toda fungao infinitamente diferencivel é analitica. O exemplo cléssico, devido a Cauchy
(1789-1857), é a fungao

1
e 2 se x#0
flz) = ’
0 ,se =0
1 L - . .
Quando z — 0, temos que ——5 —» —00 e mostra-se que e <2 — (0 tao rapido, isto é, o

grau de tangéncia de f(z) ao eixo dos X, é tao grande que vale
F™M@©0)=0, paratodo n . (8)

Uma indicacao de como isto pode ser feito é, por derivagao, escrever

1 X . L
Quando x — 0, temos que — — 00, mas ez — 00 muito mais rapido, de modo que
x

f'(x) — 0. Derivando mais uma vez,

2t 26 e
1 6
Analogamente, quando z — 0, temos que o polindmio em — tende —— + — — 00, mas a
x xt b

exponencial €3 — 0o muito mais rapido, de modo que f”(x) — 0. Analogamente, podemos
obter para qualquer ordem de derivacio f((x) — 0. Assim (8) pode ser justificado.

Se fosse possivel representar a fungao f(z g ap(xr — o)™ como soma de uma série de

poténcias, como vimos acima, teriamos

F(0)

n!

an = =0, paratodo n

e de (8) seguiria que f(x) = 0 numa vizinhana de 0, o que é uma contradigao. Logo esta funcao,
apesar de ser infinitamente diferencidvel, nao é analitica em 0.

3) As funcgoes elementares sao, em geral, analiticas.

4) Dois casos extremos correspondem a raios de convergéncia 0 e oo. O raio de convergéncia
de uma série de poténcias f(x g an(x — )" é oo se ela converge para todo x real. Neste
caso a série define uma fungao f : ]R — R. O raio de convergéncia de uma série de poténcias

5



(e,
g an(xz — xo)" é 0 se ela converge somente para todo x = zy. Neste caso a série ndo define
n=0

nenhuma funcao. Um exemplo de série de poténcias com raio de convergéncia R = co é

n!’
n=0

De fato, para qualquer nimero real z, o limite da razao entre termos concecutivos da série é

fim Oy 2o

[

Portanto, pelo Teste da Razao a série converge qualquer que seja x real. Analogamente, um
exemplo de série de poténcias com raio de convergéncia R =0 é

o
E nlz".
n=0

Neste exemplo, para qualquer ntimero real x # 0, o limite da razao entre termos concecutivos

da série é +1
. n+ D) z™
Ll Dt

Pelo Teste da Razao, segue que a série diverge para qualquer x # 0. Portanto, o seu raio de
convergéncia é 0.

Observagao adicional: Uma questao interessante é: dada uma funcao f(z) analitica no ponto
Tg, existe alguma maneira de saber de antemao qual vai ser o raio de convergéncia da série de
poténcias f(z) = > 7 jan(x — xp)" 7 Vamos examinar alguns exemplos, sempre com zg = 0.

[e.e]
= E 2™, vimos que o raio de convergéncia é R = 1. Isto é bem razoavel,

n=0
j& que o dominio da fungao é R\ {1} e, portanto, o maior intervalo centrado em xy = 0 contido

no dominio tem raio R=1.

1- Se f(x) =

1—=x

e 1-3 2° 1-3-5 af

2—-P = = St e T
ara f(x) = arcsenx = z+ ]2 '5+2-4-6 7—|—
S

1 -++, vimos que também R =1.
. Mais uma vez, o maior intervalo centrado em zg = 0

O dominio da fungao é o intervalo [—1, 1
e contido no dominio tem raio R=1.

3— Do item 1 acima, substituindo = por —z2, obtemos

2 4
r)=——=14+z"+2"+--- ara |z|<1. 9
o) = 1 . para )
O dominio da fungao g(x) é todo R, fazendo, & primeira vista, pensar que o raio de convergéncia
da série deveria ser R = co. No entanto vimos que R = 1. A aparente contradi¢do desaparece
quando percebemos que a funcao estd definida também para todos os valores complexos de ,
exceto para x = +i. Pensando assim, seu dominio passa a ser C\ {i, —i} e assim o maior disco

centrado em 0 e contido no dominio tem raio R=1.

Estes exemplos ilustram um fato que se estuda em Fungoes de Varidavel Complexa. Podemos
saber de antemao o raio de convergéncia da série de poténcias que representa uma funcao f(x)

6



no ponto xg. Para isto, devemos identificar qual é o dominio maximo de f(z) considerada como
definida para valores complexos da variavel. O raio de convergéncia é o raio do maior disco
centrado em xg e contido no dominio.

Notamos, para finalizar, que partir do exemplo (9) do item 3 acima, podemos obter a ex-
pansao de uma outra fungao elementar. Integrando entre 0 e x, obtemos
3 2P
arctanx:x—§+€+---, para |z| <1.
O raio de convergéncia da série é 1, apesar de que seu dominio é todo R = (—o0, +00). No-
vamente, o fato de que raio de convergéncia é 1 estd de acordo com o fato que se estuda em
Varidvel Complexa, que o dominio dessa funcao é C\ {3, —i}.



