Secao 25: continuagao do método de resolucao por
séries de potencias

Na Secao 22 foi exposto informalmente, através de exemplos, o método de resolucao de
equacoes diferenciais ordindrias por séries de poténcias. Enunciamos agora o teorema que fun-
damenta o método. Precisamos primeiro de uma definicao.

Definicao: zg é um ponto ordindrio da equacao
y'+ Px)y +Qx)y =0 (1)

se P(z) e Q(x) sao funcoes analiticas no ponto zp. Caso contrario dizemos que xo é um ponto
singular.

oo
Teorema: Seja xo um ponto ordindrio da equagao (1), com P(x) = an (x—xz0)" e Q(z) =
n=0

(o.)

Z an (x — x0)" com raios de convergéncia respectivamente Ry e Rs. Entdo qualquer problema
n=0

de valor inicial para a equagao (1)

{ y'+ P(x)y +Qx)y =0

y(zo) = ao , l/'(xo) =ai

o
. n . L, . L
tem solugdo tinica y(zr) = E an (x—x0)", que € analitica no ponto xy e tem raio de convergéncia

n=0
R Z min{Rl, RQ}

Exemplo: Equacao de Chebyshev

(1—2%)y" —2y' +a’y=0, a=const.

~ NP —Z
Para colocar a equacao em forma normal, devemos dividir por 1—x2. Portanto P(z) = 1.2 e
—x
.
Q(x) = —5 - Logo 1 e —1 s@o os tnicos pontos singulares. Considerando xz¢ = 0, o teorema

1—=x

n

(0.9}
nos diz que vamos encontrar solugoes da forma y(x) = g an " com raio de convergéncia
n=0

R>1.

Polinomios de Legendre

Vamos estudar a equacdo de Legendre

(1—a?)y" — 22y +p(p+ 1)y =0, (2)



onde p é um parametro real a ser escolhido. Vamos ver adiante que esta equacao é muito

2z
importante nas aplicagées. O ponto zy = 0 é ordindrio, pois as fungoes P(z) = 12 e
-
_ plp+1) . e : T .
Q(x) = 2 sao analiticas neste ponto. Suas séries tém raio de convergéncia R = 1. Sao
-

séries geométricas de razao 22, por exemplo,
P(z)=-22(1+2*+2"+ ) = —20 - 22° — 22° —

Logo, a solugao é da forma
o0

y:Zan:p”, (3)

n=0
com raio de convergéncia R > 1. Substituindo (3) na equagao de Legendre (2), temos

e} [e.e]

Z (n—1Dapa"" Z (n—1)ayx" —2Znan:§ +pp+1) Zanx =0.

= = n=1 n=0

Fazendo a mudanca de indice kK =n — 2 no 12 somatorio, ele se transforma em
oo
Z (k+2)(k+ 1)ak+2mk
k=0

Podemos usar qualquer outra letra no lugar da letra k, inclusive a letra n novamente. O 22 e
o terceiro somatorios podem ser comegados em n = 0 (fazendo isto entram mais duas parcelas
para a soma, mas sao ambas nulas). Feito isto, podemos reunir todos os termos em um tnico
somatorio

i {(n +2)(n+ 1Dapt2 — ((n(n +1)—pp+ 1)) an} " =0.

n=0
Obtemos, dai, a formula de recorréncia

(n+2)(n+ Dapta — ((n(n—i—l) —plp+ 1)) ap =0, para n=0,1,2,...

que pode ser reescrita como

nn+1)—p(p+1)
(n+2)(n+1)

ap, . (4)

Ap42 =

Como vamos aplicar esta féormula repetidas vezes, convém fatorar o numerador, com vistas a
uma possivel simplificagdo. Considerando n como variavel e p como constante, o trinémio

n(n+1) =pp+1)=n’*+n—pp+1)
tem raizes ny =p e ny = —p — 1 e, portanto, se fatora como
(mn—p)(n+p+1).
Finalmente, a férmula de recorréncia (4) toma a forma

(n—p)n+p+1)
(n+2)(n+1)

an, . (5)

An42 =

Escolhendo, primeiro ag =1 e a3 =0 e depois ag =0 e a; = 1, obtemos

plp+1) 2+p(p—2)(p+1)(p+3) 4
o A1 o

y1=1-



(p—Dp+2) 5 -DpE-3)(p+2)p+4) ;

Y2 =2 — 3] o+ 5l o= (7)
que sao duas solucoes linearmente independentes com raio de convergéncia R > 1. Uma obser-
vagao extremamente importante é que se p =n =0,1,2,3,... , entdo uma das solugdes (6) ou

(7) é um polinémio de grau n. Por exemplo,

paran =0, y; =1
paran=1, ys ==
paran =2, y =1-322
paran =3, ygzxf%:cg

paran =4, y1:1—101‘2+%x4.

E facil ver que estes polinémios e seus multiplos sdo as tinicas solugoes polinomiais da equagcao
de Legendre. Para padronizar uma maneira de escolher esses multiplos, multiplicamos por
constantes convenientes de modo a ter que o polinébmio assume sempre o valor 1 para z = 1.
Normalizados desta maneira, sao chamados de polinédmios de Legendre e denotados por
P, (x). Assim,

Py(z) =1 e Pi(z)==x. (8)

Para n =2, y; = 1 — 322 satisfaz y(1) = —2. Logo,

1-322 3
= = - — —=.
-2 2 2

PQ(.’L’)

3

5) 2
Para n=3, yo =z — 3% satisfaz yo(1) = -3 ® portanto,

5,3
-3 5 3
Pya) =230 282, (10)
—3 2 2
Analogamente, se deduz que
1
Py(z) = S (352 — 302 +3) . (11)

Podemos encontrar outra solucao linearmente independente para a equacao de Legendre pelo
método D’Alembert.

Para n = 0, procuramos outra solucio na forma Qo(x) = v(z) Py(x). E facil ver que v(z)
deve satisfazer
(1—a?)9" — 220 =0,

que, pondo z = v, se reduz a equacao separavel de 12 ordem

dz 2xz

dr ~ 1—22’

1+x

. Como estamos
l1—=z

1
Segue que v = = In

para a qual encontramos a solucao z = 1.2 5
-

interessados em resolver a equagao no intervalo (—1, 1), podemos dispensar os médulos e es-

1
1 14+ 14+x)\?2
Qo(z) = 5 In— n<1_x> (12)

crever

3



Vemos que
lim Qo(z) =+oc0 e lim Qo(z) = —0.

z—1- r——11

Como ja tinhamos, pelo teorema, que R > 1, concluimos entao que, para Qo(z), R=1.

Conclusao: Para n =0, a equacao de Legendre tem duas solucoes linearmente independentes,
uma delas o polinomio Py(x) = 1 e a outra a fungao Qo(x) ilimitada no intervalo (—1, 1).
Logo, as inicas solugdes limitadas no intervalo (—1, 1) sdo os mailtiplos de Py(x) .

Para n =1, de maneira andloga, duas solugoes linearmente independentes sao

T 1+
P(z) =x e Quz) =5 In—

~1. (13)

Aqui
lim Qi(z) = lim Qi(x)=+o0.

z—1— r——11
Vale, portanto, a mesma conclusao, isto é, para a equacao de Legendre com n = 1 as Unicas
solugoes limitadas no intervalo (—1, 1) séo os miltiplos do polinémio de Legendre P;(z) .

Continuando este mesmo procedimento, para n = 2, temos

3 5 1 1, 5 1+2z 3
Py(z) = 2% ~ 3 e Q2(x) = 1(393 -1) lnl—x 3% (14)
e, para n =3,
5 3 1 1 ) 2
P3($)z§x3—§x e Qg(x):z(5w3—3x)lnli—i—§x2—|—§. (15)

Em geral mostra-se, mas isto nao serd feito aqui, que uma segunda solucao da equacao de
Legendre é

B 142 <~ 2n—4j-1 '
@nlr) = 5 Pl@) g+ ) 25 +1) (n—j) Frgjm(@),

=0
n—11|, . , ) n—1
onde s = é 0 maior inteiro que é menor ou igual a 5
Conclusao: Qualquer que seja p=n=0,1,2,3,..., as unicas solugoes limitadas no intervalo

(=1, 1) da equagao de Legendre sao os multiplos do polinémio de Legendre P,(x) .

OBS. Um fato verdadeiro, mas que nao vamos justificar aqui é que para outros valores de p,
que nao os da forma p=n=20,1,2,3,..., a equacao de Legendre nao tem solucao limitada no
intervalo (—1, 1), além da trivial.

Consequéncia. As unicas possibilidades de obter solucdes nao triviais que sejam limitadas no
intervalo (=1, 1) para equagao de Legendre

(1 —2%)y” — 22y +p(p+ 1)y =0

sao para p =n = 0,1,2,3,.... Neste caso, as solu¢oes limitadas no intervalo (—1, 1) sdo da
forma

y=CP,(x).

Foérmula de Rodrigues: Vale a seguinte expressao para os polindmios de Legendre:

Poa) = — L [(ﬁq)"]. (16)

nl2n dgn
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Nao demonstraremos este fato aqui, apenas diremos que ele pode ser provado em 3 etapas. Seja
1 d" 9 n
Bul@) = Ti5n @ [(”“" N 1) } '

n
12) Como (mZ — 1> tem grau 2n, R,(z) tem grau n.
22) Mostrar que R,(x) satisfaz a equacao de Legendre.
3%) Mostrar que R(1) =

Como P,(z) é o tnico polinémio que satisfaz a equacao de Legendre e assume o valor 1 para
x =1, ficaria entao provado que R(z) = P,(x).

1
Exemplo: Use a férmula de Rodrigues para mostrar que Ps(z) = 3 (63335 — 702° + 1556).

Solu¢ao: Tomando n = 5 na férmula de Rodrigues (16), comegamos aplicando o Binémio de
Newton

(2% —1)° = 219 — Cta® + C2a° — C3a" + O
=20 — 52% +102°% — 102 + 522 — 1
Derivando 5 vezes, temos

d5

2 5 5 3
4 (:c _ 1) — 302402° — 336002° + 7200z .
dxd

Finalmente, dividindo por 5!2° = 3840, obtemos
1
Ps(z) = §(63a:5 — 702° + 15z) .

Observagao. Mostraremos mais adiante, na parte de leitura opcional, uma maneira muito mais
eficiente de obter os polindmios de Legendre, utilizando a férmula de recorréncia.

Ortogonalidade dos polinémios de Legendre. A propriedade mais importante dos polinémios
de Legendre é a ortogonalidade:

1
(Po (@), () = /_an(3:) Po(z)dz =0,  para n£m, (17)

isto é, os P, () sdo ortogonais em relagao ao produto interno (f(z),g(x)) = / f(x) g(x)de

Demonstragao:
Escrevendo a equacao de Legendre para P,(x), temos
(1 —2?)P!(x) — 22P (x) + n(n+ 1)P,(z) = 0,

ou ainda,
(1= 2?)PL(x)) +n(n+1)Py(x) =0.

Multiplicando por P,,(z) e integrando, temos

+1/ Pu( /P (1 —2*)P)(z)) dx.



Integrando por partes, com u = Py, (z) e v = (1 — 2?)P.(x), temos

1 1
n(n+1) /1 Po(z) Pp(2) dz = (1 — 2?) P.(z) Pm(:c)’ 11 + /1(1 — 2?) P! (x) P! () dz,

isto é,
1 1
n(n+1) / P, (z) Pp(z)dx = / (1 —22) P (z) P, (z)dz.

1 -1
Trocando os papéis de n e m (que equivale a comecar com a equagao de P,,(x) e multiplicar
por P,(x)), temos, analogamente, que

1

1
m(m + 1) /_1 P, (z) Pp(z) dx = /_1(1 —2?) P! (z) P! () dz .

Segue dai que
1 1
n(n+1) /_1 Po(2) Pon() dz = m(m + 1) /_1 Po(z) Pou(x) dz .

Portanto,

/an(:c)Pm(:E)dac:0, se nF#Em.
-1

Desenvolvimento em Série de Fourier—Legendre.

Vimos acima que {P,(z)} forma um sistema ortogonal no intervalo [—1, 1]. Usando esse fato,
dada uma funcao f :[—1, 1] — R continua por partes e tendo uma derivada f’ continua por
partes, vamos querer expandi-la como

flx) = Z an Py () (série de Fourier-Legendre). (18)
n=0

Como em qualquer expansao em série de fungoes ortogonais, os coeficientes sao dados por

onde

1 1
(. P = /_ S@P@de e (PP - /_ (P (2)) . (20)

1
Precisamos obter o valor dessa iltima integral. Note que

1

(P, Py) = /_1 (Po(z))*dz :/ dz =2

1 -1

(P, Py) = /_1 (Py(x))%de = /1 Py = % (21)

1 -1

<P2,P2> = /_1 (PQ(.%’))Zdl‘ = 1/_1(31'2 _ 1) dxr = %

1 1

Os resultados resultados obtidos em (21) acima ilustram o fato que

1
(P, P,) = / (Po(z))%dz = , para todo n =0,1,2,3,... (22)



Mais adiante, como leitura opcional, daremos uma demonstracao rigorosa de (22). Juntando os
resultados de (18), (19),(20) e (22) temos o seguinte teorema.

Teorema (Expansao em série de Fourier—Legendre). Seja f:[—1, 1] — R wma funcdo
continua por partes e tendo uma derivada f' continua por partes. Entdo, [ pode ser expandida
na forma

f(x) = Z an Py (), (23)
n=0

com o0s coeficientes oy, dados por

2n

Ay —

+1 !
. /_ f(a) Pala) da. (24)

Exemplo: Expandir em série de Fourier-Legendre a fungao f:[-1, 1] — R, f(x) = |z|.
Como f(z) é uma fungao par, ag,+1 = 0, pois, sendo Ps,41(z) impar e f(z) par, segue que

1
f(x)Pypy1(x) é impar e, portanto, / f(x) Papy1(z)dz = 0. Segue que (24) que agp+1 =0,
—1

para todo n. Analogamente, de (24), segue que

n 1 1
a2 = 22V [ (@) Panta)do = (n 1) [ () Pra(o)

Mas f(z) = |z| = z, para 0 < z < 1. Portanto,

1
aon = (4n + 1)/0 x Poy(x) dx . (25)

Por integracao podemos calcular os primeiros coeficientes, tantos quanto quisermos,

1 1
1

aO:/ xPo(a:)dm:/ xdr = - (26)
0 0 2

! 173 1 5
a2:5/ $P2(:E)d1::5/ (m3—x>dx: (27)
0 0 \2 2 8

1 1
1 9
oy = 9/ z Py(z) dx = 9/ ~ (352° — 302° + 3x)dxr = —= (28)
0 0 8 8
Mais adiante vamos ver que, utilizando resultados apresentados abaixo, é possivel obter uma
expressao genérica para os coeficientes dados por (25).

Segue que a expansao procurada em série de Fourier—Legendre é

F(@) = SR@) + 2 Po(e) — LPy(a) + -

8 8 (29)
_ L 502 3) 9 g g0
—2+8<2x 2) 64(3595 302” +3) +
Complementos — leitura opcional
~ < 1 :
Funcgao Geradora: A fungao G(z,t) = —— satisfaz
V1—2xt+t?
1 o0
Gz, t) = —— = P,(z)t" ara |z| <1 e tl<1. 30
00 = g = L B para Lo 1 (30)

7



Nao daremos propriamente uma demonstracao deste fato. Apenas notamos que substituindo

u = t? — 2zt na série binomial correspondente a o = —%

) 1 1-3 1-3-5
1 T2 =1— = -2 3
(I4u)= 5Ty 4" T3 16

obtemos

Glat) =1 2 (2 —2t) + 23 (2 —oar)? = L350 (2 gy
’ 2.4 2.4-6
1 3
:1—§(t2—2xt)+§(t4—4xt3+4x2t2)—@(t6—6xt5+24x2t4—8:c3t3)+~-

Agrupando os termos e colocando em evidéncia as poténcias de t obtemos

_ 3 2 1) 0 53 3 3 N n
G(a:,t)—1+:ct+<2x 2)t +<2:c 23:)15 + —nz:;)Pn(a:)t

A funcao geradora encerra varias propriedades da familia dos polinémios de Legendre. Muitas
outras familias de polindmios ou fungoes que sao tuteis nas aplicacoes da Matematica também
possuem a sua fungéo geradora. Abaixo vamos mostrar como vérias dessas propriedades podem
ser deduzidas a partir da funcao geradora. O mesmo tipo de raciocinio se aplica a outras familias
de funcgoes.

Propriedades

1. Férmula de Recorréncia.
(n+1)Pysi(z) — (2n+ 1)z Py(z) + n Pyq(z) =0, n=1,2.3,... (31)

Demonstracao: Na demonstracao vamos novamente usar a funcao geradora

1 o0
G(z,t) = (1 ~ ot t2) F=3 Pya)
n=0
Derivando em relacao a t, temos
1 oy L
Gi(z,t) = —5(1 — 2wt + %) (—2x + 2t) .

Logo,
(1 =22t + %) Gy(2,t) = (v — t)G(z,1) . (32)

Uma igualdade como (32) costuma encerrar alguma propriedade interessante da familia de
polinémios. No presente caso, de (32) segue que

o
(1—2xt+t2>ZnP )t 1— x—t)ZPn(x)t"
n=0

Multiplicando, obtemos

ZnP 3 1 ZanP )"+ inxP t”'H Za:P ZP t"+1
n=1



ou seja,

o o0
Z(n+ 1)Ppgr(z)t" — 2anP )"+ Z(n— DazPy_1(z)t"
n=0 n=1

= i x Pp(z)t" — i P,_1(x)t"
n=0 n=1

Agrupando os termos, obtemos, finalmente,
Py(z) — zPy(x) + Z( (n+1)Pyti(x) — (2n+ 1)zP,(z) + nPn_l(a;)>t” =0.

Igualando a 0 o coeficiemte de cada t", segue a conclusao.

Obs: Conhecendo dois polinomios de Legendre consecutivos, a férmula de recorréncia nos per-
mite calcular o préximo. Por exemplo, vimos acima que

15 1 4 2
Ps(z) = 2(53: 31:) e Py(z)= 8(353: 30z +3>.
Fazendo n = 4 na férmula de recorréncia, vamos obter
_ 1 _1 5 3
Py(z) = g(9a;P4(x) 4P3(a:)) =3 (63:1: 7023 + 153;).

Tendo agora as expressoes de Py(x) e Ps(x), usando novamente a férmula de recorréncia,
podemos obter Pg(z), e assim por diante. Este método é muito mais simpes do que utilizando
a férmula de Rodrigues (16). Em particular, a recorréncia se presta para escrever um programa
de computador para calcular os polinomios de Legendre.

2. Norma. Acima foi verificado, para os primeiros valores de n, que

(Puo). P} = [ (Pulo) o = 325 (%)
Vajamos agora a demonstracao para o caso geral. Esta propriedade foi importante para estabe-
lecer a expansao em série de Fourier-Legendre (18).

Demonstracao:

Multiplicando a identidade x)t" por si prépria, obtemos

1 o0
- - _ P,
V1 -2zt + 12 nZ:o (

1 1 1

1— 20t +12  V1-20t+82 1—22t+¢2

=Y Pu(a)t" Y Pu(z)t™ = Y Pu(x) Pp(z)t"™.
n=0 m=0 n,m=0

Integrando em relacao a x, obtemos

! 1 s 1
[mmre= X 0 [ P Pale)



Usando a ortogonalidade dos P,(z), na soma acima sobram sé as parcelas em que m = n e,

1 1 i 9 1 2
s e [ (nw)
/11—2$t+t2 nZ:;] /1 (x) .

portanto,

Por outro lado,

L1 =2zt +12 —2t

/1 1 In(1— 2zt +¢2) |7

1
=5 (ln(l + 2zt + %) — In(1 — 2zt + t2)>

r=—1

1 1 2 3 ¢ 2 3 !
=4t -mA—t)) = (- o= ) (bt
- (n(1+0 -1 - 1)) t{( T A >+<+2+3+4+ ﬂ

=2 1+t2+t4+ —i 2 pn
B 3 5 N 2n + 1 ‘

n=0

Comparando os coeficientes de t2™ nas duas séries, obtemos, finalmente,

1
/_1 (P"(x)ydx - 2n2—|— 1

3. P,(1) =1 (esta propriedade foi usada ja na prépria definigao dos polinémios de Legendre.
O objetivo agora e ver, como ilustracao que ela poderia ser obtida alternativamente, como uma
conseqiiéncia da fungao geradora).

Demonstragao: Fazendo x = 1 na funcgao geradora,

Portanto
S R = - Ly
n=0 (1 B t)2 1-¢ n=0

Comparando os coeficientes dos t™ nos dois lados da igualdade, obtemos finalmente
P,(1)=1.

4. P,(—xz) = (—=1)"P,(z), isto é, se n for par, entdo P,(z) é fungdo par (s6 envolve poténcias de
x com expoente par) e analogamente para n impar. Novamente, da maneira como os polinémios
de Legendre foram construidos, fica claro que esta propriedade é valida. O objetivo aqui é ver,
como exercicio, que a propriedade também poderia ser deduzida da funcao geradora.

Demonstracgao:
1

TP satisfaz G(x,t) = G(—x, —t). Logo,
V1—2xt+

A fungao geradora G(z,t) =

S Pu(@)t" =) Pa(—a) (—1)" = (=1)"Py(—az)t".
n=0 n=0 n=0

Comparando os coeficientes dos t™ nos dois lados da igualdade, obtemos
P,(—z) = (—1)" Py(x).

10



Pzn(o):(—1)”1-3-5-...-(2n—1) e Pru(0) =0, (34)

n!2n

Demonstracgao: Fazendo x = 0 na funcgao geradora,

G(0,4) = ﬂiiﬁ . ZO Po(0) "

Usando a série binomial

1 1
(1+5)“:1+as+§a(a—1)52+—a(a—1)(@—2)s3+~~-,

3!
9 1
com s=1t“ e a= —5 obtemos
1 1 1-3 1-3-5
=1- -t th— 54 ...
S p Tt Tar t T
C d d 0 ! bt
omparando as duas expressoes para , obtemos
P P P i e
(~1)"1-3-5-...-(2n—1)
Pgn(O) = nlon (§] P2n+1(0) =0.
Se quisermos, podemos ainda reescrever
(=1)"1-3-5-...-(2n—1) (=1)" (2n)! (—1)" (2n)!
Py, (0) = 2.4.6..-.- (2n) = 2 = (nl)2 922n  °
(2 4G (gn)> ~
6. )
1-3:5-...-(2n—3
/ Py, 1 (z)dx = (—1)" ! (2n—3) , para n > 2 (35)
0 n' 2n
e
1
/ Pyy(x)de =0, paran>1. (36)
0
Demonstracgao:

_1 >
Integrando G(z,t) = (1 — 2zt + tz) * = Z P,(z)t" em relacdo a x, temos
n=0

1 ,z=1
o ! 1 (1-20t+2)°
Zt”/ Pn(x)d:r:/ (1—2xt—|—t2) dx = —
n=0 0 0 t
=0
1 1, 1 11 11-3 ]
=(1+8) - (Q—t)| == |t+-t*— = Stt+ = —t0 — -
[( )= )] t[+2 122" T3 _
1, 11 11-3
=ldct— st 0 —

2 2! 22 3 23



Comparando os coeficientes de t" nos dois lados, obtém-se a conclusao.

Exemplo: Retomando o exemplo visto acima de expandir em série de Fourier-Legendre a
fungao f:[-1, 1] — R, f(z) = |z|, vamos obter a expressao genérica do coeficiente (25)

1
agp, = (4n + 1)/ x Py () dx .
0

Da férmula de recorréncia (31), substituindo n por 2n, segue que

x Pop(x) = ((2n +1) Popyi(x) +2n Pgn_1($)> , para n>1.

4dn + 1

Integrando, temos

1 1 1 1
/0 x Pop(x) de = y— ((Zn + 1)/0 Pt (z) dx + Zn/o Pop_1(x) da:) .

Mas utilizando (35) provado acima, obtemos

1 1 1-3-5-...-(2n—1
/0a:Pzn(a:)dx:4n+1[(2n—|—1)(—1)” (n+1)!2(”+1 )
w1 1:3-5-...-(2n—3)
+2n (-1 o ]

de onde segue

- <(_1)n+1 2n-1@n+1) (_1)n> 1-3-5-...-(2n—3)

(n+1)2 nl2n ’
ou seja,
4 1-3-5-...-(2n—-3
oy = (—1)"1 (n+1)'2(”+1 )(4n+1), para n > 2. (37)

Temos que os valores de ag e ag nao estao incluidos da igualdade (37) e, portanto, precisam ser
calculados separadamente. Mas j4 foi feito acima em (26) e (27). Obtemos, assim, a expansao

f@)=lel= 1+ Poe +Z bt e T Gk ) Ple). (39)

para todo = € [—1, 1]. Note que a expansao (38) apresenta de modo genérico os primeiros
termos da expansao obtida em (29).
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