Secao 26: Laplaciano em Coordenadas Esféricas

Para o leitor interessado, na primeira secao vamos deduzir a expressao do laplaciano em
coordenadas esféricas. O leitor que estiver disposto a aceitar sem demonstracdo pode passar
diretamente a igualdade (10).

Vamos usar os simbolos (r, 0, ¢) para indicar as coordenadas esféricas de um ponto.

Temos
x =1 senf cosyp ,
P y=rsend senyp ,
\\\\\ p z=rcosb ,
\ e também
|
|
r/ | r=x?+y?+ 22,
0 |
|
| p=rsend = /22 +y? .
|
| . . . . , .
x y Nosso primeiro objetivo é expressar o laplaciano
! // ~ A .7 .
% 7 e de uma funcao de trés varidveis
I R .

AU = Uy + Uyy + Uz,

em termos das coordenadas esféricas (r,0,¢). Um célculo direto é bastante longo. Por isto,
seguimos outro caminho. Usando a expressao do laplaciano em duas varidveis em termos das
coordenadas polares, temos

u:m—i-uyy:upp—l—fup—l—ﬁuwp. (1)
P P
Notemos que as relacgoes

z=r cosf , p=rsenf

sao andlogas as relagoes entre as coordenadas cartesianas e polares no plano, somente, agora,
com z e p desempenhando, respectivamente, os papéis de x e y. Portanto, usando novamente a
expressao do laplaciano em cordenadas polares, podemos escrever

1 1
uzz—l—upp:um«%—;ur—i—ﬁugg. (2)

Somando u,, a ambos os lados em (1), temos
1 1
AU = Uy + Uyy + Uz = Upp + Uszz + ;up+?u<p<p

e, usando (2),

1 1
Au:urr—i-;u?a—i-ﬁuae%-;up—i-?uw. (3)

Precisamos expressar u, em coordenadas esféricas. Pela Regra da Cadeia,
Up = Up Ty +Uug by + Uy, .

Em (1), estdvamos mantendo z fixo e tomando p e ¢ como varidveis independentes, de modo
que ¢, = 0. Portanto,
up:urrp—}—uQHp. (4)



De
0 = arctan (B)
z

segue que
1 1 z z cos 0
0, = 2,7 24,2 g2 ' (5)
14 (B) z z 4+ p T T
z
Por outro lado, de
P
p— 6
— (6)
segue que
_ senf — p(cos 9) 0, 7)
o= sen 26
Usando (5) e (6) em (7), obtemos
r, = senf. (8)
Substituindo (5) e (6) em (4), segue que
0
Uy = (sen G)UT + €os Ug
e, portanto,
1 1 cos
—u, = — . 9
pup rur 1"286110“0 ©)

Finalmene, substituindo (9) em (3), obtemos

2 1 cot @ 1
Au:urr+;ur+ﬁue9+ 2 Uug +

2 (T (10)
que € a expressao do laplaciano em coordenadas esféricas.

Simetria Axial

Para simplificar, vamos considerar somente problemas com simetria axial, isto é, o caso em que
a funcao w nao depende de ¢, dependendo apenas de r e 6. Nesse caso, as derivadas em
relacdo a ¢ se anulam e a expressao do laplaciano se simplifica um pouco,

2 1 cot 0
(sen@ug)g = Upp + ;ur—i—r—zugg—i—

Au = %(72 ur), + up - (11)

r r2sen 6 r2

O exemplo a seguir mostra que essa situacao particular é de interesse, pois corresponde a um
problema fisicamente relevante.

Exemplo. Dois hemisférios de raio a condutores de eletricidade e isolados pelo equador sdo
carregados até atingirem os potenciais +Uy e —Uy, respectivamente. Determinar o potencial:

(a) Na regiao interior a esfera;

(b) Na regiao exterior a esfera.

Solugao: Note que as cargas elétricas se distribuirao
de maneira nao uniforme nos hemisférios. Por exem-
plo, havera mais carga na regiao préxima ao equador,
devido a atragdo entre as cargas positivas e negati-
vas. Mas, depois de atingir o equilibrio, nao haverd
mais corrente e, portanto, cada um dos hemisférios
ficard a um potencial constante.
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(a) Na regiao interior. No interior da esfera o potencial u é solucao do problema

Au=0, para 0<r<a
Uy , o se 0<0 <3

u(a,d) =

Uy , se g<O<m

O potencial na esfera nao depende de ¢, devido a simetria da esfera em relagdo ao eixo z.
Portanto, em todo o espaco R? também vai independer de ¢, isto é, a solucdo u vai depender
apenas de r e f. Temos, portanto, para u = u(r,6), o problema de Dirichlet

2 1 cot 0
Upr + = Up + 5 Ugp + —5 ug = 0, 0<r<a)
r r r
Uy , se 0<0 <3
u(a, ) =
Uy , se g<O<m

Resolvendo por separacao de varidveis, comegamos procurando uma funcao da forma u(r,6) =
F(r)G(0). Substituindo na equagao diferencial, obtemos

F"(r)G(0) + %F’(T) G(0) + %F(T) G"(0) + C(:Z@

F(r)G'(6)=0.

Multiplicando por 72 e dividindo por F(r)G(f), separamos as varidveis

rPF(r) 20 F'(r) _ G"(0) +(cot§) G'(0) _

F(r) N G(9)

Seguem dai as duas equagoes diferenciais independentes
r2E(r)+27F' (r) = AF(r)=0 e G"(0) + (cot ) G'(0) + AG(9) =0.  (12)

Apesar de mais complicada, vamos comecar resolvendo a segunda equacao.

Este é um problema classico, para o qual existe um método também classico de resolucao.
Ele consiste em fazer a mudanca de varidvel u = cos#f.

dG  dG dp dG

/ = —= — — = — R

G'(0) = a0~ dp df senﬁdlu
d*G dG d*G
" = —_— = — 9 _ 2 -
G"(6) 10 cos i + sen“ 6 a2

Substituindo na equacao diferencial obtemos

d*G dG

2 _
(1—COS Q)TM_2M@+AG_O7
isto é,
d2G dG
1— 42— — 24—+ XG=0 13
(1=w?) gz — 20+ : (13)

que ¢é a ja estudada equacao de Legendre. Como a variagdo de 8 é no intervalo 0 < 60 < 7,
segue que p = cosf varia no intervalo —1 < p < 1. Mas sé nos servem solugoes da equagao
de Legendre que sejam limitadas no intervalo [—1,1], solugdes que sejam definidas e finitas
inclusive para p = +1. Como vimos, isto sé acontece para

An=n(n+1) , Gy = Cy Py (1) = CpPp(cosh). (14)
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Substituindo este valor de A na outra equagao, obtemos a equagao de Euler—Cauchy
r2F"(r) + 2rF'(r) = n(n+ 1)F(r) = 0,

cuja solugao geral é
Fo(r)=Ar"+Br "1, (15)

pois m; =n e my = —n — 1 s@o as solugoes da equacao m(m —1)+2m —n(n+1) =0.

Os calculos que fizemos até aqui sao validos tanto para a regiao interior quanto exterior a
esfera. Seriam validos também para a regiao entre duas esferas centradas na origem.

Conclusao: Procurando pelo método de separagao de variaveis, as funcoes da forma
u(r, ) = F(r) G(9) (16)
satisfazendo a equacao de Laplace Au = 0, encontramos para cada n € N

Fo.(r)=Ar"+ Byt e Gn(0) = C,P,(cosb). (17)

Neste ponto vamos comecar a tratar especificamente o problema de Dirichlet para a regiao
interior a esfera. Estamos procurando solugoes definidas inclusive na origem, onde r = 0. Logo,

B =0, pois ¥~ ""! se torna infinita na origem. Assim,
Fo(r) = Apr™. (18)
e, entao,
Up(r,0) = Apr" Py(cosf). (19)
Fazendo a superposicao, temos
oo
u(r,0) = Z Apr"Pp(cos@) . (20)
n=0

As condicGes de fronteira

U , se 0<0<3F

u(a,0) =) Apa"Py(cos) = {
n=0

Uy , se §<O0<m
nos dizem que os A,a" sdo os coeficientes da expansao

Uy , se O0< <l

Apa" P, (cosf) = Apad" P, (1) = =
7;) ( ) nz:;) () = 7k) {—Uo , se —1l<pu<0

Sabemos que
2n

1 1
Apa" = ; /_1 f() Po(p) dp.

A integral acima foi calculada na Secao 24, equacao (35), nos complementos de leitura opcional,

1-3-...-(2n—1)  (=1)"(4n+3)
An: An — : ) 217
w=0 e LT o4 (2n) - (2n+ 2) gt Vo, vn

3 (1 1 3
1= o /1 f(p) Pr(p) dp 3/0 pUodp = 5 U
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Quem nao leu a parte opcional da Segdo 24, pode calcular os primeiros coeficientes Agpy1, a
partir de uma tabela contendo os primeiros polinémios de Legendre, conforme calculados na
Segao 24. Fazendo assim, nao vamos obter o coeficiente genérico como na expressao (21) abaixo,
mas podemos calcular um nimero qualquer de termos da expansao.

Na regiao interior a esfera, r < 1,

u(r,0) = Pynyi(cosf). (21)

3U0TCOSH = Uof ..-(2n—1) (4n+3)r2ntt
Z of n_|_1)!2n+1 ' a2n+1

(b) Na regiao exterior.
Passamos agora a considerar o problema de Dirichlet

cot 0

1
urr+;ur+r—2ue9+ ug =0, (a<r<oo)

(0.0) 1, se 0<0<3
u(a,d) =
-1, se §<O0<m

lim u(r,0) =0

T—00

A solucéao é igual ao anterior, exceto que agora, para

F(ry=Ar"+ S
a condi¢ao lim F(r) =0 nos d4 A =0, isto é, em vez de (18) agora temos
T—00
B
F(r)= s (22)
A solugao, entao é,
~ B
u(r,0) =Y rﬂ% P,(cosf), (a<r<o0). (23)
n=0
Como acima, obtemos
Bgn+1 13(211*1) Bl 3
By, =0 = U -1)"(4n+3), Vn>1 —==Up.
2 ’ a?n+2 02-4~...-(2n)-(2n+2)( J'(4n+3), Vn 2 ¢ a2 2°°
Logo, na regiao exterior a esfera, a < r < oo,
3U0 a cos@ > 3-...-(2n-1) a’" 2Py, 1(cosh)
u(r,0) = Z Uo (— (n Ty (4n+3) S (24)



Potencial Gerado por uma Carga Pontual

Continuando com o material de leitura opcional, vamos dar uma aplicagdo concreta da funcao
geradora dos polinomios de Legendre. Consideremos uma carga ¢ no ponto (0,0,a). Na figura

temos
& =a®+1° -2 0.
p a”+r ar cos
O potencial v no ponto P, gerado pela carga ¢, vale
d
1 1
= =1, . (25)
a r dmeg d - Ameo  \/q2 — 2ar cosf + r2

Na regido 7 < a, colocando 7% em evidéncia dentro da
raiz quadrada e retirando para fora como r, temos

q ! . (26)

) Ameo a\/1—2 <a) cosf + (a>2

Lembremos que a funcao geradora dos polinémios de Legendre é

G(z,t) = \/TH Z (27)

m (27), substituindo = por cos#é, t por Te aplicando o resultado obtido em (26), obtemos
a

n

o
q r
u= Ire EZ P, (cos®) prs 0<r<a. (28)

a
Note que o que faz com que a série (28) convirja é o fato que — < 1.
r

Na regiao r > a (longe da origem), dentro da raiz em (25) devemos colocar em evidéncia r
e nao a, como feito acima. Fazendo isso, em vez de (26), obtemos vale

q 1

T i (B0 (2

u =

e, usando a funcao geradora,

n

oo
q a
u= Tres ng_o P, (cosb) s SRE R L (29)

a
Note que o que faz com que a série (29) convirja é que — < 1, na regiao r > a.
r
Reunindo (28) e (29), temos

TL

ZP cos@) , sel<r<a
471'60 —
u = " (30)
n
ZP cos@) , sea<r<oo
47reo

n=0



Potencial do Dipolo

Suponhamos que temos uma carga ¢ no ponto (0,0,a) e uma carga —¢ no ponto (0,0,—a). O
potencial gerado pelo dipolo é a soma dos potenciais gerado por cada uma das cargas indivi-
dualmente. Usando (29), o potencial longe do dipolo serd dado por

—_ (_a)n 2n+1
_ 47T€0 nz P, (cosf) . 27'('60 nz: Popt1(cos 9) onD (31)

. -~ a., . fos
Bem afastado do dipolo, para r > a, a razao — é muito préxima de 0 e consequentemente suas
r

a2ntl 1 a 2n+1

r2nt2 — o\,
sd80 muito pequenas. A expressao exata do potencial do dipolo ¢é (31), mas s6 o primeiro termo
da série ja d4 uma boa aproximacao para r > a

poténcias

q 2acosf
2 )

~
~

dmeng T

ou,
1 mecos@

u =~ ,

dmeg 12

onde m = 2aq é chamado de momento do dipolo. Esta tltima aproximacao é bastante usada
em Fisica.



