Secao 27 — Funcao Gama

A expressao
nl=1-2-3-...-n (1)

estd definida apenas para valores inteiros positivos de n. Uma primeira extensao ¢é feita
dizendo que 0! = 1. Mas queremos estender a no¢ao de fatorial inclusive para valores nao
inteiros de n. Mais precisamente, queremos definir, de maneira natural, uma fungao g(x)
satisfazendo g(n) = n!. E claro que seria muito fécil definir uma tal g(z) arbitrariamente,
sO que, para que a definicao tenha alguma utilidade, temos que descobrir uma maneira
natural de fazer isto.

Revisao de duas formulas do Calculo.
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2— Férmula de Leibniz: — / (z,y)dy = / g_
T

Note que
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pois a derivada de uma soma finita é a soma das derivadas. Passando ao limite quando
os A;y — 0, obtém-se a férmula de Leibniz.
Por exemplo, dada a fungao de duas varidveis F(z,y) = x?y, definimos uma nova
funcao, de uma variavel, por

1 1 1 xZ
f(iv)=/ F(x,y)dyz/nydyZﬁ/ dy = — .
0 0 0 2

Lor

1
E facil comprovar que f'(x) =1 e que / a—(m,y) dy = / 2xydy =x.
0o 0T 0

Ponto de partida para difinir a Funcao Gama.
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1- Observemos que / e "dr=—e" =1.
0

0

2— Fazendo a mudanga de variavel r = st, dr =tds, (t > 0 fixo), obtemos

+o0 1
/ e_”ds:g ,  paratodo t>0.
0

3— Derivando em relacao a t e utilizando a féormula de Leibniz temos

+o0 1
/ se’“ds:t—2, para todo t >0 .
0



4— Derivando novamente em relagao a t, obtém-se

+OO2—st 1-2
s“e ds:t_3’ para todo t >0 .
0

5— Derivando sucessivas vezes em relacao a t, encontramos

Hoo n!
/ s"eStds = el para todo t >0 .
0

6— Finalmente, fazendo ¢t = 1, obtém-se

“+o0o
/ s"e*ds=n!. (2)
0

CONCLUSAO: Encontramos uma expressao alternativa para o fatorial de n. Em lugar
do produto (1) de n fatores, que s6 faz sentido para n inteiro positivo, o fatorial n! pode
ser expresso através da integral (2), que faz sentido inclusive para valores nao inteiros da
variavel. Em outras palavras, a fungao

“+oo
g(x) = / e *s%ds ,
0

que esta definida inclusive para valores nao inteiros de x, é tal que g(n) = n!, para todo
n inteiro positivo. Era exatamente isto o que estavamos procurando. A tradicao, no
entanto, consagrou uma definicao levemente diferente desta.

Definigao: A Funcao Gama (de Euler) é definida pela integral

[(x) = /0+OO e 'ttt . (3)

OBS: Aproveitando o simbolo g(z) introduzido provisoriamente acima, temos I'(z) =
g(x —1). Logo
['(n) =(n—1)!, para todo n inteiro positivo. (4)

Dominio da Funcao Gama. A integral (3) converge para todo x > 0. Portanto temos
I':(0,+00) —R.

Para ver isto escrevemos

1 +oo
['(x) = / e Tl dt +/ e 't dt .
0 1

A segunda integral converge qualquer que seja x, pois ' — 0 tao réapido quando

t — oo que, qualquer eventual crescimento de t*~! ¢ neutralizado. J4 na primeira
integral, para 0 <t <1, a funcao e! fica sob controle, 0 < e™* < 1, e a convergéncia ou
nao da integral sé depende do fator t*~!. Basta entao observar que
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z |t=1

1
(a) Para z > 0, temos / Tt = —
0 T

1 1
(b) Para = 0, temos / "t = / ttdt = lnt|(1) =00 ;
0 0

1 1
(c) Para = < 0, temos x—1<—1,/tm_1dt2/t_1dt:oo.
0 0

Segue dai que a integral que define a Fun¢ao Gama converge para x > 0 e diverge para
x <0, isto é, o dominio da funcao por ela definida é realmente (0, +00). Mais adiante o
dominio da Funcao Gama vai ser estendido.

1
Proposicao: I‘<§> =/

Demonstracgao:
Segue da definicao que

1 too )
F<—> = / e ttT2dt .
2 0

Fazendo a mudanca de varidvelt = 2, dt = 2rdr, temos
o0 1 o0 )
/ et dt = 2/ e " dr.
0 0

+0o0o
Calculo da integral / e d :
0

Até aqui, para todas (ou praticamente todas) as integrais definidas que precisamos cal-
cular, seguimos a sistematica de primeiro encontrar uma primitiva e depois avaliar a
diferenca entre os valores da primitiva nas duas extremidades do intervalo de integracao.
No presente caso este caminho nao sera seguido. Sabemos, desde o Calculo 1, que a fungao
e’ , como toda func¢ao continua, possui uma primitiva, mas que esta primitiva nao pode
ser expressa em termos das funcoes elementares. A alternativa é usar um “truque” de-

+o00
scoberto por Liouville. Chamamos de [ = / e dr a integral que queremos calcular.
0

400 ) +o0 ) +oo ptoo ) 9
I? = (/ e dw) . (/ e Y dy) = / / e eV drdy
0 0 o Jo
+o0 p+oo 5 o
= / / e @) du dy
o Jo

Temos assim I? expressa como uma integral dupla em que a regiao de integracao é o 1°
quadrante. Calculando esta integral dupla em coordenadas polares,

5 oo +oo _ 2
12:// e_r2rdrd9:z/ e rdr =1 ¢
o Jo 2 Jo 2 2
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Temos
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Logo I = TF , isto é,

Segue dai que

Propriedade Fundamental: I'(x + 1) = zT'(z).

Demonstragao:

“+oo
Pela definigdo, I'(x) = / e 't* dt . Integrando por partes com u =t e dv = e tdt,
0

+o0
D(z+1)= —e"t* iz(-;-oo_i_/ vt tetdt =2 (x) .
0
5
Exemplo. Calcular F(é) .
I ? =T §_|_1 :§I‘§ :§.F 14_1 :§1F1 —
2 2 2 2 2 2 2 2 2

Observagao: Segue da propriedade fundamental que

r 1
D(z) = Me+1)
x
Fazendo x — 0T, temos, entao,
ra 1
Pl@) — 47 =g =1,

isto é,
lim I'(z) = 400 .

z—0t

Portanto o gréfico de I'(z) é como na figura abaixo.
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Extensao do dominio:

Inicialmente o domnio da Fungao Gama é o intervalo (0,+00), ou seja, o conjunto dos x
para os quais a integral que define a Fungao Gama converge.

A férmula T'(z 4+ 1) = 2T'(z) permite-nos definir I'(z) também para = € (—1,0).
De fato, se © € (—1,0), entdo = +1 € (0,1) e, portanto, I'(x + 1) esta definido. Faz

sentido, entao, definir

r(x):w.

Como I'(z) >0 e x <0 para = € (—1, 0), vemos que neste trecho
I'(z) <0, paraze(—1,0),
lim I'(z) = lim I'(x) = —o0 .
Sy () = lim, D) = —eo

Acabamos, entao, de estendar a Funcao Gama para um dominio maior do que ela estava
inicialmente definida. Agora temos

[':(-=1,0)U(0,4+00) — R,
como mostra a figura abaixo.
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Agora que ja temos I' : (—1,0)U (0, +00) — R, podemos dar mais um passo e definir
['(z) tambm para x € (—2,—1).
Dado z € (—=2,-1), temos = + 1 € (—1,0). Portanto I'(x + 1) ja estd definido.

M)

Levando em conta os sinais do numerador e denominador, vemos que

Definimos, da mesma forma que acima, I'(z + 1) =

['(z) >0, parazxze (—2,—1)

A )= Dy T(e) = oe
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O gréafico da extensao
r:(-2,-1)u(-1,0)U(0,400) — R

estd mostrado abaixo.

Continuando este processo, o dominio da Fun¢ao Gama passa a ser
R—-{0,—-1,-2,-3,...}.

Abaixo, mostramos o grafico de I'(x) com este dominio estendido.
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observe, que para xr — —6, o grafico passa tao perto do eixo dos X que, apesar da
fungao tender a infinito, o computador nao “enxergou” isto e desenhou como se I'(x) se
anulasse em —6.
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Obs: A funcao Fl

x

0,—1,—2,-3,..., pois neles I'(z) é infinita. Em outras palavras a singularidade que
a funcao teria nestes pontos pode ser removida pondo o valor da func¢ao como sendo 0. O
grafico desta funcao esta mostrado abaixo.

estd definida para todo x € R e se anula nos pontos
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