Secao 27: Pontos Singulares — Método de Frobenius

Definicao. Seja xo um ponto singular para a equagao diferencial

y'+Pa)y +Q(z)y=0.
Dizemos que zy ¢ um ponto singular regular se
(z — x0) P(z) ¢ analitica em zy e
(z— :Uo)2Q($) é analitica em x,

isto é, se a singularidade dos coeficientes P(x) e @Q(x) pode ser removida pela multi-
plicacao, respectivamente, por (x — :Uo) e (x — x0)2.

Exemplos.
1. g =0 é um ponto singular regular para a equagao de Cauchy—Euler

2%y + axy + by = 0.

De fato, dividindo por x?, para reduzir a equacao & forma canonica, temos P(z) =

SHES
o)

b
Q(z) = — - As singularidades destas fungoes podem ser removidas por multiplicagao:
x
zP(z)=a e 2*Q(z) =b.

2. 2o = 0 é um ponto singular regular para a equacdo de Bessel
2y +ay + (27— p*)y =0, p € R parametro fixado.

De fato, dividindo por 2, temos

p2

P =1 o Qu=1-1

T2

Multiplicando, zP(z) =1 e 2?Q(z) = z? — p* sao analiticas em 0.

OBS. O estudo que fizemos da equacao de Cauchy—FEuler, nos mostra que existe solucao da
forma y = 2", com r nao necessariamente inteiro. Concluimos dai que, no caso de ponto
singular regular, nao vamos poder procurar solu¢ao na forma de uma série de poténcias,
pois séries de poténcias envolvem somente poténcias de x com expoente inteiro. Vamos
ter que procurar a solu¢ao numa forma que contenha como caso particular as fungoes

y=2xa".
Método de Frobenius. O Método de Frobenius para uma equagao com ponto singular

regular, consiste em procurar solucao na forma

[e.9] o0

y=(r—x)" an (r — x0)" Zana:—x()"”.



Podemos sempre supor
ao §£ 0.

Basta escolher como r o menor expoente de x — xy que aparece na série solucao. Se r é o
menor expoente presente, o coeficiente ag de (x — )" é ndo nulo. A partir daqui vamos
considerar sempre zg = 0. O caso geral pode ser sempre reduzido a este pela mudanca de
varidvel £ — = — 29.

Exemplo 1. 2z%" + 3zy + (222 — 1)y = 0.

Substituimos

(o)
Yy = E ap, 2", onde ag#0.
n=0

Note que na derivada,

Y = Z(n +7)a,a" "t
n=0

o indice obrigatoriamente comeca a variar a partir de n = 0, e nao a partir de n = 1, pois
como o primeiro termo de y = ag2” + a; 2"t + - -+ em geral ndo é uma constante, este
nao se anula por derivacao. Nao temos aqui a liberdade de escolha de comecar, conforme
a conveniéncia, a partir de n =1 ou de n = 0, que tinhamos no método de resolugao
por série de poténcias em um ponto ordinario. A mesma observacao vale para a derivada
de ordem 2

oo
g n+r)(n+r—1)az"" >,
n=0
Substituindo y, ¥’ e y” por suas expansoes em série na equagao diferencial dada, obtemos

iQ (n+r)(n+r—1ax ””%—23 n+ )ana:””—l—ZQan ntrt2 Zan =0.
n=0 n=0 n=0 n=0

Agrupando os termos em 21", obtemos
2(2(71 +r)(n+r—1)+3n+r)— 1>anx”+r - Z 20,22 = 0.
n=0 n=0
Fazendo n 4+ 2 = k no segundo somatdrio,
Z ((n +r)(2n+2r—2+3)— 1>anx“+r + Z 2ay_ox"T =10.
n=0 k=2

No segundo somatério podemos substituir k& por qualquer letra, inclusive n. Separamos
os 2 primeiros termos do primeiro somatorio e combinamos os 2 somatorios restantes

(r2r+1) = 1)aga” + ((r + D)(2r +3) = 1) ez '+

+Z[<n+r 2n+2r+1)—1>an+2an_2]xn+r:0



Se quisermos obter uma série de poténcias, dividimos por z”. Portanto valem as mesmas
observagoes feitas no método de séries de poténcias e, entao, o coeficiente de cada z"*"
deve se anular. Como ay # 0, temos

(1) r(2r+1)—1=0 , chamada de equagao indicial
(i) <(r L 1) (2 +3) — 1)@1 —0
(434) <(n Fr)n+2r 1) — 1>an Y2, 0=0, para n=234,...

Esta ultima é a formula de recorréncia.

A equagao indicial (i) é uma equagao algébrica de grau 2. As suas raizes dao os possiveis
valores para r. No exemplo que estamos considerando, a equacao indicial é

2’ +r—1=0,
cujas raizes sao
1
7"125 e T2:—1.

Por razoes que vao ser importantes mais tarde, nos casos mais complicados, é conveniente
trabalhar primeiro com a maior das raizes da equacao indicial. Por esta razao, indicamos
por r1 e 19, respectivamente, a maior e a menor das raizes da equagao indicial.

1
12 Solugao. Com ry = 3

A equagao (i1) fica
5 a; = 0.

Entao ag pode ser escolhido arbitrariamente, com a tunica restricao que seja diferente de
0. Mas necessariamente a; = 0. Escolhemos ag = 1.

A férmula de recorréncia fica

((2n+1)(n+1)—1>an—|—2an_2:0, para n =234, ...

ou seja,
(2n2 + 3n)an + 20,2 =0.
Segue que
2y
an:—L , para n=2,3.4,....
n(2n+3)
Concluimos que
02&1:(13:(15:"'
=1 = ay= 2 = a4 = 2 = a5 = 2
0= “2="57 U T T T2 4671115
Simplificando, obtemos
1 1 1
ag — 1 s g = — —— ay

1.7 T 19711 T 12371115



Em geral,
—1)"
Aoy = ( ) s nZl
n!(7-11-15--- (4n + 3))

Obtemos, entao, a solucao

Dot (143 L s
yi(2) (1+nz::1n!<7.11.15~~(4n+3)) )

Note que esta solugao pode ser reescrita na forma de um tnico somatorio

) 5 2
= n!(3.7-11-~(4n+3)>

22 Solugao. Com 7y = —1
A equagao (i7) fica
—a; = 0.

Ainda podemos escolher ag arbitrariamente, com a tnica restricao que seja diferente de
0. Mas necessariamente a; = 0. Escolhemos ag = 1.

A formula de recorréncia fica

((2n+1)(n+1) —1>an+2an_2:0, para n =234, ...

ou seja,
(2n* = 3n)a, + 2a,-2 = 0.
Segue que
2,
ap = — n—2 , para n=2234,....
n(2n—3)
Concluimos que
O:a1:a3:a5:---
1 = 2 — —22 — 2
an = Ao = — A, = ag = — .
0 T2 YT 2415 °T 2.4.6-1-59
Simplificando, obtemos
1 1 1 1
an = Ao = — —— a = ———— aAg = — .
0T 1.1 T 1.2.1.57 °° 1-2-3-1-5-9
Em geral,
_1n
a2n: ( ) n>1

Obtemos a solugao




Encontramos assim duas solugoes linearmente independentes para nossa equacao diferen-
cial linear homogénea. E imediato que y; e y; sao linearmente independentes. Uma delas
nao é multiplo da outra, pois num caso a poténcia de x de menor expoente que aparece
é x> e no outro caso é L.

Veremos que existem 3 casos diferentes no Método de Frobenius. O exemplo dado
acima é do caso mais simples, em que a equacao indicial tem duas raizes distintas r; e ro,
mas cuja diferenga r; — o nao é um inteiro. Existe ainda um segundo caso, de raiz dupla
r1 = T9, e um terceiro caso, de raizes distintas r; # ro tais que r; — ro =inteiro.



