Método de Frobenius — 22 Caso

Vamos passar ao estudo do 22 caso do método de Frobenius, em que a equacao indicial
tem raiz dupla. Vamos estudar o método ja em exemplos particulares.

Exemplo 1. Consideremos a equacao diferencial

2:1;(1—|—2:1;>y”—|—2y'—8y:0.

o0

Substiuindo y = g a,z""" na equacao diferencial, obtém-se
n=0

ZZ (n+r)n+r—1ax ntr— 1—|—Z4n—|—r)(n—|—r—1)an
n=0

n=0

+ Z 2(n + r)an:zj”"'r_l — Z 8a,x"" =0
n=0 n=0

Fazendo k =n — 1 no 12 e no 32 somatorios, obtemos

o0

Z 20k +r+1)(n+ r)ak_|_1:1;k+r + Z4(n +r)n+r— 1)an:1;”+r

k=—1 n=0

—I—Z k—l—r—l—laka ZSan =

k=-1

Em seguida, usando n como indice em todos os somatoérios, retiramos o 12 termo do 12 e
do 32 somatérios e agrupamos os retantes termos em um tnico somatorio, obtendo

2TCL$T1+Z|: n—|—r—|—1 an+1—|—4<(n—|—r)(n—|-7“—1)—2>an]x71+r:(),

Obtemos, dai, a equacao indicial
2r? =0,
que tem raiz dupla
r =Tr9 =
e a formula de recorréncia

(n—l—r+1>2an+1:—2<(n—|—r)(n—|—r—1)—2>an, n=20,1,2,...



Pondo t = n + r, o coeficiente de a,, se torna

—2<(n Y dr—1)— 2) - —2<t(t 1) - 2) = 2(1P =1 —2)
Este trinomio do 22 grau tem raizes —1 e 2 e, portanto, se fatora como
(4 1) —2)
Fazendo a substituicao inversa obtemos, finalmente, a fatoracao
2—(n+rin+r—1)=—=n+r+1)n+r—-2).
Portanto, nossa féormula de recorrréncia, depois de simplificacao, pode ser reescrita como

(n—l—r—l— 1>an+1 = —2<n +r— 2>an .

12 Solugao: Para ry =0, a formula de recorréncia fica
(n + 1>an+1 = —2<n — 2>an .

Escolhemos

ag = 1.
Aplicando a férmula de recorréncia para n = 0, obtemos

a1 = 4.
Para n = 1, obtemos

a9 = 4.
aplicando novamente a recorréncia, com n = 2, obtemos

as = 0.
Continuando este raciocinio, obtemos

a, =0, Vn>3.

Encontramos, assim, a solucao

y1(x) =1 442 + 422 .

22 Solugao: Ao contrario do que ocorria no 12 caso do método de Frobenius, neste caso
nao temos outra raiz da equacao indicial para construir a 22 solucao da mesma maneira
que a 12 foi construida, pois a equacao indicial tem uma tnica raiz. Precisamos, entao,
desenvolver um método diferente para encontrar uma 22 solucao linearmente independente

da 12.



Consideremos a funcao

= Z an(r) ™t

n=0
e seja

%y dy
,C(y)zQ:z;(l—l—Z:z;)a 2—|—26—x—8y

o operador diferencial associado a nossa equacao diferencial. Aproveitando os calculos ja
feitos acima, podemos afirmar que

/J(y(:z;,r)) =

=2r%q, )" —I—Z{ n—l—r—l—l an_H(r)—|—4<(n—|—r)(n—|—r—1)—2>an(r)}xn+r.

Impondo que
2(n +r+ 1>2an+1(r) + 4<(n +r)n+r—1)— 2>an(r) =0, Vn>0,
ou ainda, por fatoracao,
2(n +7r+ 1>2an+1(r) +4(n+r+1)(n+r—2)a,(r)=0,
ou seja, impondo a formula recorréncia
(n+7r+Dap(r) +2(n+7—2)a.(r) =0,
teremos
,C(y(:z;, r)) = 2r%ag(r)a” .
No 22 caso do método de Frobenius podemos continuar com a escolha
ag(r)=1.
Isto nos da
Ly(z,r)) =2r2"

No produto acima o fator r aparece com multiplicidade 2. Segue que também é um fator
da derivada em relacao a r. De fato,

% {L‘(y(:z;, r))} =4rz" +2r%z" Inr

e, em conseqiiéncia,



O operador diferencial £ envolve derivacoes em relagao a . Usando o teorema que afirma
que a ordem em que sao tomadas as derivacoes parciais nao influi no resultado, a ordem

em que sao aplicados £ e — nao importa e temos

or

% {E(y(x,r))} = ,C( I (:1;,7“)) .

Finalmente, fazendo r = ry = 0, obtemos
dy
/:( %Y (2.0 ) ~0.
ar (2,0)

que nos diz que

dy dy
yo(x) = g(%ﬁ) = g(%o)

é uma 22 solucao da equacao diferencial. Falta ainda obter a expressao da solucao y, e,
em particular, verificar que ela é linearmente independente da 12. Efetuando a derivacao
em relacao a r, temos

a [ee] [ee]
yol(x) = a—i (2,0) = Zan(()) 2" Inx + Za;(()) x"
n=0 n=0

A féormula de recorréncia obtida acima pode ser reescrita como

2<n—|—r—2>

nr(r) = = — === an(r) .

Para n = 0, obtemos

que nos da

Para n = 1, obtemos

donde



O célculo da derivada fica simplificado pelo emprego da derivacao logaritmica. Na ex-
pressao de ay(r), tomando médulo e depois logaritmo, temos

Inlay(r)| = In|r — 2] + In|r — 1] = Injr + 1| — In|r + 2] .

Derivando,

Finalmente, fazendo r = 0, obtém-se
ay(0) = —12 .
Para n = 2 na féormula de recorréncia, obtemos

23<r—2><r—1>r
(r—l—l)(r—l—Z)(r—l—i’)) '

as(r) = —

Segue que
Clg(O) =0.

Nao calculamos a derivada empregando o logaritmo Injas(r)|, pois este nao estd definido
para r = 0. O mais simples é usar a propria definicao de derivada,
2(r—2)(r —1) 8

= lim— =—7.

r—0 r—20 r—0 T r—0 <r + 1) <r + 2) <r + 3) 3

5(0) = lim —QS(T) — a5(0) = lim M

ag

Continuando o processo descrito acima, obtemos

24<r —2) (r — 1>r<r + 1) B 24<r — 2) (r — 1)7“

R I I R P Rl PO Y ey Py
e, dai,
95
as(0) =0 e a2(0)22‘3‘4
Continuando este racioncinio, obtemos
aw(0)=0 e  d(0)= (n(__21>)<3_+11>n . Yn>3.

Podemos agora escrever a outra solucao de nossa equacao diferencial

_ ) B B ) ° (_1)n 9ntl .
yo(a) = (1—|—4:1;—|—4:1; >1n:1; 6x — 122 —|—n§:3 (n—2><n—1>n$ ,
ou seja,
_ _ _ 2 - (_1)n2n+1 n
yo(z) = yi(x)Ina — 62 — 122" + nEZS (n — 2) (n — 1>n " .



A solugao yz() é, evidentemente, linearmente independente de y;(z).

Observagao: Nao foi por acaso que, na expressao de ys(x), a soma que multiplica In
é igual a yi(x). Isto sempre acontece no 22 caso do método de Frobenius. De fato, as
fungoes a,(r) satisfazem a,(0) = a,, os coeficietes da 12 solucao. E facil ver isto, pois
fazendo r = 0 na formula de recorréncia

(n+r+1)anp(r) +2(n+r —2)a,(r) =0,
obtém-se
(n+ 1)ans1(0) +2(n —2)a,(0) =0 .
Comparando com a férmula de recorréncia
(n+1)ans +2(n—2)a, =0,

para os coeficientes de y; (), vemos que os a,(0) e os a, satisfazem & mesma férmula de
recorréncia. Além disto, ag(0) = ag e a1(0) = a;. Logo as duas seqiiéncias sdo iguais.



