Método de Frobenius — 32 Caso

Vamos passar ao estudo do 32 caso do método de Frobenius, em que a equacao indicial
tem raizes distintas que diferem por um inteiro. Como antes, estudaremos o método a
partir de exemplos particulares.

Exemplo 1. Consideremos a equacao diferencial

22y +dxy +2y=0. (1)

o0

Substituindo y = Z a,*""" na equacao diferencial (1), obtém-se

n=0
Z(n +r)(n+r—1)aa""" + Z 4(n + r)a, "t + Z a,x" Tt =0 .
n=0 n=0 n=0

Fazendo k =mn 4+ 1 no tultimo somatoério da linha acima, obtemos

Z(n +r)(n+r—1az""" + 24(71 +r)a, "t + Z ap_12"t =0 .
n=0 n=0 k=1

Separando o primeiro termo nos dois primeiros somatorios, usando n em lugar de k no
ultimo somatdério e agrupando os termos semelhantes, temos

[r(r —1) + 4r]aez” + Z([(n +r)(n+r —1) +4(n+r)]a, + )x+ =0,
n=1
ou, fatorando os coeficientes,
r(r+ 3)agx” + Z [(n +r)n+r+3)a, + an_l] "t =0.
n=1
Igualando a zero o coeficiente de cada poténcia de =, obtemos
Fquagao indicial: r(r+3) =0;
Formula de recorréncia: (n+r)(n+r+3)a, + a,—1 =0.

As raizes da equacao indicial sao ry =0 e r, = —3. Estamos no 32 caso do método de
Frobenius, em que as raizes da equacao indicial sao diferentes e diferem por um inteiro.
Chamaremos sempre de r; a maior das raizes da equacao indicial, pois com ela sempre
conseguiremos construir uma solucao da equacao diferencial pelo método mais simples, o
mesmo empregado no 12 caso.

12 Solugao: Para ry =0, a formula de recorréncia fica

n(n+3)a, +a,—1 =0 .



Escolhendo ag = 1 e aplicando repetidas vezes a férmula de recorréncia, obtemos

1 1 1
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Para obter uma expressao mais simples, multiplicamos o numerador e o denominador por

6, obtendo

_ (=06

- nl(n +3)!
Logo, uma primeira solugao da equacao diferencial (1) é

(=D
Y1 = Z’(n—l—i’))w

n=0

22 Solucgao: Se tentassemos construir a 22 solucao do mesmo modo que a 12, sé6 que
usando a raiz r, = —3 da equacao indicial, terifamos a férmula de recorréncia

n(n —3)an, + a1 =0 .

Escolhemos ag = 1. Fazendo n = 1, a formula de recorréncia nos diz que

—2ay +ap =10,
isto é,
1
a1 = 5 .

Para n = 2, a formula de recorréncia fica
—2ay+a; =0,
de onde segue que

1
1

a9 =
Para n = 3, a férmula de recorréncia fica
0-ay+a, =0,

Independentemente do valor de ag, isto nos diz que ay = 0, em contradicao com o valor

az = encontrado acima. A conclusao é que nossa equacao diferencial nao admite uma 22
[ee]
solucao, linearmente independente da 12, da forma y = 2" g a,x" . Precisamos, entao,

n=0
desenvolver um método diferente para encontrar esta 22 solucao.

Consideremos a funcao

= Z cn(r):zj”"'r

n=0
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e seja

2

L) =2 40 2y

:x@ ox

o operador diferencial associado a nossa equacao diferencial. Temos entao, aproveitando
os calculos feitos acima,

,C(y(:z;, r)) =r(r+3)co(r)z" + Z [(n +r)n+r+3)c.(r)+ cn_l(r)] "t

n=1

Impondo ja
(n+r)n+r+3)c.(r)+coma(r)=0, para n=1,2,3,..., (2)
temos
L(y(x,r)) =r(r+3)co(r)a” .

No 32 caso do método de Frobenius, vamos sempre escolher

co(r)=r—ry.
No presente exemplo,

co(r)=r+3.
Portanto

L(y(e,r)) = r(r +3a"

No produto acima o fator r 4+ 3 aparece com multiplicidade 2 (de fato, ¢o(r) foi escolhido
de modo que isto acontecesse). Logo r + 3 ainda é um fator da derivda em relagao a r.
Isto pode ser comprovado diretamente,

aﬁ {,C(y(:z;, r))} = (r+3)%" +2r(r+3)2" +r(r +3)%2" Inx
-
e, em consequiéncia,
OLW) (, _3y—9.
ar

O operador diferencial £ envolve derivacoes em relagao a . Usando o teorema que afirma
que a ordem em que as derivagoes parciais sao tomadas nao influi no resultado, temos que

%{/:(y(x,r))} - z(%@,@) .

Finalmente, fazendo r = r, = —3, obtemos

(205 0.
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que nos diz que

nle) = 2 ar2) = 92 (2, -3)

é uma 22 solucao da equcao diferencial. Falta ainda obter a expressao da solucao y; e, em
particular, verificar que ela é linearmente independente da 12 . Efetuando a derivacao em
relacao a r, temos

yola) = ay (x,—3) icn ”_31n:1:—|-§:c;(—
n=0 n=0
Lembrando que ¢o(r) =r + 3, temos
co(—3)=0 e o(=3)=1.
Tomando n =1 na férmula de recorréncia (2), obtemos

r+3

R R

Temos, entao,
Cl(—g) =0.
Pela definicao de derivada,

/ _eoalr)—al=3) 1 !
a(=3) = lim —— = Jim, GrO(r+d)  2°

Novamente pela formula de recorréncia (2), com n = 2, obtemos

r+3

) e e 5

Segue que
CQ(—?)) = 0

e, novamente pela definicao de derivada,

— o — 1 1
& (=3) = lim eafr) = ea(=3) = lim =—.
r—-3 r+3 r==3(r+1)(r+2)(r+4)(r+5 4
De modo analogo, obtém-se
1

S T e R e

Temos

03(—3) == —3’—2 .
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Como ¢3(—3) # 0, por continuidade vamos ter c3(r) # 0 para r em uma vizinhanca de
—3. Podemos, entao, considerar

Injea(r)] = —<1n|r 1]+ Infr 4+ 2| + In|r + 4] + In|r + 5] 4 In|r + 6|> .

Derivando, temos

es(r) 1 1 1 1 1
= - b+ ,
es(r) r+1 rr4+42 r4+44 r4+5 r4+6

que, para r = —3, nos da

(—3) 1 11
= (- 1414 =-4-=
( 5T +2+3>

e, finalmente,

De maneira anédloga, obtem-se

(=D"
(r+D(r+2)r+42--(r+n2r+n+D)r+n+2)(r+n+3)’

co(r) =
Segue dai que

(=D"

m, pPara n24

cn(=3) =

Tomando médulo, depois logaritmo e, finalmente, derivando, temos

Ay 1 L2 2
cn(r) r+1 r+2 r+4 r+n r4+n+l r4+n+2 r+n+3)°

Para r = —3, tem-se
c,(=3) 1 1_|_2_|_ 2 N 1 N 1 -I-l
cn(=3) 2 1 n—3 n—2 n—-1 n)’
ou, ainda,
ad(=3) 3
- =——|H,+H,3), >4,
cn(—i’)) 3 ( + 3> para n >
C 11 1
onde, para qualquer n, H, indica H, =1+ 3 + 3 + -+ 4+ —. Segue que
n
/ (=) [3 = 2(Hy + Hos) |
c(-3) = T =3l , para n >4 .
Podemos entao escrever escrever
= (—1)" s x oz 2
N7 (e T
ya() ;Q(n—i’))!n! SRR S T



{3 —2(H, + H, ),

+Z 4(n —3)!n! v

Notemos que fazendo & = n — 3 no somatoério que multiplica In z, este pode ser reescrito

como
- ) 1 o 1
;Qn—i’)'n' __5; k+3 o= gl

Isto nao foi foi coincidéncia. Acontece sempre no 32 caso. Tomando m = —3 na férmula

de recorréncia (2), obtém-se
(n —3)ne,(=3) + cm1(=3) =0
Substituindo n por n 4 3, temos
n(n + 3)cnps(=3) + cny3)-1(—3) = 0.
Comparando com relacao
n(n+3)a, +a,—1 =0

para os coeficientes da 12 solucao, temos que os ¢,43(—3) e 0s a, satisfazem exatamente a
mesma férmula de recorréncia. A tinica diferenca é que ag = 1, enquanto que cop3(—3) =

. Segue, portanto, que

12
1
Cnta(—3) = g n para todo n ,
e que
. 2 g & (D3 2(H + Hos))
=—— 1 1 — n
val@) =~ u(e)lna+e +2+4+36+; 4(n —3)n! !

Curiosidade: O somatdrio que aparece na expressao de y,, pode ser reescrito como

o (=1)"|3 = 2(Hy + Hus) 3L (=) 1 & H, + H,_s
Z {4(n—3)!n! } = Zz(n(— 3))!71! ;1;”_52(_1)” (n —3)!n! v

n=4 n=4 n=4
Notando que
= )" 3= (=1 1
-3 _ 9 Rt L
;n—i’)'n' 4;k’(k+3)' sule)+ g
temos que
1 r 2t 2’
_ 1 -3(1 -
y2(7) g ile)Ine + 2 <+2+4+36



DO | —

- ]Jﬁ +']{n—3 1 1
_1 7747 n _ — .
nz:;( ) (n —3)!n! v ) 8y1(:1:)—|— 8

Segue dai que

1 . N R oHo+ Hos
2(e) = —Zulr)ne+a <1+§+Z+T_§Z(_l) (n=3)t "

n=

é outra possibilidade para uma 22 solucao linearmente independente da 12, de nossa
equacao diferencial . A expressao de z; € um pouco mais simples que a de ;.

Observagao final: Com um argumento inteiramente analogo ao que foi feito acima,
pode-se mostrar que

£( G ) = (ot =0,

ou seja,

n@) =) o o) = L)

também sao solucoes da equacao diferencial. No entanto se calculassemos as expressoes
destas solucgoes, veriamos que elas sao linearmente dependentes de y;.

Observagao: No 32 caso do método de Frobenius, pondo N = ry—ry, temos 0 = ¢o(r2) =
c1(rg) = -+ =cen-1(re) e se A = cn(re) # 0, a 22 solucao é da forma

y2(2) = Aya (@) Ina + 2™ (1 + :Z;c;(rz) x”) .

Mas se tivermos A = 0, entao a 22 solucao é da forma

Yo(z) = 2™ (1 + i}c;(rz) x”) :

ou seja, a 22 solucao é da mesma forma simples da 12. No 32 caso do método de Frobenius
pode, portanto, acontecer que as solucoes sejam da mesma forma simples do 12 caso. Isto
acontece no exemplo 4 abaixo.

Exemplo 2. Resolver a equacao diferencial

zy' =3y +xy=0. (3)

Substiuindo y = Z a,*""" na equacao diferencial (3), obtém-se

n=0
Z(n +r)(n+r— a2z — Z 3(n 4+ r)a,2" T 4 Z a,x" Tt =0 .
n=0 n=0 n=0



Juntando os dois primeiros somatorios, tem-se

Z(n +r)n+r— 4)%:1;”"’“1 + Z a 2"ttt =0.
n=0 n=0

Fazendo n = k4 2 no 12 somatorio, obtemos

o0

Z (k+r+2)(k+r— 2)ak+2xk+r+1 + Z a 2"ttt =0.

k=-2 n=0

Separando os 2 primeiros termos e agrupando com o segundo somatoério,
rir —4)agx" ™" + (r+1)(r—3)ara” + Z((n+r—|—2)(n—|—r—2)an+2 + an>xn+r+1 —0.
n=0

Igualando a 0 os coeficientes de cada poténcia de x, obtemos 3 condigoes:
Fquagao indicial:  r(r —4) =0

(r+1)(r—=3)a; =0
Formula de recorréncia: (n+r+2)(n+r—2)an2+a, =0, n=0,1,2,...
As raizes da equacao indicial sao 11 =4 e ro =0.
12 Solugao: Para ry = 4, temos

ap =0

e a recorréncia

(n+6)(n+2)ap2+a, =0,

ou seja
an
Upioy = — .
T+ 6)(n+2)
Escolhendo ag = 1, temos
A2n41 = 0
e
B B 1 1
@756 MT2a)(6-8) M4l
B 1 B 1 B 1
T T 0T T3s 2 M T TRl
Pelo mesmo argumento, obtém-se
1 B 1
Tttt 0 0T TR



e, em geral,

(=1)"
n!(n+2)!122n-1 "

tgpn =

Logo uma primeira solucao da equagao diferencial (3) é

N

4
mlx) = Zn!(n+2)!22”—1 '
n=0

22 Solugao: Para

o0
-y

n=0

obtém-se

,C(y(:z;, r)) =r(r — 4)eo(r)a" " 4+ (r + D)(r — ey (r)2”

—|—Z< n+r+4+2)(n+r—2)cyar )—I—cn(r)>:1;”+r+1 :

n=0

Para obter

,C(y(:z;, r)) =r(r —4)co(r)z" ",

impomos

e a recorrencia
(n+r—+2)(n+r—2)u2r)+ecu(r)=0 (5)

Como no exemplo 1, uma segunda solugéo para a equacao diferencial (3) é

Temos,
@(:1; r)= i c (r):z;”"'r Inx + i c (r):z;”"'r
ar 7 n=0 ! n=0 !
Segue que
yol(x) = Z cn(0)2" Mna + 27! Z a (0)a”
n=0 n=0
De (4) e (5) segue que
C2nt1(r) =0, paratodo n .



Como sempre se faz no 32 caso do método de Frobenius, escolhemos
co(r)=r—ro=r. (6)
a formula de recorréncia (5) se reescreve como

1
n+r+2)(n+r—2)

Cnga2(r) = —( en(r), n=0,1,2,... (7)

Combinando (6) e (7), obtemos

ea(r) = —

r

(r+2)(r—2)"

ea(r) _ 1
(r+4)r (r=2)r+2)(r+4)’

ca(r) = —

colr) = — ca(r) _ 1

(r+2)(r +6) (r—2)(r +2)2(r +4)(r+6)

Em geral,
(="
n = ) > 3).
) = T T2 (r 1 20 — A 4 Zn = 2)(r £ 27) (n=3)
Segue que
1

Co(O) = 01(0) = CQ(O) = 03(0) =0 y A= C4(0) = —E .
Temos

/ _ / 1 CQ(T) 1 1 _ _l

w0 =1, G0 = = =y 4
e, também,

Injea(r)] = —<1n|r — 9 4 Infr + 2| + In|r + 4|> .
Derivando, obtém-se
cr) 1 1 1
c4(r)_ r—2 r4+2 r+4/)°
Para r =0,
1 1
’ _ _
C4(0) - 04(0) 64 :
Analogamente, para todo n > 3,
Injegn(r)| = —|Injr — 2| + 2<1n|r +2|+Inlr+4/+---+Injr+2n— 4|>

10



+In|r +2n — 2| —|—1n|r—|—2n|} )
Derivando, obtemos

C/Qn(r)_{1+2<1‘|‘1‘|‘ N 1 >_|_ 1 —I—l}
can(r)  Lr—2 r+2  r+4 r+2n—4 r4+2n—2  r42nl

Para r =0,

Por outro lado,

(—1)+

2(0) = ) > 3).
nl0) = S e S e — 22 (n=3)
Segue que

, (=1 ((Ho+ H,m2) = 1)

0) =

0 = T E @ e — 22

ou seja,
(1 [(F + Haoa) = 1]
c?n(o):: (n-—-2)!-n!-22”+2 ) (n Ztg)‘
Podemos agora escrever a segunda solucao
1 - +']{n 2) __1] 2n
yz(l'):_ﬁyl( )lnx—l—l———l-——l-; n_2]n122n-|—2 o

Exemplo 3. Resolver a equacao diferencial

(' = 2*)y" — (2" +2)y + (z*+ 1)y =0.

Substituindo y = Z a,z""" na equacao diferencial, obtém-se
n=0
Z(n +r)n+r— 1)an:1;”+r+2 — Z(n +r)n+r— 1)an:1;”+r
n=0 n=0

11



(o) (o) (o) (o)
— g (n+ r)an:Jz;”"'r"'2 — g (n+ r)an:zj”"'r + g a,xr"trt? 4 g a,z"" =0.
n=0 n n=0 n=0

=0
Agrupando os termos, obtém-se

[(n+r)n+r—1)—(n+r) +1]aa"™+?

o0

=Y [+ 4r =D+ +7) = aa™ =0

Fazendo t =n 4+ r, temos
n4+r)n+r—1)—n+r)+1=t>=2t+1=(—-1)>*,
pois t =1 é raiz dupla. Obtém-se dai a fatoracao
n+rn+r—1)—n+r)+1=mn+r—1)7>.
Analogamente,

n4+r(n+r—1)+n+r)—1=2-1=>+1)t—1)

=n+r+1)n+r—1).

Portanto
Z(n—l—r— 1)%a, "t +? —Z(n—l—r—l—l)(n—l—r— Ha,z"t" =0.
n=0 n=0

Fazendo k =n 4+ 2 no 12 somatorio, obtemos

N k4 =3 a ™ =Y (et n = a, 2™ =0
k=2 n=0

Usando a letra n novamente no 12 somatoério, separando os 2 primeiros termos do 22
somatorio e agrupando os termos em um unico somatorio, obtém-se

—(r+1)(r = Daox" —r(r + Z)aler

+§:[<n+r—3>2an_z—<n+r+1><n+r—1>an]w”+r =0.

n=2
Igualando a zero o coeficiente de cada poténcia de =, obtemos
Fquagao indicial: (r4+1)(r —1)=0;
r(r+2)a; =0

12



Férmula de recorréncia: (n4+r —3)?a,_a—(n+r+1)(n+r—1)a, =0.
As raizes da equacao indicial sao 1y =1 e 1, = —1. Esta
12 Solugao: Para ry = 1, temos
1-3a; =0
e a recorréncia
(n —2)%a,_3 —n(n+2)a, =0.
Escolhemos ag = 1. Para n =2 a recorréncia implica que
ay=10.
A partir dai, aplicando repetidas vezes a recorréncia, obtém-se
ap =1, a, =0 paratodo n>1.
Segue que

yi(z) = .

22 Solugao: Para

y(a.r) =Y ea(r)a™

n=0

obtém-se

,C(y(:z;, r)) = —(r+1)(r — Deo(r)z" —r(r + 2)e (r)z"™!

+ Z[(n +r— 3)zcn_2(r) —(n+r+n+r—1) cn(r)]x”"'r )

n=2

Para obter
impomos
e a formula de recorréncia

(n+r—3)2c, 2(r)—(n+r+1)(n+r—1)c,(r)=0. (9)

Como nos exemplos anteriores, temos



Mas

%(:p, r)= Z cn(r)e™ T Inz + Z c (r)a"tr
n=0 n=0
Logo
yola) = Z co(=D)z" ng + 27" Z ad(—=1)z"
n=0 n=0
Segue de (8) e (9) que
Cant1(r) =0, para todo n .
De (9), segue que
_ (n+r—3)?
ealr) = (n+r+1)(n+r—1) ena(r) -

Usando (10) e levando em conta que
co(ry=r—r=r+1,

conclui-se que

B (r—1)* B (r—1)*
car) = mc()(r) T i3
eur) = Dy - O )
(r+5)(r+3) (r+3)2(r +5) "’

(r—1)*(r+1)?
(r+5)2(r+7)"°

ce(r) =
e,em geral,

anlr) = AL
(r+2k—12%(r+2k+1)"°

k>2.

Como r + 1 é um fator com multiplicidade 2 de ¢yx(r) para todo k > 2, temos

D) = (-1 =0, (k>2).
Além disto,
ea(—=1)=2,
&) = 20r —1)(r+3) —(r —1)?

(r+3)2

14
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cy(—1)=-3.
Segue que

ya() :2:1;1n:1;—|-;1;—1<1_3x2> ‘

Exemplo 4. Resolver a equacao diferencial
(1 —a)y" =Ty + 6y =0. (11)

Como observamos depois do Exemplo 1, excepcionalmente, no 32 caso do método de
Frobenius pode acontecer que a segunda solucao seja do tipo mais simples, sem termo
logaritmico. Vamos observar isto no presente exemplo.

[ee]

Substituindo y = Z a,*"t" na equacao diferencial (11), obtém-se

n=0
Z(n +r)n+r— 1)an:1;”+r_1 — Z(n +r)n+r— 1)an:1;”+r
n=0 n=0

— Z 7(n + r)an:zj”"'r_l + Z 6a,z"t" =0.
n=0 n=0

Agrupando os termos, obtém-se

Z(n +7)(n+r —8)a,z" T — Z [(n +rin+r—1)— 6] a,z™t"=0.

Fazendo t =n 4+ r, temos

n4+rn+r—1)—6=t>-1t-6=0(+2)t-3)=n+r+2)(n+r—3).

Logo
D) r = Saa™ =Y (04 2)(n =3y =0
n=0 n=0

Fazendo k =n —1 no 12 somatorio, obtemos

D (ktr+ Dk +r = Nap 2™ =3 (ntr+2)(n+r=3)aa™ =0
k=—1 n=0

Separando o 12 termos do 12 somatoério, usando a letra n em lugar de £ e reunindo com
o 2% somatoério, temos

r(r — 8)apz" ™' + Z((n +r+)n+r—"dayr —(n+r+2)(n+r— 3)an>x”+7’ =0.

n=0

15



Igualando a 0 os coeficientes, obté-se
Fquagao indicial: r(r —8) =10

Formula de recorréncia: (n+r+1)(n+r—"ap1 —(n+r+2)n+r—3)a, =0 .
As raizes da equacao indicial sao 11 =8 e ro =0.

12 Solugao: Para r = r; =8, a férmula de recorréncia fica
(n+9)(n+ Dapr — (n+10)(n +5)a, =0,

ou seja,

(n + 10)(n + 5)

Upyy1 = a, ,
T 49+
Escolhendo ag =1, temos, para n =10,
10-5
a = — .
9-1
Para n =1,
11-6 (10-11)-(5-6) 11 5-6
a9 = a1 = = — T .
10-2 (9-10)-(1-2) 9 1-2
Para n =2,
12-7 12 5-6-7
a3 = oy = — -
11-3 9 1-2-3
Analogamente,
13 5-6-7-8 14 6-7-8-9
g = —/— - y ay = — -
9 1-2-3-4 9 1-2-3-4

e, em geral,

n-4+9 ‘ (n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
9 24 ’

a, = para todo n >0 .

Logo

y1 = % > (49 (n+1)(n+2)(n+3)(n + 4)a"

22 Solugao: Para r = ry =0, a formula de recorréncia fica
(n+1)(n—"T)an1 — (n+2)(n—3)a, =0.
Escolhendo ag =1, para n =0, temos
—Ta; +6a9 =0

16



6
a; = — .
T
Para n =1,
—12a2+6a1 =0.
Logo
3
ag = — .
T
Para n =2,
—15Cl3—|—46l2 =0.
Logo
4
as = — .
"7 35
Para n =3,
—12a4—0a3 =0.
Segue que
Cl4:0 .

A partir dai, a recorréncia nos da

a, =0, paratodo n>4.
Encontramos assim uma 22 solucao da forma simples
3.

IO
= — — T — X
V2 7T T3
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