EQUACAO DE BESSEL DE INDICE ZERO

A equacao de Bessel de indice p é a EDO
22" + 2y + (xz —pZ)y: 0,

onde p é um niimero real. Vamos estudar aqui o caso p = 0, ou seja, a equacao

22y 4+ ay + 2%y =0. (1)
O ponto zp = 0 é um ponto singular regular. Aplicando, entdo, o método de Frobenius,
procuramos uma solucao da forma
[ee] [ee]
y:xrz%x”:z%xn“, com ag#0 .
n=0 n=0
Substituindo na equacao de Bessel de indice 0 (1), obtemos
[ee] [ee] [ee]
Z (n+r)(n+r—1)a,z"" + Z (n+r)a, 2" + Z a, 2" T =0,
n=0 n=0 n=0

Juntando o 12 e o 22 somatérios, obtemos

(o) (o)
Z (n+ r)zan 2"t Z a, 2"t = 0.
n=0 n=0

No segundo somatdrio acima, fazendo k& = n+2 e fatorando o coeficiente do primeiro somatério,
obtemos

(o] (o]

2
E (n + r) a, "7 4 E ap_y 2™ =0.
n=0 k:?

No segundo somatério, substituindo o indice k por n, separando os dois primeiros termos do
primeiro somatorio, obtemos

rfaga” + (r+1) a2 4+ Y ((n +r)a, + (ln_z) 2"t = 0.

n=2
Como ag # 0, segue que
r’=10 (2)
(r + 1)2(11 =0 (3)
(r + n)zan + tp_9 =10 (4)

A equagao indicial (2) tem raiz dupla ry =r; =0.
12 Solugao: Para ry =0, a equagao (3) nos diz que

a1:0. (5)



A férmula de recorréncia (4) se torna

n2a, + ap_9 =0, n=234,... (6)
De (6) segue que
Ap—2
=== 5 n=234,... (7)

Usando (5) e (7) e deixando para escolher mais tarde o valor de ag, obtemos

a3p41 =0
_ Qo _ @ Qo _ Qo
T Tm MTap Taorngm T 7w anz
Em geral,
ao
ag, = (1) ————. 8
0= (1) g5 Q

Obtemos, finalmente, a solucao

B o) (_1)n 2 2n
Y1 = Z (n)2 \ 2
n=0
Esta funcao é chamada de funcdo de Bessel de 12 espécie de indice 0 e denotada por Jy(z):
B o) (_1)n 2 2n
Jo(z) = Z 2n(nZ\2) -
n=0
Examinando a expresao
1 1
=1—=z224 —2* ...
Jo(2) 22 + i + ,

vemos que Jo(2) é uma funcao par, pois sé envolve poténcias de x com expoentes pares e satisfaz

Jo(0) = 1.

Precisamos encontrar uma segunda solucao, linearmente independente de Jo(z). Qualquer
solugao da equacao de Bessel de indice 0, linearmente independente de Jy(z), é dita uma funcao
de Bessel de segunda espécie de indice 0.

Consideremos a funcao

yla,r) = Z an(r) z™t"
n=0
e seja
%y Oy
_ .2 oy 2
Lly) =@ Ox? —I—w@x Ty

o operador diferencial associado a nossa equacao diferencial. Aproveitando os cdlculos ja feitos
acima, podemos afirmar que

,C(y(ac, r)) =r2apa” + (r + 1)2(11 "t 4 Z ((n + r)zan + an_g) 2"t

n=2

2



Impondo que
ar(r)=20
e a férmula de recorréncia
(r+n)a,(r)+ans(r)=0, Vn>2,
teremos
Ly(w,r)) =r*ao(r)a" .

No 22 caso do método de Frobenius podemos continuar com a escolha

Isto nos d&

Derivando em relacao a r, tem-se
d
or

Fazendo r = 0, segue finalmente que

{,C(y(w, r))} =2r2" 4 %" Inr

(2 w0) =0,

Portanto uma segunda solucao é

ya(z) = %(w, 0) = Z a,(0) 2" Inz + Z al (0) 2™
n=0 n=0

A férmula de recorréncia obtida acima pode ser reescrita como

an(r) = — _ An—2(r) .

(r+n)°
Como aq(r) =0, obtemos que
a2n+1(r) =0.

Para n =2, temos

1
az(r) = — (T‘—I- 2)2 .
Para n =4,
1 1
()= _m%(r) S22 (r+a)?

Analogamente, para n = 6, obtém-se

1 1

R L T Y



e, mais geralmente,

(=" _ =y
(1-2)%(2-2)*(3-2)*--- (n-2)*  (n!)*22n

azn(O) =
Tomando o mddulo e aplicando logaritmo,

In |ag,(r)| = —2(1n|r—|—2|—|—ln|r—|—4|—|—ln|r—|—6|—|—---—|—1n|r—|—2n|)

Derivando

M— 2 ! + ! + ! 4+ -+ !
agn(r)_ r+2 r+4 r+6 r+2n

Fazendo r =0,

az,(0) 2 46 2n
Finalmente,
(_1)n—l—1Hn
a, (0) = 5
(n!)"22n
onde,

11 1
Hy=14 =4 =4 -oof —.
+otgtt

AFEncontramos uma segunda solucao para a equacdo de Bessel, linearmente independente da
primeira, na forma

o0 (_1yntl
92(35):Y0($):Jo($)lnx+z(1)7mx2n

Como Jp(0) =1, temos que

lim Yp(2) = —o0
z—0t

Conclusao: As inicas solugoes da equacio de Bessel de indice 0 que sdo limitadas em um
intervalo do tipo (0,a) sao as da forma



