Secdo 28: FUNCOES DE BESSEL

A equagdo de Bessel de indice p é a EDO

22y +ay + (22 = pP)y =0,

onde p é um ndmero real.

O ponto g = 0 é um ponto singular regular para a equacdo de Bessel. Aplicando, entao, o
método de Frobenius, procuramos uma solucao da forma

o [o.¢]
y=a" E anpx"t = g an " com ag #0 .

Substituindo na equacao de Bessel, obtemos

00 ) ) )
Z(n+r)(n+7«_ 1)anxn+r+Z(n+r)anxn+r+zanxn+r+2 o ZpQann—&-r -0.
n=0 n=0 n=0 n=0

Juntando o 12, 0 22 e 0 42 somatorios, obtemos

00 00
Z ((n + 7“)2 —p2)an 2t Zan 22 —
n=0 n=0

No segundo somatorio acima, fazendo k = n+2 e fatorando o coeficiente do primeiro somatério,
obtemos

i (n+7r+p)(n+r—pay,az™" +iak,2xk+’” =0.
n=0 k=2

No segundo somatério, substituindo o indice k por n, separando os dois primeiros termos do
primeiro somatdrio, obtemos

(r+p)(r—placz” + (r+p+1)(r—p+1)ag2a" '+

(o]
#3007 #2057 = e bz )7 =0
k=2

Como ag # 0, segue que

(r+p)(r—p)=0 (1)
(r+p+1)(r—p+1)a; =0 (2)
(n+r+p)(n+r—p)an+an_2:0 (3)

A equagao (1) é a equagao indicial. Suas raizes sdo 11 =p e 19 = —p.

12 Solugao: Para r =p >0, a equagao (2) se torna
(2p+1)a1 =0,

ou seja,



A férmula de recorréncia (3) se torna

(n+2p)nan+an_2:0, n=2734,... (5)
De (5) segue que
an—2
ap=— —m=2 934, 6
" n(n + 2p) ©)

Usando (4) e (6) e deixando para escolher mais tarde o valor de ag, obtemos

agp+1 =0
ap ag ao
2= =g o 4= , ag = — .
2(2 + 2p) 2-4(2+ 2p)(4+ 2p) 24-6(2+ 2p)(4+ 2p) (6 + 2p)
Temos
(=1)"ao ao ao
Gy = ———~ 5, W= 70 6= — G -
1(1+p)-2 1-2(1+p)(2+p)-2 1-2.3(14+p)(2+p)(3+p)-2
Em geral,
(=1)"ag
a9y, = . 7
an n!(1+p)(2+p)---(n+p)-22n @
Costuma-se fazer a escolha )

Utilizando repetidas vezes a identidade
MNx+1)=aT(x),
temos
(n+p)--2+p)(1+p)TA+p)=(n+p) - (2+p)L(2+p)
=(n+p)--B+p)LB+p =--=Tn+p+1).
Portanto com a escolha (8), (7) se torna

(="
n!T(n+p+1)22ntp

agn =

Obtemos, finalmente, a solucao

R e
yl_;_% n!T'(n+p+1) <2>

Esta fungao é chamada de funcao de Bessel de 12 espécie de indice p e denotada por J,(x):

I o W G DAY 7
W0=Y aen(s)

Para p=m=20,1,2,3,...



Em particular,

Jo(x) = Z

n=0

(:;)2” ’ Jl(x):i n!((;l_inl)!<§>2nﬂ7

n=0

(1"
(n!)”

00 2n+42
_ (=D)" (=
@) =), gayailz) e
n=0
Examinando a expresao
1 1
J()(.’L') :1—13324‘@.’134‘*— s

vemos que Jy(x) é uma fungao par, pois s6 envolve poténcias de = com expoentes pares e satisfaz
Jo(0) = 1.

Observagao importante: A equacao de Bessel ndo muda se substituirmos p por —p. Con-
seqiientemente J,(x) e J_,(x) s@o duas solugoes da equagdo de Bessel de indice p. Precisamos
investigar em que casos estas duas fungoes sao linearmente independentes.

Exemplo: Vamos obter as expansoes em séries de poténcias das funcoes de Bessel Ji(z) e
2
J_ 1 (x).

R G ) N £
J§<”“")_n§% n!r(n+§+1)<2> '

1
Note que, utilizando repetidas vezes a identidade I'(z+1) = 2z I'(z), e, sabendo que T(§> =/,
obtemos 1 1 ) 1 ) )
I‘(n—l—§+1): (n+§)1“(n+§)= (n+§)(n—§)F(n—§) =
1 1 1 1 2n+1 2n-—1 1
— Nn-=2)--2T(Z) = AT -
(nt3)n=5) 5T = 2 VT
isto é,
1 @n+1)@2n—1)----31

F(n+§+1)— s VT

Logo

00 on+1
(—1)m2ntl 1 z°"*2
Ji@) =2 11-35---(2n+1) V 7 o2ntl
Levando em conta que

nl1:35--(2n+1)2" =24:6---(2n)-1-3:5--- 2n+ 1) = 2n+ 1),

o 2 - (_1)11 n
i@ =\ HZZO (2n—|—1)!$2 "

temos

e, finalmente,

Analogamente mostra-se que



2
J_1(x) =4/ — cosw
P T
~ 1 .
Conclusao: Para p = 5 fungoes de Bessel Ji(x) e J_i(x) se expressam em termos
2 2
. 2 2 . .
de fungoes elementares, Ji(x) = \/— senx e J_1(x) = \/— cosz e sdo duas solugoes
P T 2 T

linearmente independentes da equacao de Bessel de indice

N

%y’ + xy + (27 —i)yzo.

Mais geralmente, temos a seguinte
Propriedade: Se p nao é um inteiro, entao Jy(x) e J_p(x) sdo duas solugdes linearmente

independentes da equacao de Bessel de indice p.

De fato, o comportamento destas funcoes préximo ao ponto xg = 0 é dado pelo primeiro
termo da série

P P

Jp(z) ~ PT+p) J_p(x) ~ P T(1=p)

quando z — 0 .
Logo uma nao é multipla da outra e, portanto, sao linearmente independentes.

Exemplo: Vamos mostrar que J_3(z) = —J3(z). Temos

Levando em conta que

LU S S
r(-2) T(-1) 1)

temos que os 3 primeiros termos da série sao nulos e o somatério pode ser comecado em n = 3,

ou, para n =k + 3,

00 k+3 2k+3 [eS) (—l)k . 2 k43
;::0 k+3vkl< ) :_Z (k+3)'k'(2> = —J3(x) .

k=0

Usando o mesmo argumento prova-se a
Propriedade: Para m =0,1,2,3,...,

Jom(z) = (=1)™ J(z) .

Em resumo:

(i) Se p ndo é um inteiro, entdo Jy(x) e J_p(x) sdo duas solugoes linearmente independentes
da equacdo de Bessel de indice p;



(ii) Sep=m=0,1,2,3,..., entao Jy(z) e J_p(z) sdo linearmente dependentes, mais precisa-
mente, J_p(z) = (—=1)" Jn(z) .

Parap=m =0,1,2,3,... precisamos encontrar uma segunda solucao, linearmente indepen-
dente de J,,(x). Qualquer solucao da equagao de Bessel de indice m, linearmente independente
de Jp(x), é dita uma funcao de Bessel de segunda espécie de indice p.

Para p = m = 0, a equacao de Bessel é

22y +xy + 2%y =0.

Uma solugao é y; = Jo(x). Sabemos que podemos encontrar uma solugao, linearmente inde-
pendente da forma

y2 = v(z)Jo(z) .
Substituindo na equacao de Bessel, obtemos
:U(U"JO + 20" J)) + ' Jp =0
'z do + 2xJy + Jo)v' =0,

que se reduz & primeira ordem fazendo z = v/,
dz 2. n 1
o )
dx Jo T
Separando as variaveis e integrando,
d 2J) 1
o / ( 0+ )da:
z Jo T

Inz=-2In|Jy| —lnz+InC
1

:U(Jo(x))Q

1
v=C | ———dx+D.
/x(Jg(x))2 -

ou

Escolhendo C =1e D=0,

Por outro lado, de

segue que

(Jo(x))2 = (1—15524‘6%1564-’-“')(1—1$2+ix4+--~>

4 4 64
=1--224 —Jr(—1)2+i at +
- 2 64 4 64

1 3
1o g2y 2

295 +32x+



- 2 A
Queremos encontrar a expansao de ———— . Como (Jo(:v)) sé envolve poténcias de x com
(Jo())
expoente par (ou seja, é fungao par), o mesmo acontece com seu inverso.
1 1

= :bo+bgl’2+b4$4+"‘
2 1 3
(J0($)) 1_§$2+@$4+"'

Devemos ter

1 3
= (-t Bt Y (b bt )
2m +325L‘+ bo+box® +bgx™ +

ou, efetuando a multiplicagao,

bo by 3bo\ 4
1=b (b——)Q (b—— 7>
o+ | b2 5 x” 4 (04 2+ 32 T+
Da igualdade das séries, temos
1 = by
b
0 = 62—50
ba  3bg
— b _ _= _
0 =bhi-5t3
Segue que
bp=1 b 1 by = > t
0 — ) 2_2 ) 4_32 ) €tc.
Logo,
1 1 )
72:14-*.7324-*334—1"“
(JO(:L»)) 2 32
Finalmente,
B 1 1 5 B 1, 5 )
yQ—Jo(az)/<m+2x+32x + )dx—JO(az)lnx+Jo(x)<4x +1283: + :
Note que
1 ) 1 1 1 )
p@(te Do) = (tes Lo (b S
@3+ g F 17 et T 17 gt T
_ L s 3 4
= 4x 128x + .

Obtemos, finalmente, uma segunda solugdo para a equagao de Bessel de indice 0, que é linear-
mente independente de Jy(z), a fungao
1 3
= Yo(z) = Jo(z)1 Sat - gty
Y2 0(.%‘) 0(:17) nx + 1 x 198 r + s
conhecida como fungao de Bessel de Neumann de segunda espécie de indice 0. Como
Jo(0) =1, temos que

lim Yp(z) = —o0.
i Yole) = oo

Conclusao: As inicas solucoes da equacao de Bessel de indice 0 que sao limitadas em intervalos
do tipo (0,a) sdo as da forma

y=CJy(z).
Para p=m=1,2,3,... prova-se a mesma conclusao e, portanto, vale a seguinte
Propriedade: As unicas solugoes da equacdo de Bessel de indice p = m = 0,1,2,3,... que
sao limitadas em intervalos do tipo (0,a) sao as da forma

y=CJn(x) .



