Secao 30: Um exemplo — resfriamento de um cilindro

Exemplo. Suponhamos que um cilindro de raio 1, bastante longo, feito de um material
condutor de calor inicialmente a 100°C é mantido em um meio a 0°C. Estudar a evolucao
da temperatura no cilindro.

Solucgao:

Supondo o cilindro bastante longo e que estejamos interessados em descrever o que acon-
tece longe das extremidades, podemos considera-lo, entao, infinitamente longo. Basta
estudar o que acontece em uma segao D (o disco unitario) do cilindro. No instante ¢ =0,
a temperatura u, sendo constante, tem simetria radial. Esta simetria nao se perde ao
longo do tempo. Em outras palavras, a temperatura v depende apenas da coordenada po-
lar r, nao dependendo de #. Com isso, o problema matematico se simplifica. Na equacao
do calor u; = c*Au, usamos a expressao do laplaciano em coordenadas polares para uma
funcao que nao depende de 0
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Por simplicidade, vamos considerar o caso ¢ = 1 (isto sempre pode ser conseguido,
tomando unidades convenientes). Estamos procurando uma fungdo u = u(r,t) satisfa-
zendo
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U =Uyp+—-u , (0<r<l,0<t<o0)
r

u(l,t) =0 , para t>0

u(r,0) = 100 , para O0<r<l1

Comegamos procurando uda forma u(r,t) = ¢(r)(t). Substituindo na equagao e sepa-
rando as variaveis, temos que

re'(n)+¢'(r) _ ¥t _
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que nos da as equagoes

ro"(r)+ ¢ (r)+Are(r) =0 e P(t) = NY(t) .

A solucdo da segunda equacao é a exponencial ¥(t) = e**. Devemos ter A < 0, pois caso
contrério a solucao se tornaria infinita para t — oo . Pondo, entdao, A = —a?, obtemos

r () +o(r) + o rp(t) = 0

Multiplicando por r e fazendo a mudanca de varidvel s = ar, esta iltima equagao se

transforma em

d*p de
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que é a equacao de Bessel de indice 0. A solucao, portanto, é

o(r)=AJy(ar)+ BYy(ar) ,



mas B = 0, pois a solucao deve permanecer finita para r = 0, que corresponde a origem,
que faz parte do disco. Obtemos, assim,
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u(r,t) = A Jy(ar)e " .

Pela condicao de fronteira u(1,t) = 0, devemos ter Jo(a) =0 , isto é, a = a,, é um dos
zeros positivos da funcao de Bessel .J,. Encontramos entao as solugoes

un(r,t) = AnJo(anr) emomt

para a equagcao diferencial e a condicao de fronteira. Fazendo a superposicao obtemos

u(r,t) = Z Ando(or) et
n=1

Para t =0, devemos ter o desenvolvimento de Fourier-Bessel
100 = u(r,0) = Z A Jo(anr)
n=1

Como vimos, os A,, sao dados por
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Da equagao de Bessel,
rJo(r) = —[rJg'(r) + Jg(r)] = = (r Jg(r))" .
Logo,
[ wtewnear= 2 [“a@rar=-Zaw| =L
; OOénTT'T—aT%O o\7)Tar = aglrrzo— anlan.

Obtemos, finalmente, que a solugao do problema é
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