Pendulo de Comprimento Variavel

Deducao da equagao diferencial:

@) Consideremos o péndulo da figura ao lado em que uma
massa m = 1 oscila presa a um fio cujo comprimento
L = L(t) varia com o tempo, pela agao de uma roldana.
Colocamos um sistema de coordenadas tendo a origem
no ponto de suspensdao do péndulo e tendo o eixo dos YV
dirigido para baixo. Temos

. . x = Lsenf
POSILA0 { y = Lcos#

2 =L'senf+ L& cosh
y = L'cosf — L 0 senf

velocidade {

2" =T1"senf + 2L 0" cosh — L(O/)ZSGHO—I—LOHCOSO

n__gn 1 Y 1 (1)
y' = L"cosf — 2L 05en0—L(0) cosf — L6"send

aceleracao {

Sobre a massa atuam duas forcas, o peso P= (0, mg) e a forga R de reacao da corda. A forca
de reacao B tem a direcdo radial, mas é dificil de dizer qual o seu médulo, que depende de como
o comprimento I varia. Se por exemplo, L é constante, entao R vale exatamente o oposto da
componente do peso na direcao radial. A 22 lei de Newton nos diz que

P4+ R=md.
Acima @ = (2",y") é a aceleragao. Consideremos T = (Cos f, —sen 0) , 0 vetor unitario na

direcao perpendicular a diregao radial (no caso Lconstante, T é tangente a trajetéria). Entao
R-T =0, de modo que

P-T=ma-T.
Logo
(0,mg) - (cos B, —sen §) = (2", y") - (cos 0, —sen §) ,
ou seja,
—mgsend = x"” cos — y” sen 6 (2)
Substituindo (1) em (2), obtém-se
—gsenf =2L'0' + 160" . (3)
Usando a aproximacdao senf = 6, obtemos a equacao
200" + 10" + g6 =0 (4)

Resolugao da equacgao diferencial. A partir de agora fazemos a hipétese que o comprimento
do péndulo cresce a uma taxa constante,

L:L0—|—U0t.



Para resolver a equacao diferencial (1) que governa o sistema, introduzimos L como variavel
independente. Pela regra da cadeia,
,_do_dodL_ b 5
dt  dL dt dr
Concluimos que derivar uma vez em relacdo a t equivale a derivar uma vez em relacdo a L e

multiplicar pela constante vg. Segue que

d*9 5 d*0
= T ()
Substituindo (2) e (3) em (1), obtém-se
d*0 de
2 2 —
Lvom—l—Qvoﬁ—l—gO_O
ou ainda
d*9 g g
L= 42L—+560=0.
a2 Thart V3 0 0

Lembremos a equacao de Bessel modificada: As solucoes de
22y + (1 = 2a)zy’ + (o — B2p° 4 3°k*2* )y = 0

sao y = a7, (lmﬁ) , onde 7, indica uma funcao de Bessel de indice p.

1 1 2
Aplicando este resultado com « = 5 8= 3 k= vy e p=1, obtemos
Yo
1 2 _1 2
§=CL 2J1(—\/gL NeN’ 2Y1(—\/gL)
Yo Yo

2
Pondo z= — /gL, temos
Vo
0= Az"'J1(2) + B2l (2) .

Derivando em relacdo a z, usando que
d

7 {z_lJl(z)} = 271 Jy(2)

e que vale uma férmula andloga para as Y (ver obs. 1 abaixo), obtém-se

o

L= |:AZ_1J2(Z) + Bz7'Y,(2)

Vamos usar as condicoes iniciais

00)=6,, 0(0)=0.

L d t ad 49 dz t ad 0 t 0.T i
evando em conta que — = — — , temos que — = 0 se e somente se — = 0. Temos, assim
WG T dz A e dz » ASSI
. de 2 ) ,
as condicoes 8 =6y e — =0, para z =z = — /gLg, isto é,
dz Vo

AZO_1J1 (Zo) + BZO_1Y1 (Zo) = 00
AZO_IJQ(Z()) + BZO_IYQ(Z()) =0
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Pela regra de Cramer obtém-se

_ OO'ZO_IYZ(ZO) . oz0Y2(20)
z0_2 [Jl(zo)Yz(zo) - Jz(zo)Yl(zo)] — Ji(20)Y2(20) — J2(20) Y1 (20)
. - 9020J2(Zo)
b= J1(ZO)Y2(ZO) - Jz(Zo)Yl(Zo) '
Afirmacio: Jy(2)V(z) — Ja(2)¥i() = ——

Demonstracao:

Usando a relacao

com p=1,e também a relacao

dz

( cf. observagao 1 , abaixo ) , temos

J(Yal2) = H(2)Yi(2) = 2| 11 (2) (27 Va(2) = (7 (2) Va2)]
—:[ 1) (V) - (A () V()]

= [LEV(E) - AN()] = -W ()

onde W indica o determinante wronskiano das duas solucoes J; e Y] da equacdo de Bessel
de indice 1, 22y" + zy' + ( - 1)y = 0. Pelo Teorema de Abel, W(z) é uma solucao de
2W'(2) + ZW( ) =0 e, portanto, da forma

W(z)zg.

Determinamos o valor da constante D, fazendo o limite

D = :W(z) = lim 2W(z) = lim 2 [J1(2)Y{(2) — J{ (2)Y1(2)]

z2—0 z2—0

00 2n+1
Usando que Jy(z E -I- 1 ( ) e
(n

5 00 (_1)n Hn‘I’Hn-l—l P 2n+1
YI(Z)__[(ln_”)‘]l(z)_"1+ s (3)
n=1
temos
1 2 2
Ji() =5, Jiz) =, Yl(Z)%—E e Y{(Z)%TZZ



e, portanto,

2
D=—.
T
Obs: 12) Para todo n natural valem
d d
% {$nYn($)} = $nYn_1($) e % {$_nYn($)} = —x_”Yn_H ($) .

A razao é que para J, valem estas férmulas e Y, pode ser definida por

Jp(z) cosmp — J_, () ‘

Y. (z) = lim

p—n senmwp

Ver Watson, Treatise on the Theory of Bessel Functions, pag. 66.

22) Mais geralmente, para todo n natural vale

Ja() Y1 (2) = T ()Y (2) = —— .

Vw4

Para demonstracao ver Watson, Treatise on the Theory of Bessel Functions, pag. 77.

Conseqiiéncia: A — —g 0023Y2(ZO) , B= —g eongQ(Zo) e
7
0= 20053z~ Va(20) 11 () + Ja(0)Vi(2)] -

n R 2 .
Conseqiiéncia: Se as constantes Lg e vg sao ajustadas para que zg = — v/¢Lg seja um zero de
- Vo

Ja, entdo B = 0 e obtém-se a expressao mais simples
7
0 = —5 002’32’)/2 (Zo)Jl (Z) .

Em outras palavras, a solucao é dada por

6(t) = —C\/ﬁﬁ(% \/Q(Lo—l-vot)) ;

onde

m 4gL 2
C = 5 92000Y2(—\/9L0) .
v Vo

0

Para simplificar, vamos analisar com mais detalhe esta situacao mais simples. Notamos que:

de
1. O péndulo passa pela posicio 8 =0 quando = 0.
z

db . L d .
2. Ocorre i 0,1i.e., elongacao méixima, quando i 0, ou seja, para Jo(z) =0.
z z
3. Definimos um “quarto-periodo” como sendo o tempo que o péndulo leva para deslocar-se de
=0 até 8 =0, ou vice-versa. Os “quarto-periodos” podem ser encontrados olhando para os

zeros de Ji(z) e Ja(2).
A figura ao lado mostra os graficos das funcoes Jy(v/z ) e Jo(y/2). As diferencas entre os

~ . ; Vo .
zeros de uma da outra dao a medida dos “quarto-periodos” tomando — como unidade de
49
comprimento. Esta conclusao segue da férmula

1 2
(t) = -C ——=J1 | — L t
=0 g 1 (G Vol T i)
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demonstrada anteriormente. Os quarto-periodos podem ser obtidos das tabelas de zeros das
funcoes de Bessel.
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Figure 1: Funcoes Jo(v/2) e Ji(v7)

Os 8 primeiros zeros da funcdo de Bessel J; sdo:

{a1,}=3.83171, 7.01559 , 10.1735 , 13.3237 , 16.4706 , 19.6159 , 22.7601 , 25.9037

Os 8 primeiros zeros da fun¢dao de Bessel J; sdo:

{ag,} =5.13562 , 8.41724 , 11.6198 , 14.796 , 17.9598 , 21.117 , 24.2701 , 27.4206

A partir daf calculamos os quartos-periodos (medindo os intervalos de tempo em miltiplos

v v
de 2 , i.e., tomando 2 como unidade de tempo):
49 49

04%72 - 04%71 = 22.8438 , tempo gasto para ir de 1 até 2.
04%72 - 04%72 = 21.6315, tempo gasto para ir de 2 até 3.
af 3 — a3, = 326495, tempo gasto para ir de 3 até 4 .
04%73 - 04%73 = 31.5213 , tempo gasto para ir de 4 até 5.

1 5 04%74 - 04%73 = 42.5001 , tempo gasto para ir de 5 até 6.

7 6 a3 4 —of , = 41.3994 , tempo gasto para ir de 6 até 7.

Comportamento observado: Uma oscilagao em direcdo a posicdo de equilibrio demora mais
tempo que a oscilagdo para fora que a antecede e também mais tempo que a oscilagao para fora
que se segue.



