Cabo Suspenso

Figura 1

PROBLEMA 1. Consideremos o problema de determinar a forma assumida por um
cabo homogéneo flexivel, suspenso pelas duas extremidades, sob a acao de seu préprio
peso.

Solucao:

Evidentemente, quando atingir o equilibrio, o cabo vai ficar, todo ele, contido em um
plano, o plano vertical que passa por suas duas extremidades. Ficamos, entao, com um
problema no plano. Coloquenos, neste plano, um sistema de coordenadas em que o eixo
Y seja vertical e passe pelo ponto mais baixo (0,y0) do cabo. A forca de tensao é varidavel
ao longo do cabo. A tensao em um ponto P do cabo depende, entre outras grandezas, do
peso da porcao de cabo acima do ponto P.

Consideremos um trecho do cabo, de comprimento s, entre o ponto de coordenadas
(z,y) e o ponto mais baixo do cabo. Este trecho estda em equilibrio sob a agao de 3 forcas:
o seu peso, a tensao Ty no ponto mais baixo e a tensao 7' no ponto mais alto. O fato do
cabo ser flexivel se expressa matematicamente dizendo que a forca de tensao tem sempre a
direcao tangente a curva. Isto, porque nao ha forcas internas, o cabo nao oferece nenhuma
resisténcia a curvar-se na direcao da tensao. A soma destas 3 forcas que agem sobre o
trecho considerado do cabo é nula. Considerando as componentes horizontais, temos

To =T cosd (1)
e, igualando a componentes vertical de T" ao peso do trecho, temos
Tsenf = \gs , (2)

onde ) é a densidade linear do cabo.
Dividindo (2) por (1), obtemos




Estamos procurando a fungao y = y(x) que dé a forma assumida pelo cabo. A condi¢ao
(3) nos diz que
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Note que s = s(x) é funcao de x. A igualdade acima nao é ainda uma EDO, pois 3

varigveis estao envolvidas. Para superar esta dificuldade, derivamos (3) em relacao a x,
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Vamos aqui abrir um parénteses para revisar uma férmula do calculo, a féormula (6)
abaixo.

o

A figura ao lado mostra um pequeno segmento de comprimento Az a partir do ponto z.
Queremos expressar o pequeno comprimento de arco As, medido sobre a curva. A idéia é
aproximar As pelo comprimento medido sobre a reta tangente. Chamando de 8 o angulo

entre esta tangente e o o eixo X, temos
Ax ~ (AS) cosf .

Logo

A 1
—S% =secl =1+ tan’6 .

Az cos 0

Fazendo Az — 0, obtemos
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Substituindo (6) em (5), obtemos



que é uma EDO de segunda ordem redutivel a primeira ordem. Chamando z =y, temos

d
é =av1+2?, (8)
onde a =22 A EDO (8) é separavel, Separando as variaveis e integrando, temos

0

[ =]

———=a [ dx .
1+ 22

Fazendo a substituicio z =tant, dz = sec®tdt,
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Logo

In

z4+ V1422 =ax+ 4

Usando que a tangente no ponto mais baixo da curva é horizontal, isto é, z(0) = y'(0) =0,
deduzimos que Cy = 0. Logo

2+ V14 22

In =ax,

ou seja,
24+ V1422 = £

Se nos concentrarmos no lado direito do cabo, onde z = y’ > 0, temos
z + \/l—l—iz:2 = e*7 .

Podemos isolar z,

V1422 = 7T — 2
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y = + Cy = —cosh(az)+ Csy .
a

Concluimos que a posicao de equilibrio do cabo é dada por

ay = cosh(ax) 4+ Cy

isto, é, uma translagao vertical da curva ay = a cosh(a x), que nada mais é do que uma
mudanga de escala (uma ampliacdo ou redugao) da curva

y = cosh x| (9)

ja que provém dela através da tranformagao (z,y)+— (az,avy).

Figure 1: Funcao cosh(x)

A curva y = coshz chama-se catenaria, do latim catena, que significa cadeia ou

corrente. A catenaria (9), portanto, é a forma assumida por um cabo flexivel suspenso, a

menos de um fator de ampliacao ou reducao. Fixa-

dos 2 pontos A e B como na figura ao lado, consid-

eremos 2 cabos flexiveis de comprimentos diferentes

suspensos por estes 2 pontos. A forma assumida

A B pelo cabo de menor comprimento, que ficou mais

acima é a de um pequeno trecho da catenaria (9),

bem préximo ao ponto mais baixo, submetido a uma

grande ampliacao. Ja a forma assumida pelo cabo

de maior comprimento é a de um trecho muito mais

longo da catendria (9), sujeito a uma pequena am-
pliacao ou até mesmo a uma reducao.
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PROBLEMA 2. Determine a forma assumida por um cabo de sustentacao de um ponte
pénsil de densidade horizontal constante, supondo a massa do cabo desprezivel face a
massa da ponte que ele sustenta.

Solucao:

Consideremos, novamente na Figura 1, as 3 forcas agindo no trecho do cabo entre seu
ponto pais baixo e o ponto (z,y). A tnica diferenga é que agora em lugar de considerar
o peso do techo de cabo, devemos considerar o peso do trecho da ponte que esta sob o
trecho do cabo. Em outras palavras, a condigao (1) continua a mesma, mas em lugar de
(2) devemos considerar agora a condicao

Tsenf =Agux, (10)
onde A designa agora a densidade horizontal da ponte. Dividindo (10) por (1),

Agx

tan 0 = T

(11)

Logo a fungao y = y(x) que dd a forma do cabo satisfaz a equacao diferencial

d_y_ Agx
d$_ TO

Trata-se de uma equacao diferencial de primeira ordem separavel muito simples, cuja
solucao geral é

_ Aga?
YT,

+C.

CONCLUSAO: Um cabo de sustentacao de uma ponte pénsil assume a forma de um arco
de pardbola.



