Secao 3: Equacoes Separaveis

Definigao. Uma EDO de 12 ordem é dita separdvel se for da forma

y' = f(x)g(y),

onde f(x) e g(y) sdo fungdes de uma variavel. Ou seja, é o caso de equagdo em forma normal
y' = F(x,y) em que F(x,y) é do tipo particular F(z,y) = f(x) g(y).

2 1
T +x2y é separdvel, com f(x) =2z e g(y) = T2y

2. A equacdo y' = y + 3z nao é separdvel.

Exemplos: 1. A equacao ¢ =

Método de Resolugao. As equacoes separdveis sdo aquelas em que se pode separar as varaveis,
passando para um lado da igualdade os termos contendo y e dy e para o outro lado os termos
contendo = e dx. J4 resolvemos equagoes separaveis pelo método de separacao de varidveis em
varios exemplos das se¢Oes anteriores. Vamos apenas comentar que

Y~ f@)9tw) (1)
equivale a i
Y — f(z)da ou =0.
ol f(x)d g9(y) =0

Se yo € tal que g(yog) = 0, é facil verificar que a fungao constante y(z) = yo é uma solucao da
EDO (1). As demais sao obtidas por integragao

/gf(lz):/f(m)dx.

Admitindo que se consiga calcular as integrais acima, vamos obter a solucao geral da EDO
separavel (1) na forma

Py) = ¢(z) + C, (2)

onde ¢(x) e ¥(y) sdo certas fungoes de uma varidvel. O que queremos observar aqui é a
forma como vamos encontrar a solugao geral (2). Dado um z, nao estd dito quanto vale o y
correspondente. Sé é dada uma equacao relacionando x e y. Em resumo, ao resolvermos uma
equagao separdvel pelo método de separacdo de varidveis, vamos encontrar a solu¢do geral (2)
definida implicitamente. Em alguns exemplos conseguimos resolver a equagao (2), explicitando
y como funcdo de x. Em outros exemplos, isto pode ser muito dificil ou mesmo impossivel.
Pode ainda existir uma ou mais solugées nao incluidas na solucdo geral. Estas serdao da forma
y = Yo, onde yo um zero da fungao g(y).

Exemplo 3. Resolver a EDO

zy' +y -y’ =0. (3)
Esta equacgao é separavel,
2 Wy
dx ’

que é equivalente a

—_— = — ou y=20 ou y=1.



Verificamos que as fungdes constantes y =0 e y = 1 sao solugdes da EDO (3). Ficamos com a
integral
/ dy  [dz
y(y — 1) x

1 1 1

yly—1) y—-1 y

Decompondo em fragoes parciais

obtemos
Injly—1] —Injy| =Injz|+InC.

A solugao geral em forma implicita é

ly — 1| y—1

= Clz|, ou seja,  =4Cx
vl y
ou ainda (permitindo que C' assuma valores positivos e negativos), simplesmente,
-1
Y= — 0s.
Yy
Neste exemplo, é simples obter y explicitamente isolando
1 1 1
1--=Cz 1-Cx= - = )
y Y y ) y 1 _ C:U

Finalmente as solugoes da EDO (3) sao

_ 1
1-Cz

Y y=0.

Note que aqui a solucao particular y = 1 fica
incluida na solucao geral, para C = 0 e, por
isto, nao precisamos insistir nela. Mas a solucao

— particular y = 0 nao estao contida na solucao
/ geral para nenhum valor da constante C'.

Ao lado estd um esboco da familia das solucoes
da EDO (3). Todas as curvas passam pelo ponto
(0,1). As solugbes preenchem o plano todo ex-
ceto os pontos (0,y) sobre o eixo dos Y com
y # 0, pelos quais nao passa nenhuma solugao.

Isto s6 nao contradiz o Teorema de Existéncia e Unicidade da Secao 2 porque, embora a EDO

(3) faca sentido em todo o plano, ela s6 pode ser colocada em forma normal
dy -y
dx T

para x # 0, ou seja, fora do eixo Y.

Exemplo 4. Vamos formar problemas de valor inicial, acrescentando alguma condi¢ao inicial &
mesma EDO considerada no Exemplo 3.

— Resolva o PVI abaixo, encontrando o intervalo maximo de definicao da solugéao
{xy+y—f=0
y(-1) =2
2



Tomamos a solucao geral encontrada acima e substituimos x = —1 e y = 2. Isto nos da

1
2=——".
1+C

1 1 2 . , .
Obtemos C = —= e y = — = . Esta solucao nao estd definida para x = —2 e

2 1+ 5z T+ 2
na EDO nao tem nenhuma restricao adicional. Retirando do conjunto R dos niimeros reais o
elemento z = —2, sobram 2 intervalos, (—oo, —2) e (—2,400). Mas para cumprir a condigao
inicial, nossa solugao precisa estar definida no ponto x = —1. Dentre os 2 intervalos, tomamos
aquele que contém o ponto x = —1, ou seja (—2,400).

Conclusao: A solugdo do PVI (4) é a funcdo y = , definida o intervalo I = (—2,+00).
x

+2

— Resolva o PVI abaixo, encontrando o intervalo maximo de definicao da solugao

{ zy +y—y* =0
y(2) =0

Se substituirmos na solugao geral x = 2 e y = 0, encontraremos uma condi¢ao impossivel de
ser cumprida. Isto se deve ao fato que a solugao do PVI (5) néo estd incluida na solugao geral
da EDO, mas ¢ precisamente a solugao y(z) = 0. O intervalo de defini¢ao desta funcao é todo
I=R.

(5)

Exemplo 5. Resolva o PVI abaixo, encontrando o intervalo maximo de definigao da solugao

J = 2z
142y (6)
y(2) = -1

d i
Denotando 3’ por d—y, separando as variaveis e integrando, obtemos
x

dy 2z

dr  1+2y

, (1+2y)dy:2:nd:17 e /(1+2y)dy:/2xd$.

Calculando as integrais, encontramos a solucao geral em forma implicita: y 4+ y? = 22 + C'.

Substituindo z = 2 e y = —1, encontramos C' = —4. Portanto, a solugado do PVI (6) em forma
implicita é
y+yP =24,

Usando a férmula de Bhaskara, podemos isolar y e encontramos

Y= —% +4/x? — 1745 :
Para determinar qual é o sinal que serve, fazemos novamente © = 2 e y = —1. Temos
1 / 15
1= —3 +4/4— R
isto é,
a=E 1



Portanto, o sinal que serve é o de menos. Logo, a solugao do PVI (6) em forma explicita é

1[5
y—2 T 1

Vamos agora determinar o dominio da solugao. E preciso que z

Devemos ter
V15 V15

r > — ou r< ——.
-2 - 2
Os intervalos de definicdo de solucoes de EDQO’s sdo tomados sempre abertos. Isto porque a

EDO envolve derivada. No Calculo, define-se derivada de uma fungao em um ponto interior

do intervalo. Por isto, ficamos com [ = (—oo, —@) oul = (@, +oo). Mas o intervalo de

defini¢do da solugao deve conter o x da condi¢ao inicial. Logo I = (@, —|—oo).

2—%20,0useja,%§x2.

Observacao: Outra maneira de ver que o intervalo de definicdo nao poderia ser fechado é notar
V15 _ V15 1

que ¥ nem poderia assumir o valor Y52 por uma outra razao. Se x = Y52, entdo y = —3,
anulando o denominador do lado direito da EDO.

A questdo original estd resolvida, mas é interessante voltar & solucdo geral y + 3% = 22 + C
da EDO e fazer uma andlise geométrica. Por ser uma equacao algébrica de grau 2, a solucao
geral é uma familia de conicas. Para ter uma idéia melhor, completamos os quadrados

1 1
2 2
- = C+-.
Yy +y+ 1=7 +C + 1
Incorporamos a fragdo do lado direito & constante, obtendo
1\ 2
2= (y+ 5) —C,

que é uma familia de hipérboles (em alguns casos sé metades de ramos de hipérboles).




