Integrais

Resolucdo dos Exercicios Propostos

Exercicio 1: Encontre a integral indefinida das seguintes funcdes:

5 5

a) f(x)=Tx2 +4; b) g(i)=%—%+3l; ¢) h(n) =i (=20 + u™*);
t
D=0 a2y D g)=—+
k)
Solugio:

a) I(7X(S/2)+4)dX:2X(7/2)+4X+C;
b) Ii—i 3 |dr =L f4+§f2+C;
2 ¢ 12 2
1

O [w 20+ ydu=[(-2u" +u7)dn =_§ﬂ5 -2ac;

+1 _ 5 1 5 1 _
d) I = _[(x4+x Ndx=—=x" ——x""+C;
x° 3 4
2.2 2, 4 1 11
O [(2+r dr =[G4+ d =40+ 4 -+ C;
v 3
1
y [ ha=-1d
Exercicio 2: Encontre a integral indefinida das seguintes fungdes:
3cos x 2cos” 7 + tg ¢ sen” x  cos” x
a) f(x)= ; b) ()= 9f(x)=—— T
Tsen” x cos ¢ 7cos”x  Tcos” x
Solugio:
3 3
a) I COSZX dx = —jcotgx cossecx dx , mas pela tabela de derivacio dada no final do
Tsen” x 7

Fundamentum  n°27, obtém-se que:

——COSSEC X = —COSSECX COtg X .
Ix;
3 3
Assim, J cos x /xx =—— cossecx + C.
7sen? x 7
2 r+tot
b) I cos” & dizj 2cost +— di—chosfdz‘+I dz‘—Zsent—i—jtgt cotgtdt,
cos ¢ cos ? cos t

novamente pela tabela de derivagdo dada no final do Fundamentum n°® 27, obtém-se que:

—secx =secx tgx,
dx

. 2cos’ 4t t
assim, I—gdf =2sent+sect+C.

cos ¢

mas



2 2
sen” x  cos” x
<) I

2 2
7cos”x Tcos” x

dada no final do fundamentum n°® 27, obtém-se que:

1 1
dx = ;J'(l + tgzx) dx = ;jsecz xdx , mas novamente pela tabela de derivacio

2
—tgx =sec” x ,
dx

) sen® x cos? x 1
assim, I + dx =;tgx+C.

2 2
7cos”x Tcos” x

Exercicio 3: Calcule as seguintes integrais indefinidas, utilizando a técnica de substitui¢do:

a) IZ\/2—3xdx; b) ISX 252 —44x <) J‘\/X_dx, d) Isen(%)dx

e) I3icos(3f2)df; f) jcoszz‘ dt; g) J‘sec (\/7) dx .

1
’ D) j1+9x2

Sugestio para resolver o item c: considere # =1+ x .
Solugao:
a) Fazemos #=2-3x,logo dn=-3dx, e assim,

2 4 4
[22=3xdx = —gjul/zdu = —Eﬂz +C=-3(2- 372+ C.
b) Fazemos # = x> —2,l0go du=2xdx , e assim,

[3x 2x2—4dx=j%(2u)1/24%_3*/_2 Pyc=V2(x*-2"%+C.

c) Fazemos, conforme sugestdo # =1+x,logo du=dx, ¢ assim,
u 1
J\/ﬁ I d”_j[ﬁ_ﬁjd”z
_ 2 2
= [ du =™ d =5u3/2 —2"?+C =§(1+x)~”/2 —201+x)?+C.
3 3 .
d) Fazemos # = EX , logo du = de , € assim,

3 2 2 2 3
Jsen(—xjdx =J—senudu=——cosu +C =——cos(—xj+C.
2 3 3 3 2

e) Fazemos # = 3%, logo du =6t dt, e assim,

1 1 1
I3icos(3i2)dt ZJ—COSﬂ du=—senu +C=—sen3t” + C.
2 2 2

P 1+ cos2z .
f) Fazemos cos” # =———— ¢ assim,

1+ cos2¢ 1 1 1 1
Icoszt dt = J‘&df = J‘—di+—J.cos 2t dt = —t+—sen2t+C.
2 2 2 2 4

1
@) Fazemos # = \/; ,logo du=—=—=dx , e assim,

2

dx =IZsec2ﬂ dn=2tgu+C =2tg(\/;)+C .

J~sec (f)

h) Fazemos #=3x,logo dn=3dx, e assim,



1 1 1 1 1
dx=|— dn =—arctgu+ C =—arctg (3x)+ C .
I1+9x2 31442 0 3008 5 e (3x)

Exercicio 4: Calcule as seguintes integrais, utilizando a técnica de integracdo por partes.

a) j al dx b) Iarcsenxdx; c) I(2x+1)senxdx;
x+1

d) Jx?’ senx dx ; e) jcossecz x cotgxdx ; f) I senx sec” x dx .

Solugio:

dx ,1ogo dn=dx e v=2x+1, ¢ assim,

a) Facamos n=x ¢ dv =
x+1

[ do = [ndo == [ = 250541 = [ 2+ T e = 20/ +1 —%(x+1)\/x+l+C:

x+1

=§\/x+1 (x=2)+C'.

1
b) Facamos # =arcsenx e dv =dx, logo duz—zdx e v =x,¢eassim,
1—x

X
Iarcsenxdxzjﬂdv=W—J‘zzdu:xarcsenx—jﬁdx, fazendo agora f=1—x2, temos que
1-x

11 12
dt =—2x , e assim, J-de = I———du =al?= —(1 —xz) . Portanto,
\/1—x2 2 \/;
Iarcsenxdx=xarcsenx+\/1—x2 +C.
¢) Facamos #=2x+1 e dv=senxdx,logo dn=2dx e v =—cosx, e assim,

I(Zx +1)senx dx = —(2x +1)cosx + IZcosx dx =2(senx —xcosx)—cosx +C .
d) Segue imediatamente do item ¢ que Ix senx dx =senx —xcosx +C.

Facamos entdo # = x° e dv=senxdx, logo dn = 3x? dx e v =—cosx . Portanto,

J.x’3 senx dx =—x" cosx+3jx2 cosxdx . €))
Analisando a integral Ixz cosx dx , observamos que podemos calculd-la também por partes, fazendo agora

n=2x> e dy=cosxdx ,logo dn=2xdx e v=senx, e assim, sz cosxdx =x%senx —ZIxsenxdx e
pela observacido acima, concluimos que
sz cosxdx = x> senx — 2(senx — X cosx) 2
Substituindo (2) em (1), obtemos
jx?’ senx dx = —x" cosx + 3x” sen x + 6x cosx — 6senx +C .
e) Facamos # =cossecx e dy=cossecxcotgxdx , logo du=—cossecxcotgxdx e v=—cossecx, e

. 2 2
assim, Jcossec x cotg xdx =—cossec” x — j(—cos secx)(—cossecx cotg x)dx . Logo,

2
cossec” x
2 2 2
ZIcossec x cotgx dx =—cossec” x . Portanto, J-cossec x cotgx dx = ——2 +C

2 .
f) Fagcamos # =senx e dv =sec” x dx,logo du=cosxdx e v =tgx e assim,

I senx sec” x dx =senxtgx—‘|.tgx(cosxdx) =senxtgx+J-senxdx =senxtgx +cosx+C.



Exercicio 5 (resolu¢cdo com o uso de calculadora ou microcomputador): Escreva a soma de Riemann das
seguintes fungdes nos intervalos indicados, usando a quantidade n de subintervalos na particdo considerada. A
seguir utilize uma calculadora ou software para calcular o valor numérico da soma.

a) f(x):—xz—l,[Z,B], n=7,n=14, n=100, »=1000;

b) f(x)=sen x, [0,7], =6, n=10, n=100, »=1000;

¢) f(x)=cosx, [0,7], n=6, n=10, n=100, n=1000 ;

d) f(x)=cos x—sen x, [0,7], n=6, n=10, n=100, »=1000 .
Solugio:

Exercicio 6: Calcule, mediante o Teorema Fundamental do Célculo, as integrais a seguir.

T T 0 3
a) IO cos xdx ; b) IO (cos x —sen x)dx; c)j1 (x” +5)dx .
d) IZE xsen xdx; e) le(sz —1)9 dx
7/2 ’ 0 '
Solugio:
P T
a) -[0 cos xdx =senx ‘ =senz —sen0=0.
P 7
b) IO (cos x —sen x)dx =senx + cosx ‘ =sensz +coszw —sen0—cosO=-2.
0
0 1 1 21
9) J. (x3+5)dx=—x4+5x =——-5=——.
1 4 1 4 4

d) No item d do exercicio 4, vimos que jX senx dx =senx —xcosx +C , assim,

2r

27
f X'sen xdx =senx — x cosx

)2 =sen27r—27rc0527r—sen7r/2+%cos7r/2=—(1+27Z').

/2
e) Fazendo n=2x"> —1,seguequerse x=0,#=—1,se x=1,#=1 ¢ du=4xdx e,assim,
1

1 1¢1 1
J. x(2x2 —1)9 de—J‘ dn=—u"
0 -1 40 |

4

Exercicio 7: Nos itens a seguir expresse a area das regides limitadas pelas curvas dadas. Faga isso de
duas maneiras, com integracbes na variavel x e com integracées na varidvel y. Escolha uma das
maneiras e calcule a area.

2 y=0, y=xe y=—x+5.

1
b) x+)/=3,jzzxey=2x.

c) J/=x2+l, y=x-2,x=0e x=5.
Solugio:

)



J‘L
y=—x+5 J=x

P

Para se encontrar as coordenadas do ponto P devemos ter x=-x+5, ou secja X:E e assim,

5

=7

Integracdo na variavel x :

5/2 5 1
AR, = jo xdx+j5/2(—x+5)dx =Ex2

5
5/2 1
+[——x2 + SXj
0 2

5/2

25 25 25 25) 25
= 25—[ + j

Integracdo na variavel y:

5/2 52 52 25 25 25
AR= [ 16-0 -0 =[) G20 =5r-5" | =TT ="ua

b)
A
2 P
:3—
151 Jy=2x x
o
1
1
0.5 =
) 2
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3\ 35 ~

Para se encontrar as coordenadas do ponto P devemos ter 2x =3—x,ouseja x =1 e assim, y=2.

1 . )
Para se encontrar as coordenadas do ponto ¢ devemos ter Ex =3—-x,ouseja x =2 cassim, y=1.

Integracdo na variavel x :

o 1 2 1 3, 3 52 3
A(RX)—IO(ZX—Ex)dx+L (ox=owde=oat | 4 Gx=2a)| =T ua



Integracdo na variavel y:

M 1 2 1 3 5! 3 ,42 3
A(R,y)_J‘O(ZJ/_EJ’)dJ""L (3_]_EJ)@’—ZJ/ 0+(3J—ZJJ )1 =—u.a.

2
)

et
i x=0
2
201
181
16
14
12
10
g
6
4]
\xéi : J=x—2 R
B L S S E "
,_——/—""'_'_%‘ R
O ponto P tem coordenada x =5 e como y = x? +1, temos que y=26.
O ponto @ tem coordenada x =5 e como y=x—2, temos que y=3.
O ponto R tem coordenada x =0 e como y=x—2,temos que y=-2.
O ponto § tem coordenada x =0 e como y =7 +1, temos que y=1.
Integragdo na variavel x:
. 32 >
A(RX)ZJ‘OJ(XZ +1—x+2)dx :jos(xz —X+3)dx:[x__x_+3x]‘ 12525 15265 .
3 2 2

Integracdo na variavel y:

AR =] +d+ [ -G Dd+ [ G- 1)d=
2 1 5 3
2 2
:[%Jrzyj +[%+2y—?/(]—1)3J +(5y—?/(y—1)3j
-2 3
2 265

1
1 2 1 2
o oia 26 A S ii30-2\ 5 —154 22 = 22

2 2 3 2 3 3 6

26

Exercicio 8: Nos itens a seguir, apenas expresse, mediante integrais definidas, a area da regiao limitada pelas
curvas dadas. Néo ¢é necessario calcular a(s) integral(is).

_.2 .3
a) y=x", y=x",x=2 ¢ x=10.

b)]:\/;,J:—\/;—Z,JZ—X GJ/ZX_1O.
Solugio:

2)



J A p

950

a00

g50

800

7501

7001

6501 x =10

600

550

500

450

4005 J/ =53

3501

300

250

200

150 x=2 0

1001 =

504 —

i 0] i . ] S = - - n - . ] i ] i ] IJ} IX . i ] >
1o 1 R 3 4 5 A 7 8 5 1o "

O ponto P tem coordenada x =10 e como jy= x° , temos que y=1000.
O ponto @ tem coordenada x =10 e como y= x7, temos que y=100.
O ponto R tem coordenada x =2 e como y= X2 ,temos que y=4.

O ponto S tem coordenada x =2 e como y= x° , temos que y=8.

10
Integracao na variavel x: A(R,.)= Iz (x3 —xz)dx.

Integracio na variavel y: A(R,)= jf(\ﬂ ~2)dy+ 8100(\/] ~d+| 11;000(10 ~)d.

b)
V'Y
N

B 4




Para se encontrar as coordenadas do ponto P devemos ter v/x =x—10, ou seja x =

1+/41

assim, y= .

2

21++/41 .
2

17-+/33

Para se encontrar as coordenadas do ponto ( devemos ter —/x —2=x—10, ou seja x = >

3+\/§

e assim, y=-— .

2

Para se encontrar as coordenadas do ponto R devemos ter —x —2=-—x, ou seja x =4 ¢ assim,

y=—4.

O ponto § ¢ a origem.
Assim, temos

Integracdo na variavel x :

AR, = j;(&—(—x))dmﬁ”_@ >/2(\/;—(—\/;—2))dx+j(21+m >/2(\/;—(x—10))dx =

(1733 )/2
Y (1733 )/2 (21441 )/2
_fo (J§+X)dx+j4 (2\/;+2))dx+f(17_m)/2 (x —x—10)dx.
Integracdo na variavel y:
4 ) 0 (14+/41)/2 5
AR= [ (5, O =10=04 27+ [ G104 )+ [ 70T +10- 57 )y =

(—y>+ y+10)dy.

[ 2 0 (+/41)/2
—I(wg/z)(—y _3J+6)@/+I_4(2j+10)@;+_‘-0

Exercicio 9: Encontre o dominio e as derivadas de primeira e de segunda ordem das seguintes fungdes:

a) f(x)=In(3x? —4x); b) g(x)=In/x;
©) h(x)= ln‘x2 -2

; d) j(x)=sen(lnx).
Solugio:

a) Domf:(—oo,())u(%, +oo],

e S _ 6(3x” —4x) — (6x —4)°
e (B —dx)*

b) g(x)=lnxl/2 =%lnx,assim, Dom g =(0, + ).
()=o e £"()=-—
x)=— ¢ xX)=——>.
s 2x ¢ 252
o) Dow/y:]R—{—\/E,\/E}.

2x "0 _2x=2)-2x 2% 2x’+2)
y ¢ V= (x2 = 2)? (x2=2)*"

b'(x) =

2
o=

d) Dom j=(0, +00).



1
o —sen(ln x);x —cos(lnx)  sen(lna) + cos(lnx)
e jl(x)= 5 =- - _

X X

_ cos(lnx)

J'(%)

Exercicio 10: Calcule as integrais dadas a seguir.

—2x+1 1 2lnx
a +— |dx; b — dx; o |tex dx;
) J.( 6x 3Xj ) Il X ) Jg
/2
d) I”/4 cotg x dx ; e) Ilnxdx.
Solugio:
2x+1 1 1 1 1 1 1 1
a) j( al +—)dx=‘[(——+—+—j4x=I——+—dx=—£+M+C.
6x 3x 3 6x 3x 3 2x 3 2
1 21 In*x In*2
b) Fazendo # =1nx, temos que du=—dx e, assim, I ﬂdx: nx_1n .
X 1 x 2 2

¢) Fazendo # = cosx, temos que du =—senxdx e, assim,

jtgx dx:_[senxdxz—'[%z—ln|ﬂ|+C= —ln|cosx|=ln|secx|+C.
u

COsS X

2

d) Fazendo # =senx, temos que: du = cosx dx , e além disso, se x = z ,entdo # =——;se X = E,
entdo # =1. Assim,
2 2 1 4 ! 2 In2
j”/ cotgxdxzj‘”/wdx:j —”z(lnu)| :lnl—lnizn—.
/4 /4 sen x V2/2 2/2 2 2
1
e) Integrando por partes, tomemos # =Inx e dy =dx,logo, dn=—dx e v=x . Assim,
x
1
Ilnxdx =Xlnx—J.x—dx =xlnx—jdx =xlnx—-—x+C.
x
Exercicio 11: Encontre a derivada das seguintes funcdes:
a) jzln( al ]; b) j:(xz—l)mln\/3x+2; o) jzcos(lnxz);
senx
d) y=(2x" =3x=T)(5x—4); e) y=(2x> =3x—7) "' (5x—4)".
Solugio:
2) Como y=Inx" —In(senx)=xInx—In(senx), temos:
j'=lnx+1—cosx =Ilnx—cotgx+1.
senx
1, 5 0 Coa ] 2 439 1,5 10 3
b) Como y=—(x"—1)"In(Bx+2),temos: y'=—10(x" —1)" 2xIn(Bx +2)+—(x" —-1)" ———=
2 2 2 3x+2
. 3 (x2 )0
—10x(x? =1 In(Bx +2) 42 =D
2 3x+2
2 2sen(lnx’
¢) Como y=cos(2lnx),temos: y'=—-sen(2lnx)—= —M.
x x

d)  y'=(4x—3)(5x —4)+52x> —3x 7).



¢) Temos que: In| )| = ln‘(sz —3x =T (5 —4)| = 21111‘2362 ~ 3w —7‘ +151In|5x — 4| . Derivando em
! 4x—3 5

relagdo a x , segue que: S 21 > +15 e, assim,
¥ 2x° —=3x—"7 S5x—4
4x -3 5
J':(ZXZ—3x—7)21(5x—4)15|:21 ZX +15 }
2x° —3x =7 5x—4
Exercicio 12: Calcule as derivadas das seguintes fungdes.
2) f(x)=sen(¢"); b) g(x)=e' +~26* ;
©) h(x)=In(cotge™); d) j(x)= e sen(2¢™).
Solugio:
a)  f'(x)=¢" cos(¢").
o1 2 ¢
SR N R,
NI AN
¢ Comoh(x)= ln(cose )= ln(cosex ) - ln(sen " ) , temos:
sene”
h'(x)= B —(tge™ +cotge™ e .
cose”™ sene”

d) () =e* - 2-sen(26) + 2 cos(26) - 26% = 26%[sen(26%) + ¢ cos(2¢¥)] .

Exetcicio 13: Dadas as equagdes a seguir, encontre y' detivando-as implicitamente em relagio a x.

a) x2+2>g/+e)9’=7; b) ¢“sen y=¢.

Solugio:

2) 2x+2y+2xy'+e¢?(y+xy)=0,logo, 2xy'+ xeY y'=—(ye¥ +2x+2y) e, assim,
vy +2x+2y

=—=—————= quando x#0.
7 x(2+ex3/) 4

b) ¢“sen y+e cos y- y'=e¢7 (xy'+ y),logo, y'(¢¥ cos y—xeV )= ye¥ —e¥sen y e, assim,

X
¢V —¢ sen y
v_J/ x _ Xy
== X}v,quando ¢ cos y—xe¥ #0
¢ cos y—xe”

Exercicio 14: Calcular as seguintes integrais:

2) Je5xzix ; b) j(Zx +562 ) ; 0 JZ@X sen(e™) dx;
d) J%dx; e)_[eln(xz)dx.
e +e
Solugio:
u=>5x
a) Fazendo a substituigdo de variavel { 5’ obtemos
i = Sdx

_[esxdx ZJ.%ESXSLZX Z%J‘(}”dﬂ Z%J'e” +C :% X +C.



[@x 456 ) = [ 250 + [ 567 d = " + SJ%W 2l =

b)
5 5 5 o
=5’ +—I€”dy =x’+ = +C=x"+=> +C
2 2 2
u=e"
¢) Fazendo a substitui¢ao de variaveis ~ obtemos
dn = ¢ dx

IZeX sen(e™ )dx = ZIsen(ex)(exdx) = 2J‘ senudy =—2cosu+C =—2cos(¢” )+ C

d) I L =e
e~ +e ™

X —X

u=e" +e~
dn=(¢" —¢ " )dx
X —e

” 1 .
[T =[=di=1n]u|+C=ln|e" +c |+C.
e+ u

Exercicio 15: A magnitude R de um terremoto ¢ medida em uma escala, chamada escala Richter, dada pela

I . . . . . o
formula R =log [—J , onde / ¢ a intensidade do terremoto e I, ¢ uma intensidade padrdo minima. Se um
0

terremoto atinge a magnitude de 6,1 na escala Richter, quantas vezes a intensidade do terremoto ¢ maior que a
intensidade padrdo?

1
Solugdo: Temos R =log— e, assim,
0

1
I log— 1
6,1=log—= 10%'=10 " =—=T1=1,10%"
0 0

Portanto, a intensidade do terremoto é de 10" ~ 1.258.925 vezes maior que a intensidade padréo.

Exercicio 16: Uma contagem inicial numa cultura de bactérias revela a existéncia de 600.000 individuos.
Ap6s 3 horas o numero de individuos passa para 1.800.000. Sabendo-se que a taxa de crescimento dessa
espécie de bactérias é proporcional ao numero de individuos presentes, determine uma expressio que
forneca o numero de individuos a cada instante 7 e calcule o numero de bactérias depois de 5 horas.

Solugio: Temos
#+=0 horas — 600.000

t=3 horas — 1.800.000
A taxa de crescimento ¢ proporcional ao nimero de individuos presentes. 77(#) = Me™ .
7(0) = M = M = M = 600.000
7(3) = 600.000¢> =1.800.000 = ¢*> =3=> 3k =1In3

(11;13)/ Ain3)s
Entdo, 77(#)=600.000¢ 3> =>5(5)=600.000¢ > = 3.744.150.

Exercicio 17: Se acondicionarmos 50 mg de um material radioativo numa caixa de chumbo e soubermos que
a meia vida desse material ¢ de 200 anos, apds quanto tempo haverd 5 mg do material dentro da caixa?
Solugdo: Temos 507¢ em #=0 anos, média de vida =200 anos e 57¢ em T anos. Assim,



0 — 507mg

1
200 —» ESOmg
1
400 > —250777g
2
1
600 > —350777g
2

1
z‘—)—ZSO
5200

A lei que rege o decaimento radioativo é ¢(z) = 50.271/200

- 1 - _ -
5=50.2""/20 ===2 1120 = 10g,107" =log, 277 /2" =
-T In10 '
—log, 10' = —log, 22 =T =200log, 10 = 200—— » 200(3,32198095) = 664,3
200 In2
Portanto, havera 57zg apos aproximadamente 664,3 anos.

Exercicio 18: Com o auxilio da Tabela de Integrais Imediatas e o uso das técnicas de integracdo, calcule as
seguintes integrais:

5 e~ dx 5
a) |te” udn; b dx ; c ; d) | cosxsen’ xdx;
)Ig )'[l+eX )jx Inx )I
3 5 NS 3 sen(ln x) tg(nx)
e) Ix 34 2x7 dx; f) .[e (2€ +3) dx 2 I—dx; h) j—dx;
x x
) [Vxinxd ) Jarctgx d 1)[6&4 ) % d
xlnxdx; arctg x dx < I ; x7e” dx .
pTEs Jx
Solugio:
2
sen” x

a) Temos jtgz xdx = I dx . Fazendo a mudanga de variaveis

COS X

2
#=sec” x dn =2senxcosx
= 2
dx vz‘[sec xdx = tgx

obtemos

senx

2
J‘SCH X

dx = sen’ xtgx—j(Zsenxcosx)tgxdxzsen2 xtgx—j(Zsenxcosx} dx =

cos” x cosx
1 1
=sen” xtgx — JZsenZ sdlx = sen’ xtgx — ZJ[E—ECOS 2x)dx =

sen 2x

:senzxtgx—x+

Verificacao:



sen 2x

—(senzxtgx—x+ )=2senxcosxtgx —1+cos2x =

xc
=2sen’ x + Snx 1+cos2x =
cosx
=tg2x+25€n2x+c052x—1=
= tg2 x
o o fu=14e
b) Fazendo a substituicdo de variaveis obtemos
dn=e"dx
1 x
I=[=du=1n|u|+C =ln|1+¢" |+C.
u
u=Inx
¢) Fazendo a substitui¢do de variaveis J 1 obtemos
= —
x
-12 1
-1,2 1
1 - u? 2 u?
1= dx = 2dn = +Cc=21c=2Ju+C=2Jlnx+C
Inx -1 +E 1
2 2 2
u=senx
d) Fazendo a substituicdo de variaveis obtemos
dn = cos xdx
1 1
I =ju5dﬂ =4 +C=—sen’ x+C.
6
=34 2x°
e) Fazendo a substituicdo de variaveis " u obtemos
du = 4xdx
3 5
TR 142 122 12 1 2
I=[x3+257dv=—[WPdn=—F—+C=—"m+C== 2 +C=—u2 +C=—(3+2x")2 +C
4 43 4 45 45 10 10
2
u=2"+3
f) Fazendo a substituigdo de variaveis obtemos
dn=2¢"dx

, 1 11 1.
I=|,"Q +3 dv=—Pdi=——u* +C==(2" +3)* +C.
[ @+ de=—[wd=—- (2 +3)

u=Inx
g) Fazendo a substituicdo de variaveis 1 obtemos
du =—dx
X

In x)d:
Izj-mzjsenuduz—cow+C=—cos(1r1x)+C.
x



#=Inx

h) Fazendo a substituicdo de variaveis 1 obtemos
dn =—dx
x

1
I:jwdxzjtgﬂd”:1n|seCﬂ|+C:1n|sec(lnx)|+C.
x

1
du=—dx
u=Inx x
i) Fazendo a substitui¢cdo de variaveis = , obtemos
dv=x 2 =
rv=—x
3
3 3 3 1
2 5 2 -1 2 5 20
I =J.\/;1nxd>c=m—jm’ﬂ=—x2 lnx—j—xz —dx =—x2 lnx——szdx=
3 3 x 3 3
3 3 3
2 < 23 < > 2
=—lenx——éxz+C=—x2(lnx——)+C
3 32 3 3
1
) L L |u=arctgx dn = 5 dx
j)  Fazendo a substitui¢do de variaveis 4 = 1+ x obtemos
p = dx

V=X

1 :jarctgxdx =xar£tgx—jx

1p1
> dx =xarctgx—EI;dw =

1+ x

1 1
=xar€tgx—aln |w|+C =xarctgx—zln|l+xz |+C

u=~lx

k) Fazendo a substituicdo de variaveis 1 dx obtemos
n=—m—

2/
Jx
Iszdx=ZIe”du=25” +C=Ze& +C.
Jx
=25

1) Fazendo a substitui¢ao de variaveis 5 obtemos
dn = 6x"dx

3 1 1 1 3
Izszex dxz—_[e”du=+C=—e” +C==*% +C.
6 6 6

Exercicio 19: Prove a féormula 14 da Tabela de Integrais, isto ¢, calcule jsecxdx. Sugestio: multiplique e

divida secx por (secx +tgx).

2
+t + t
Solugdo: Temos Isec xdx = I secx(secx + g ) dx = j sec” Xt secx tg ) dx . Fazendo a substitui¢do de

secx +tgx secx +tgx

U =secx +tgx
variaveis obtemos

dn = (secx tgx + sec” x)dx = (sec” x +secx tg x)dx



2
J-sec x+secxtgx) dx:jd” =ln|u|+C =In|secx +tgx|+C

secx +tgx u

Exercicio 20: Calcule as seguintes integrais indefinidas:

-3 2 _3x+5 2 3x+5
a) J'QX— dx b) I %dx ; 9) J‘%dx (sinal trocado no denominador);
x“=x-=06 x~ —5x X7+ 3x" +x
a2 +12x% —20x 45 X —1
d) I dx; €) J. dx .
x 3) at = n?
Solugao.

a) Temos x° —x—=6=(x—3)(x+2) eassim
x-3 A N B A(x+2)+B(x—3)
xP—x—6 x-3 x+2 (x=3)(x+2)

Logo,
x=3=A(x+2)+B(x—-3)=(A+B)x+2A4-3B

A+B=1 A=0
= .
2A-3B=-3 B=1

Portanto, [ = I dx —I—dx In|x+2|+C.

x*—x—6
b) Temos x~ —5x~ = x~ (x—5) eassim

X2—3x+5_£+£+ C _ Ax(x—5)+B(x—5)+Cx”

0 —5x% x  x? x-=5 x(x—5)
Logo,
x? =3x+5=(A+C)x" +Bx+(-54-5B)
A+C=1 A=2
B=-3 =B=-3.
-5A4-5B=5 C=-
Portanto,

IZJ‘#Q’X I dx+‘[—x+J‘—dx 21nx+2—ln|x 5/+C.

5 —5x?
¢) Temos 3x~ +x° +x = x(3x2 +x+1).Como A=1-43.1=-11<0 consideramos

x?=3x+5 A+ Bx+C

3 +x?+x x BxP4x+l
Logo,
x® =3x+5=ABx> +x+ 1)+ (Bx+C)x=(3A+ B)x> +(A+C)x+ A
34+ B=1 A=5
A+C=-3={B=-14.
A=5 C=-



Portanto,

L JZ v [ = v -14]

dx —8 —dx.
30 + %+ x 3x? 4 +1 3t +x+1 I3X +x+1

1 1 X
Como | ———dx=— arct +C
'[39( +x+1 I(X-Hj +11 3\/11/6 g<\/ll)

6 36 6
=3x% +x+1
e fazendo a mudanga de variaveis g , lembrando que
dn = (6 +1)dx
X 1 6x+1 l 1
32441 63x%+x+1 63x24x+1
obtemos
J-— __J- 6x+1 __J‘
3l +x+1 3’ +x+1 3x? +X+1
=—|—dun— arct +C
I 63\/_/6 g(Jﬁ/é)
1 1 X
=—In|u|—— arct +C
6 | ] 3\/ﬁ g(\/_/é)
1 1
:—ln|3x +x+1]—= retg(
6 f f/e
X0 +12x% =20x+5 A B C D
d) Temos = + + >+ 3"
(x=Dx=3  x=1 x-3 (x=3} (x-3)
Logo,

5 +12x% = 20x +5= A(x—3)’ + B(x = 1)(xx = 3)’ + C(x = 1) (> = 3)+ D(x— 1) =
=(A+B)x” +(-9A-TB+C)x* +(27A+15B—4C + D)x + (—27A—9B + 3C — D)

A==
A+B=1 4
-94-TB+C =12 B>
= 4
27A4+15B—4C + D =-20 -8
—27A4-9B+3C-D=5 CZT
D =40
Portanto,
3 2
+12x% —20x+5 1 1
=jx X ’2 dxz—— —j = - +40j —dx =
(x —1)(x = 3)’ w3 (x—3) (x—3)

78 1 40 1
+— ==
4 x=3 —2(x-3)
1 3 39 20
=—In|x-1|+=In|x-3|- - >
4 4 2(x—=3) (x—3)

1 3
=—In|x—1]+2ln|x—3|-
4 4




x*-1 A4 B C D
e) Temos —; sE—t Sttt
X —X X X x+1 x-1
Logo,
x? —1= Ax(x? =)+ B(x* = 1)+ Cx?(x = 1)+ Dx?(x +1) =
=(A+B+C)x” +(B—C+D)x* — Ax—B
A+B+C=0 [A=0
B-C+D=1 B=1
=
-A=0 C=0
—B=-1 D=0
Portanto,

Exercicio 21: Resolva as seguintes integrais indefinidas.

a) jcos4 xodx b) JsenB xCos® xdx ; 19) Icotg3 xdx;
d) J.cossec3xdx; e) jtg4xsec3xdx.
Solugio:
a)

1 2 1 2 1

Icos4dx = I(——i— cos X)de = f(—+ COSEX = cos 2x)dx =
2 4 4
cos4x

:%J‘dx—kéj‘cosb«dxﬂ—%f(%ﬂ— 5 Y =%J‘dx+%jc052xdx+%J‘xafx+%]‘cos4xdx =

3 1 1 3 1 1
=—Idx+—fc052xdx+—jcos4xdx =—x+—sen2x+—sen4dx+C
8 2 8 8 4 16

b)

3 3 3 2
sen” x cos” xdx = | sen” x cos” x(cosxdx) =

3 2 3 5
= Isen x(1—sen” x)(cosxdx) = Jsen x —sen” x)(cos xdx’)
Fazendo a mudanga de variaveis # =senx = du = cosxdx obtemos

4

5 1 1
jsen?’ x —sen” x)(cos xdx) = I(u3 —u”)dn zzsen x —gsen6 x+C.

<)
Icotg3 xdx :I cotg x cotg2 dx :I cotgx (cossec” x —1)dx =
= Icotg xcossec” x dx —I cotg xcdx.

Lo 2
Fazendo a mudanca de variaveis # = cotgx = du = —cossec” xdx obtemos

Jcotgx cossec” xddx —J cotg xdx = —I wdu —J cotg xdx =

1 1
Z—EZ{Z —In|secx |+C =—Ecotg2x—ln|secx|+C.



2
d) Jcossec3 xdx = Icossec x(cossec xdx)

# = cossecx dn = —cossec x cotg xdx

5 =
dp = cossec” xdx v =-—cotgx

2 2 3
jﬁd% :.[ cossecx cotg” xdx = Icossec x (cossec” x — 1ydx = Jcossec xdx — j cossec xdx
Entao,
3 '3
Icossec xdx = —cossecx cotg x — Jcossec xdx + Icossec xdx =

= 2J-cosse(:3 xdx = —cossecx cotg x + Icossec xdx =

3 1 1
= ICOSSCC Xdx = —ECOSS€CXCOth +EJCOSS€CXdX =

1
= —Ecossecx cotgx + Eln | cossecx — cotg x | +C

e) I= J.tg4 xsec” xdx

tg4 x = (tg2 x)z = (sec2 x = 1)2 =sec’ x—2sec’ x+1
I= j(sec4 x —2sec” x + 1) sec” xdx = jsec7 xdx — ZJ‘sec5 xdx + J.secs xdx

Para cada integral acima usamos integragéo por partes com 4y = sec? xdx = v = tgx.

5 4
u=sec” x dn = 5sec” xsecx tg xdx
X =

dv =sec” x v=tgx

fsec7 s = sec” xtgx— Itgx(S sec’ X'SeC.x tg xdx)

3 2
I=Isec a’xz.[secxsec xdx

n=secx dn = sec x tg xdx
5 dx =
dy =sec” x v=tgx

1 =secxtgx—jtgxsecxdx
= secxtgx—J. secx(sec2 x = 1)dx

=secxtgx—jsec3xdx+jsecxdx

2jsec3xdx =secxtgx—jsecdx =secxtgx +In|secx +tgx|+C =

1
Isec3xdx =E(secxtgx+ln |secx+tgx|)+C =



5 15
6jsec7 dx = sec’ xtgx +ZSCC3 xtgx +§(Secxtgx +In|secx +tgx|)=

1 5 15
I =|sec’ dx=—sec xtox +—sec’ xtex +—(secxtox +In|secx +tax |V +C
j . gxt+— g 2 (seextg | gx|)

5 3 2
IZIsec dxzjsec xsec” xdx

{ﬂ =sec’ x {ﬂ’ﬂ =3sec’ x'secx tg xdx
dx =

dy =sec” x v=tgx

1 =sec3xtgx—3‘|. sec3xtg2 xdx
=sec’ xtgx — 3I sec” x(sec” x — 1)dsx
=sec’ xtgx —3Isec5 x dx + :‘SJ‘sec3 xdx
4J‘sec5 dx =sec3thx +%(secxtgx+ln |secx +tgx|) =
1

3
jsecs dx Zzsec3 xtgx +g(secxtgx+ln |secx +tgx|)+C

7 5 2
IZISCC dXZIsec xsec” xdx

2
dy =sec” x

n=sec’ x dn =5sect x'Secx tg xdx
dx =
v=tgx

I =sec’ xtgx — SI sec” xtg2 x dx
=sec’ xtgx — SI sec’ x(sec2 x —1)dx

=sec’ xtgx—SIsec7xdx+5jsec5 xdx

Exercicio 22: Calcule as seguintes integrais:

3
—F—dx;
Y IX\/4—X2 )

Solugio:

b) jd_X. o J;

3x2x? =36

5x 1 1
d) | ——=—= dx (corrigido colocando raiz no denominador);e) | —==dx ) | ————
I~/x2—25 I\/9X2—49 J.(4952—4)3/2

X\/5+X2 ’

a) Fazendo a substituigdo de variaveis

obtemos

a=2, XZZSenezsenezg

4—x

dx =2cos0dO, \4—x* =2€os€3cos€=T,

dx ;

dx .



dx=3j 2c0sf d@zéjcossecgdﬁz
2

2sen@2cos @
1 J4-x?/2
x/2 x/2

3 3
= Eln | cossecl —cotg @ | +C = Eln |

3.2 A4-»?
=2n=-22F | 4¢
2 X

X

b) Fazendo a substituicdo de variaveis

a=\/§,x=\/§tg9:>sem9=

5— 2

=\/§sec2940, V5+ 52 =+/55ecl = cosf = V5

5—x

2

obtemos

5 sec’ 0 0 cosf

I= jxx/5+x _-[\/gtgg\/gsecﬁw \/_Icosﬁsenﬁ

9:

cossec 040 = —ln | cossecd —cotg @ | +C =

o NG
V5 —x? \/— V5 —x? _\/§|+C

=—ln

NG

¢) Fazendo a substituicdo de variaveis

——| C=—Lin|

NG

x =06sec, dx =06secOtgdd0

[ 2
Vx? =36 =6tgb, sent9=x—_36
x

Obtemos
12secOtg 0

I=
'[ 3 «/X —36 o= I3-3656c29-6-tg0
1 Vx? =36

1
——senf+C =———~— 24 C
54 54 x

d(9=ij.cosﬁd9=
54

d) Fazendo a substituigcdo de variaveis

x =5secl, dx =5secOtgdd0

[ 2
\x® —25=5tg6, sen@:X—_36
x

obtemos

i = 25jﬂssecetg949= 25[sec” 0d0 = 25150+ C =
5tgf

1215_X
\/x2—25

2
—2
:25%5% —5Jx?—25+C



1

1 1 1
Temos [ = dx = dx == | ———dx.
o femes j\/9x2—49 ) I\/9(X2 49) " 3j./X2—(7/3)2 )

9

Fazendo a substitui¢do de varidveis

X =§sec6’, dx =%sec¢9tg(949

2 _ 49

X Ty
,[xz—%zztgé’, sen =+—2 cosé’=—7/3
3 x x
Obtemos
1plsecOtgfd 1 1 1 x? -4
I:—J‘Qdﬁz—jsecﬁdﬁz—ln|sec9+tg9|+C=—ln|3—x+—9|+C
37 Ttgf 3 3 3007 7/3
dx dx 1 dx

f) Temos [ =

(45" —4) _I<\/Z>3<x2 ~1y” _gijz -1

Fazendo a substitui¢do de varidveis

x =secl, dx=secOtgfdo, Vx? =1 =tgl

obtemos
1¢ 1 1 ] 1 0 1
I=—[——secOtg0d0 =— [52d0 =~ [ a0.
8 tg” 0 87 tg” 6 87 sen” @ cosl
u=sen@
Fazendo a substitui¢do de varidveis obtemos
dn = cos0d0
1¢1 1 -1 1 —
I==[—di==(—)+C=- +C=— +C=— 4C.
87 u 8 u 8send 2 8/x2 —1
8
x

. , 1 2
Exercicio 23: Mostre que o volume do cone circular reto de altura / e raio da base 7" é dado por —7z7r“).

Sugestao: Rotacione um tridngulo retingulo adequado, cujos catetos estdo sobre os eixos coordenados.
Solugio:

NJ
N

,.

.




r _ .3 277
V=I2ﬁ[—éx+b]xdx=_[(2ﬁ—bxz omhvd = 22X o] =
0 r 0 r r 3 2

r

3 2 2 2 2 2 2
- ~2hr* +3) b1
con 2l s omp 0= 2m(-hy b 2mh = 2 N ot L,
3 2 3 2 6 6 3

Exercicio 24: Encontre a 4rea de um tronco de cone circular reto de altura 4 e raios 7 € 7, .

Solugio:

7 b

%//////////Z \‘\ "2 ;r
S f)=——(x=n)
Vi=nh ;"12 ¢ o volume do cilindro interno.
= ]2-27zxf(x)dx = jZﬂx[r_—i(x— r)lds = 27zf - __/yr x4 r/’izr x)dx =

A

3 27> 3 2 3 2
—ox —h x7 N hry, x o b N hry " | or -h 7 N hry n~ _
rHn=rn 3 rn-n 2 =1 3 rn-n 2 r—=n 3 nrn-n 2

A

n i

oy hry) + 3bryr” =2

0(r, = 1)
_ Z/arf + 35727"12 — 2/97"13
3 7=
O volume é
bl T /7723 + 3/?7"2712 - 2/77”13 (- rl)ﬂ/?rlz + 7[(/9723 + 357’2712 - 2/9713)

] =

n—=n 3(r, = 1)

2 3 3 2 3
—3br” + hr,” +3h —2h 1
_r 3hryry n & " n) 7 [3r2r12 _ 343 + r23 + 3},2712 _ 2713] _
3 ry—n 3 rn—n
1
=£/9 [672712 —57”13 +723].
3 n—n

Exercicio 25: Considere a regido K, limitada pelas curvas: y=0, y=x e¢ y=-x+5 e a regido R,,

1
limitada pelas curvas: x+ y=3, )/:EX e y=2x. Considere os sélidos 5, e S, —obtidos,

1x 2x

respectivamente, pela revolugio das regides R, e R, 2o redor do eixo Ox. Considere os sdlidos S, e S,



obtidos, respectivamente, pela revolugio das regides R, e KR, ao redor do eixo Oy. Expresse, mas nido

calcule, o volume dos sélidos .., S, s S,

X

maneiras, com integracoes na variavel x e na variavel y.

e 5, 5 mediante o uso de integrais. Faca isso de duas

Solugio:
/
AN
/]:23( on x=y/2
J=X o0 Xy '
y=x/2 on x=2y
5/21- (5/25/2) 7
R,
R, A y=3-x o x=3-y
5/2 L 1 2 x

Integragdo em x

Integra¢do em y

y=x+5 on x=-y+5

% 5
V(S = [ astdx+ [ z(=x+5)dx
0 %
% 5
V(S;,)= [ axyde+ [ mx(=x+57dx
0 5

%

1 2
V(850 = [712x) = (321 + [2[(3=%)” = (3) T
0 1

1 2
1(5,,) = jZﬂ'x(2x — Ly + jZﬂx(?) —x— L)
0 1

%

V)= [ 7ol +5)- )
0
%

VS, = [ 2l=r+5" =) 1
0

1 2
V(850 = [275129) = G )y + [ 270513 ) - (G )y
0 1

1 2
V(Sy,)=[ 27051200 =G )1+ [ 701G - 9 -G 0 W -
0 1



Exercicio 26: Considere a regido R, limitada pelas curvas:  y= x2+1 , y=x—2, x=0 e x=5.
Considere o solido S obtido pela revolu¢io de R ao redor do eixo Oy. Expresse, mas nio calcule, o volume
de S mediante o uso de integrais. Facga isso de duas maneiras, com integracdes na variavel x e na variavel y.
Solugio:

Ja

26 »y=xz+1 ou x=,/y-1

3 y=x-2 on x=y+2
1
0 5 “x

1

5
Integragdo em x : J-27rx[(x2 +1)—(x—2)]dx
0

236

1 3
Integraio em y : | 7x{(y—2)" 1y + [ 2l +2)° (=171 + [ 215~ =11y
-2 1 3

Exercicio 27: Calcule o volume do sélido S, situado entre os planos perpendiculares ao eixo Ox em x =0

. . 2 ~ :
eem x =4, com a base no plano x y, limitada pela parabola x = y“, sabendo que suas se¢bes transversais
sdo quadrados.

Solugio:

—

A base do solido §' ¢ a regido do plano xy limitada pela pardbola x = ]2 eareta x=4.



Para cada x, €[0,4] o lado do quadrado tem medida igual a 2\/§ . Logo, a area do quadrado ¢é igual a 4:x .
(x>00).

Entao
4

4 4
V= [A@)de = [4xax =257 ] =247 =2.0=32
0 0 0
O volume do sélido é 32 unidades de volume.

Exercicio 28: Mostre, mediante o uso da técnica do volume por fatiamento, que o volume da pirimide de
1
altura / e base quadrada de lado / ¢é dado por 1/ = 3 I*h.

Solugdo: Se considerarmos o eixo vertical como prolongamento da “altura” da piramide e orientado para
“cima” podemos descobrir a drea A(x) do quadrado obtido como fatiamento da piramide pela familia de
planos paralelos a base da mesma mediante semelhanga de tridngulos.

b

X izb—x:b:(/]—x)%:e(/y—x)
b % b h 2h
0 /2
e(h—x) > (h—x)*
Na “altura” x, o lado do quadrado ¢ igual a 2/ = ) . Entdo A(x)z/?—z.
/ bez(b x)z &
— 2
Vz.([A(x)dx:_([b—zdxzb—z'([(b—x) dx
b 37 3 3 3
- - -0
I(b—x)zdx=—(/g x) } :{—(1} /) }_{_(/9 >}:b_
0 3 o 3 3 3
2 43
e b 1 2 1
V'=——=—¢"h=—(areadab Itura) .
73 3(3 3(a cada base)(altura)

Exercicio 29: Encontre o comprimento do arco sobre a curva y = Vx? 42 do ponto (0, 2) ao ponto
(4,10).

/ d) ,
Solugao: Temos y = I P A %XA . O comprimento do arco desejado é dado por
Ix

4 5 4
y:J‘,,1+(%x%) dxzj l+%xdx
0 0



ﬂ=1+%x
: du=2%dx
Fazendo a mudanga de variavel K obtemos
x=0=>u=1

x=4=u=10

10
;zgj\/Zdﬂ: %(10/ “2)=8(10\/ —1)=£(31,62—1)= 9,07 unidades
1

3
x
Exercicio 30: Encontre o comprimento do arco sobre o grafico da funcio f(x)= ?+2— do ponto de
x

abscissa 1 ao ponto de abscissa 3.

3 — - 2 -
Solugdo: Temos f(x) Z%—i-%x '= (%) Z%—%x 2 Z%(X —-x 2). Assim o comprimento do arco

desejado ¢ dado por

s=|4/1+ (x —-x ) dx = |4/1+ (x — 245 Vdx = l+——— dx—

I N I

:i %+%+%dx={,l%dx=%i +x +x Z%idex—
1 1 1 1

N =

3 3 3

25 4841 _ Nt +1)? _ ] 1 2 _ 1 3 X’ 3 —
[t = L [N e = 4 [ e = 1 j?"“jx de |de =4 L] +5] | =
1 1 1

1
—1]_1 3 _1|_128_14
= 2|: s+1+3 3:|—2 5 =5 unidades
Exercicio 31: Calcule a 4rea da superficie obtida ao rotacionarmos o arco do grafico de f(x)= Jx entre
os pontos (1,1) e (4,2) ao redor do eixo Ox.

Solugdo: A curva é parte de uma parabola e, ao ser rotacionada ao redor do eixo Ox, gera o paraboldide,
conforme a figura a seguir.

J A
J A )} = \/;
2 4
1 0 -
0 1 4 x

4 4 4
A =27 [N 1+ dx = 27 [ e 1+ e =27 [ e+ Lax
1 1 1



- 1
ﬂ—X+4

dn =dx

Fazendo a mudanga de variavel . temos
x=1=u=3
x=4=u= %

17
4

A= 27:}\/201% = Zn%%%]% =4z((2y* - (3)%) = %ﬂ(%\/% _3\@) -

3

= %(%\/ﬁ —%\/g) = %(17\/ﬁ - 5\/5) = 30,8 unidades quadradas.

Exercicio 32: Considere o arco do grafico de f(x)= X7 entre os pontos (1,1) e (2,8). Calcule a drea da
superficie obtida ao girarmos esse arco ao redor do eixo Ox.
Solugio:

A curva e a superficie de revolugdo estdo representados a seguir.
J/ A A

8 7

0 1 2 x

2 2
A =27 [\ 1+ (35 = 271 [ 5PV 1+ 95 de
1 1

n=1+9x"
Fazendo a mudanga de variavel dn = 36x” temos
x=1=u=10
x=2=>u=145
195 145 ,
A=2r [ Sran=520" ] "= £0145 -10%) = (145145 -10J10) =
10

=75(145-12,04 -10-3,16) = 199,35 unidades quadradas

Exercicio 33: Esboce a regido identificada com a integral imprépria do Exemplo 48.



+o0 b

Solugdo: A integral do exemplo 48 ¢ f ¢ Ydx=lim |¢ Tdx=1.

b—0
0 0

J

O T T T T ~

+00

- o . L £ .
Exercicio 34: Encontre os valores de £ para os quais a integral imprépria I() ¢ dx converge e determine

o valor da integral.

Solugao:
+o0 b »
[ ¢ =1tim [¢“dv = lim L4 L™ | = lim L(* —1)
b—x b— ™ 0 b
0 0
+00
Se £>0, lim %(e/d’ —1)=+00. Logo I & divergente para £>0 .
b—0 0
+00
Se £<0, lim L(¢ —1)=—1 . Logo j ¢ dx ¢ divergente para £> 0.
b—0 % %
0
+00 +00 +0
Se £=0, I ¢ dx = J dx = lim X]Z = lim b =+00. Logo I dx & divergente para £=0.
b—00 b—o0
0 0 0
+00
Portanto a integral impropria j dx & convergente para todo £<0.
0

1
Exercicio 35: Considere a regido ilimitada R, acima do eixo Ox e abaixo do grafico da fun¢io f(x)=—
x

situado sobre o intervalo [1,+00). Mostre que o volume do sélido ilimitado obtido pela rotacio de R em
torno do eixo Ox éigual a 7 unidades cubicas.

Solugio:



y=1/x
1 %
Dz
O 1 dx ~

Observe que:

. espessura do disco: dx ;
. raio do disco: i;

. volume do disco: 7(L)* - dx.

b

+o0
Assim, 1/ = I wtdx = lim |7 Ldx = lim 71+
1

b .
| =-zlim@-n=x .
X 17—)001 X b—oo X bh—>0

1

Exercicio 36: Determine se a integral improépria é convergente ou divergente e, no caso de ser convergente,
calcule o valor da integral.

+00 0 _.2 +oo
(2) Io senxdx ; () I_ x5 dx; (© Io xe " dx;
+00 4 dx +0 dx
d Inx dx; e) | —— f) s
()J.l ()J.O X% —2x -3 ( J.f X(lnX)2
3 +00
© folnx dx; (h) Io Inxdx.
Solugio:
+00 b
a) I senx dx = lim Jsenxdx = lim —cos X]Z =—lim (cos/ —cos0) = lim (1 —cosb). Como 5 assume
h—>o0 b—>o0 b—o0 b—x

0

todos os valores de #7r € 2n7x , entdo cosb assume todos os valores de —1 a 1. Portanto, lim cos/ ndo
b—>0

existe. Consequentemente a integral impropria diverge.



0 0 0
b) J. x5 % dxe = lim J.XS_X dx . Inicialmente vamos resolver a integral IXS_X dx . Fazendo a mudanga

a—>—0
—00 a
2
n=-x
. dn = —2xdx
de variavel obtemos

X=a=>u=—a

x=0=>x#=0

0 0
2 0 _2 2 2
-1 wyo_ 1,5 _ 15 57\ 1 —a’N_ 1 =
_[XS dx == J. 5 d”——zhis]_az =@ )= ws(-5 ) =gsG " -

0
Portanto, J. x5 = lim [T (577 —1)]=—12
a—>—0

T 25
—0

obtemos

I L u=—x=>dn=dx
c) xe I xe “dx = lim | xe” " dx . Fazendo a mudanga de varidvel
0

b—>00 dv=¢"=p=—¢"

J.xe_xdx =—x¢ ¥ — J.—e_xdx =—x¢  + J.e_xdx =—x¢ = .

Portanto,
b
—x —x —x b —b —b —b
[ de == = ]0 = (=)= (0—1)=—be " =" +1.
0
Assim,
+00
[ e dx = lim (<be™ = +1) = lim = — lim L +1.
b—>o0 b—>o0 ¢ b—o0 ¢

0

Observe que lim =2 & uma indeterminagio do tipo Z e, neste caso, podemos aplicar a regra de L"Hospital,
b—w ¢

isto &, lim =2 = lim =L =0. Logo,
b—o0 ¢ b—o0 ¢
+00

jxe_xdxzhm;f—hm%+1=0—0+1=1.

0 b—>o0 ¢ b—so0 ¢

b

+00
d) j Inx dx = lim | lnxdx . Resolvendo a integral por partes temos
b—0
1

b e Jlnxdx:xlnx—jxidxlenx—jdx =xlnx—x.

ﬂ:h‘lXjL{MZ%
dy=dx=>v=x

Logo,
b
[Inxdy =xinx—x] =blnb—=b=(0-1)=blnb—b+1
1
+00

Assim, J. Inxdx = lim (blnb — b +1) =400 Portanto a integral diverge.
b—0
1



__dx 1
e) I Ty lim J.(XH)(X 3)51’

a—>—x0

L+ L= & A(x=3)+B(x+1)=1<(A+B)x—-3A4A+B=1

(x +l)(x 3)

A+B=0 A=—7
=
—3A+B=1"|B=1

3

J =J

0

le?’)dx =

x+1 x+1

x+1

o %)dx+ hm j(

—hrn( (- 1n|x+1|+ln|x+3|] )+hm( (- 1n|x+1|+1n|x+3])
b—3

= lim (4(- ln|b+1|+ln|b+3|—ln3)+11rn( (~ln5+In|a+1|-In|a—3|).

b—3"

Observe que os limites acima ndo existem, pois lim In|/—3|=-c0 e lim In|«—3|=—o0 . Portanto a
b3 a3

integral impropria diverge. Note que, neste caso, bastaria analisar apenas uma das integrais da parcela inicial.

dx : ‘ dx . u=Inx
f) J. iny bh_r)lgo I e Fazendo a mudanga de variavel obtemos

=L dx
X

b Inb

dx dn _ 1 lnt ___1
2 2 - +1
x(Inx) “" u_|q Inb
e 1

+00
Portanto, I m = 1}11’11 (_E +1)=1. A integral impropria converge para 1.
e

2) |Inxdx = lim |lnxdx . Mas, pelo item d) tem-se que jlnxdx =x(lnx —1). Logo,

0"
&

[inxd=x(nx -1 =elne-1)-ene—1)=—clne+e
0

jlnxdx— lim (—¢lné +&) =~ lim 55+ lim ¢.
0 0 PENINA e—>0"

Aplicando a regra de L "Hospital, vem
lim 12£ = Jim <= lim —£=0

£—0" V. in0" )2 o0
Portanto a integral impropria converge para zero.




b

+00 e +00 e
h) I Inxdx = _[ Inxdx + I Inxdx = lim J.ln xdx+ lim |Inxdx. Vamos calcular inicialmente a
0 0 e a

a—0" b—>+o0
e

integral lim Ilnxdx .
a—0"

e

lim [lnxdx = lim xlnx]e =lim[e-0—a(lna—1)]=-lim alna+ lim Ina
a—0" a—0" 4 40" a—0" a—0"

3

Pela resolugdo do item g), tem-se que lim #lne=0.Logo lim |Inxdx=0.

a—0" a—0"
a

b

Vamos calcular agora lim | lnxdx

b—>+o0
e

b
lim |lnxdx = lim x(lnx —1)]b = lim b(nb—1)—e¢-0=+c0.
b—>+o0 h—>+o0 ¢ bt
13
+00
Portanto, a integral impropria I Inxdx diverge.

0



