7
A Integral Indefinida

7.1 Equacao Diferencial

Até o momento preocupamo-nos com o seguinte problema:
Dada uma fungdo y = f(x), encontrar a sua derivada f'(x).
Preocuparemos agora em resolver o problema inverso, isto é:
Dada uma fungdo derivada dy/dx = f(x), encontrar a sua primitiva y = F(x).

Em outras palavras, propomo-nos a resolver a equagido F'(x) = f(x), onde f(x) é
uma funcdo conhecida e F(x) é a funcdo a ser determinada.

Exemplo 7.1

Uma solucdo da equacdo F'(x) = 2x é a fungdo F(x) = x? porque sua derivada é
F'(x) = 2x. Portanto F(x) = x2 é primitiva de f(x) = 2x.

Exercicio 7.1

Existem outras primitivas de f(x) = 2x? Em caso afirmativo encontre duas
outras.

O Exercicio 7.1, que esperamos que o leitor tenha resolvido, tem solucdo
afirmativa, isto é, F(x) = x2 ndo é a Unica primitiva de f(x) = 2x. Independente das
solucdes que o leitor tenha encontrado a fun¢do G(x) = x? + 1, por exemplo, é outra
primitiva de f(x) = 2x. Portanto, a equagdo F'(x) = 2x possui mais de uma soluc¢do. Na
realidade, ha infinidade delas. O que estaremos interessados na sequéncia dos estudos é
em estabelecer uma forma de determinar todas as solu¢des de uma equagao da forma
F'(x) = f(x), para uma dada fungéo f(x).

Tendo-se y = F(x) podemos estabelecer, a partir da equagdo F'(x) = f(x), a
forma diferencial:
dy = f(x)dx (1)
A forma diferencial (1) é chamada d Equagdo Diferencial correspondente a funcao
f(x) e qualquer primitiva de f(x) é considerada como sendo uma solugdo da equagao
diferencial dada.
Exercicio 7.2

Encontre uma solugdo para cada uma das equacgdes diferenciais seguintes:

1) dy=Q2x+ 1)dx 2) dy=(3x*+x)dx

1
3) dy=;dx,x>0 4) dy= dx,x > —1

x+1
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5) dy = senxdx 6) dy = (sec*x)dx
dy = (4x* + 3x% + 2x
7) dy = (cosx + senx)dx
+ 1)dx
1
9) dy= (; + Zx) dx,x >0 10) dy = (x? + cosx)dx

Um fato de comprovacgao imediata é dado pela proposicdo seguinte:
Proposicao 7.1

Se G(x) é solucdo da equacio diferencial dy = f(x)dx entdo F(x) = G(x) + C,
também, sera solucao dessa mesma equacgao, qualquer que seja o nimero real C.

Exercicio 7.3
Prove a Proposicao 7.1

O resultado estabelecido pela Proposi¢do 7.1 nos satisfaz, pelo menos, em termos
de quantidade, pois, a partir de uma primitiva G(x), podemos encontrar uma infinidade
de outras primitivas de f(x). Falta-nos, porém, analisar se existem outras primitivas
diferentes daquelas que podem ser colocadas na forma G(x) + C, onde C é um nimero
real. Para procedermos essa analise recordemos que dada uma fun¢iao y = f(x),
derivavel em um intervalo |a,b[ , o valor de f'(x) em um ponto x, € |a, b[ coincide,
numericamente, com o valor do coeficiente angular da reta tangente a y = f(x) no
ponto (xo, f(xo))-

Nao é dificil concluir, pelos menos intuitivamente, que se fosse possivel tracar a

reta tangente a y = f(x) em cada ponto (x, f(x)), x € ]la, b[ , conheceriamos o grafico
dessa fung¢do. Com isso queremos dizer que o comportamento de f'(x) reflete o
comportamento de y = f(x).
Apelando para essa institui¢do, o que poderiamos dizer de uma func¢do que possui a
derivada identicamente nula em um intervalo? O grafico dessa fungdo teria, em cada
ponto, uma tangente horizontal. Como resultado o grafico dessa fun¢do, também, seria
horizontal acarretando, como consequéncia, ser essa fun¢ao constante no intervalo
considerado.

Essa argumentacdo, pelo menos, motiva a aceitagdo do teorema abaixo, cuja
prova sera apresentada num dos capitulos posteriores.

Teorema 7.1

Se uma fungdo possui derivada identicamente nula em um intervalo entdo essa
funcdo é constante nesse intervalo.

Teorema 7.2

Se F(x) e G(x) sdo primitivas de y = f(x) em um intervalo |a, b[ entdo F(x) e
G (x) diferem por uma constante.
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Demonstragao

Se F(x) e G(x) sdo primitivas de f(x), entdo, por defini¢do, teremos que:
F'(x) = f(x) = G'(%).

Portanto,
(Fx)—G(x))' =F'(x)—G'(x) =0,Vx € ]a,b[

Pelo Teorema 7.1
F(x)—G(x)=C,C€R
Ou seja
F(x) =G(x)+ C,Vx € ]a, b|.

A Proposicao 7.1 e o Teorema 7.2 permitem-nos descrever todas as solu¢des da
equacdo diferencial dy = f(x)dx a partir do conhecimento de qualquer primitiva de
f(x). O conjunto das soluc¢des, designado solugcdo geral da equagdo diferencial, sera
representado por F(x) + C, onde F(x) é uma primitiva qualquer de f(x) e C um nimero
real qualquer.

Definicao 7.1

Denominaremos de integral indefinida de f(x) a solucdo geral F(x)+ C da
equacio diferencial dy = f(x)dx.

A notacdo utilizada para designar a integral indefinida de f(x) é a seguinte:
ff(x)dx =F(x)+C, ondeF'(x) = f(x)

Observacdo: na notagdo a funcdo f(x) é chamada de fungdo integranda ou,
simplesmente, integrando.

Exercicio 7.4
Encontre a integral indefinida de f(x), para:

1) f) =2x 2)  f(x)=3x2

3) f) ==x 4 f) =x?

5 flx)=x° 6) f(x)=5x°

7)  f(x) = 2x + 3x? 8) f(x)=3x*4+4x+1
9) f(x)=%, x>0 10) f(x) =€~

11) f(x) = senx 12) f(x) = cosx

13) f(x)=x", n#* -1 14) f(x) = !

1+ x2
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7.2 Propriedades da Integral Indefinida

A integral indefinida apresenta algumas propriedades operatorias que
descreveremos em seguida:

D JIfG)+g@)]dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx
2) [kf(x)dx =k [ f(x)dx, Yk €R

3) [If(x) —g@)]dx = [ f(x)dx — [ g(x)dx

As propriedades acima sdo, na realidade, decorrentes das propriedades
operatorias validas para as derivadas. Como exemplo, vamos verificar em seguida a
validade da primeira dessas propriedades.

Exemplo 7.2

Inicialmente, vamos considerar as integrais indefinidas:
[r@ar=rw+e @

Jg)dx=Gx)+C, (2)

Pela Defini¢do 7.1 podemos escrever que: F'(x) = f(x) e G'(x) = g(x).
Relembrando a regra de derivada para soma teremos:
(FxX)+Gx)' =F'(x) +G'(x) = f(x) + g(x)

Dai, novamente pela Defini¢do 7.1, concluimos que:

f (FG) +9() dx = FG) + 6 +C (3)

Como qualquer nimero real pode ser escrito com soma de dois outros nameros
podemos ter, por exemplo, C = C; + C, e, assim, de (3) segue que:

f(f(x) +g()dx=Fx)+Gx)+C=F(x)+G(x)+C, +C,
= [F(x) + C1] +[G(x) + Cz]

Usando (1) e (2), concluimos que:

[ +genax = [ feax+ [ gaax

Exercicio 7.5

Prove as propriedades (2) e (3).
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Exercicio 7.6

Calcule as integrais destacando, em cada caso, as propriedades utilizadas.

1) j(3x5 —2x%2+5)dx 2) f <3x‘2 - %) dx

3) j(x — cosx) dx 4) f(x + senx) dx

5) j (xg + x_%) dx 6) f (senx + cosx) dx

7) j(ex + sec?x) dx 8) sz - 1dx

9) j (—3senx + ;) dx 10) j <5x2 — x3x-I2- - + 4) dx
11) fsi/ﬁdx 12) j(\/z+x-3)dx

13) f 3x4 — 2x3x.|2. ixlz —5x+1 i 14) j (x%_ 2% — 2) dx

15) f (ZCosx — 4senx — T -:x2> dx 16) j(Zx + 1)2%dx

7.4 Técnicas de Integracao

Com o que apresentamos até agora é facil integrar fun¢des que sdo derivadas de
fungdes primitivas conhecidas ou inclusas em uma tabela que relacionam primitivas e
derivadas, ou que podem ser transformadas em func¢des desses tipos através de
operagOes elementares aplicadas aos integrandos das integrais dadas, como nos
exercicios anteriores. Entretanto algumas integrais indefinidas, de simples solucao,
podem nos surpreender por ndo se encontrarem na lista de primitivas que temos a mao
ou por escapar de nossa busca de solucdo por tentativa. Por exemplo, qual é a solu¢ado de
[ cos(2x) dx?

O leitor deve estar lembrado que a obtencao de derivadas foi consideravelmente
ampliada com o conhecimento das regras de derivagdo. Similarmente, existem técnicas,
em geral chamadas técnicas de integragdo, que auxiliam enormemente o processo de
determinacdo de integrais indefinidas. Algumas dessas técnicas estdo relacionadas
diretamente com certas regras de derivagdo. Por exemplo, a técnica de substituicdo esta
relacionada com a regra da cadeia, embora com uma grande diferenca: quando uma
funcdo é formada por composicdo de fungdes com derivadas conhecidas é possivel
deriva-la; na integracdo, muitas vezes, apesar de a funcao ser formada por composicao
de funcgdes relativamente simples nem sempre conseguiremos encontrar sua integral
usando essa técnica.

A técnica de integragdo por partes esta relacionada com o produto de fun¢des, no
entanto ha um nimero muito grande de integrais envolvendo o produto de fung¢des que
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nao poderdo ser calculadas utilizando-se dessa técnica. Sao muitas as técnicas e
apresentaremos aqui as mais usadas. Com essas técnicas o leitor ndao conseguira
encontrar a integral indefinida de todas as fun¢des que sabe derivar, mas, mesmo assim,
aprendera integrar muitos tipos de fung¢des. O que aconselhamos é exercitar bastante,
pois, aqui o leitor tera de adquirir habilidade tanto na escolha quanto no uso das
técnicas.

7.4.1 Integracao por substituicao

No texto anterior indagamos sobre a solugdo de [ cos(2x)dx. Como introdugio
para esta se¢do, buscaremos a solucao dessa integral. De imediato, da para perceber que
uma candidata a primitiva de f(x) = cos(2x) é F(x) = sen(2x), no entanto, pela regra
da cadeia, temos que:

d[sen(2x)]

Iy = 2 cos(2x).

Portanto, F'(x) # f(x). Mas, lembrando que (c¢f)’ = cf’, podemos tentar para
primitiva de f(x) = cos(2x) a fun¢io G(x) = %sen(Zx) e, desta vez teremos:

1
d [7 sen(Zx)] ld[sen(2x)] 1
- =3 T = 52 cos(2x) = cos(2x).

Portanto, G'(x) = f(x) e entdo [ cos(2x) dx = %sen(Zx) +C.

Observemos que a necessidade de multiplicar sen(2x) por 1/2 para obter a
primitiva de cos(2x) veio como consequéncia da regra da cadeia, ao derivar a funcao
u = 2x que aparece como o arco ao qual se encontra aplicado o cosseno na fungdo
integrando. O procedimento adotado, que justifica o nome dado a técnica, é o de
proceder a substituicdo: u = 2x. Como consequéncia, a fun¢ao integrando que tinha x
como variavel independente passa a ter, como variavel independente, a nova variavel u.
Na integral a mudanca de varidvel deve ser acompanhada da mudanca de diferencial,
através da relagao:

u
Seu = 2x entdo du = 2dx ou dx = >

Dessa forma, teremos:

du 1 1 1
fcos(Zx) dx = f cosu—- = Ef cosudu = 5 senu +C = Esen(Zx) + C.

A técnica de substituicdo é justificada pela regra da cadeia, da seguinte maneira:

de (f(g(x)))’ = f’(g(x)).g’(x), teremos ff’(g(x))g’(x)dx = f(g(x)) +C.

Fazendo u = g(x), teremos du = g'(x)dx e, portanto [ ' (u)du = f(u) + C.
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Importante:

Na técnica da substituicdo a mudanga da varidvel sempre deverd ser acompanhada da mudanc¢a da
diferencial. Como feito acima, ao substituir a varidvel x pela varidvel u = g(x) é necessdrio que a diferencial dx
seja substituida pela diferencial du através da relacdo du = g' (x)dx.

Exemplo 7.3

1

x>

Calcular j

A solugdo da integral é obtida pela substituicao u = 2x + 1 de onde teremos:

du
du=2dxoudx=7-

Dai:

f ! d —fldu—ljld —11()+C—11(2 +1)+C
2+ 1T U2 T2yt T T mex '

Obs. No exemplo, ao concluirmos que [(1/u)du =In(u)+ C é necessario considerar u > 0. No entanto,
entenderemos ao longo do texto que a validade do método ficara sempre sujeita ao dominio da fungao.

Exemplo 7.4

Calcular f(3x2 + 1)*xdx

A solucio da integral é obtida pela substituicio u = 3x? + 1 e teremos:

du
du = 6xdx ou xdx = —-
Desta forma, teremos:
du 1 1 u® 1
2 4 — 4 _ | 4, = 2.2 — (242 5
f(3x +1)xdx—fu 6 6fudu e 5+C 30(395 +1)° +C.

Exemplo 7.5

Calcular f sen?x.cosxdx

A solucdo da integral é obtida pela substituicdo u = senx de onde teremos
du = cosxdx.
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Dai:
1 ud 1
fsenzx. cosxdx = fuzdu =55+ C = gsen3x + C.

Exercicio 7.7

Calcular:
3
1) j(Sx + 1)z dx 2) fo\/6x3 + 5dx
3x2 + 2x X
D [T 9 [
5) j 3 (31)sen(3x)d 6) arcsenx |
cos®(3x)sen(3x)dx N
7) fe‘uzudu 8) jtgxdx
sec?x Inx
9) f ——dx 10) j—dx
tg2x x

1 1) f secxdx* (*Sugestdo: multiplique o integrando porM e depois faca u = secx + tgx)

secx+tgx

12) fcossecxdx 13) J-COS\/;dx
Vx
x? dx
14) f Nerrha ) f V1 — In?x
cosx
16) fmdx 17) J.cotgxdx
18) fsen(2x+ 1)dx 19) J.B—xdx
Vx2 -4
20) fxs (3x% — 5)3dx 21) | - s SN
\/(x3 —3x%2+5)3

Pelo que foi visto, e o restante do processo confirmara, o sucesso na
determinac¢do da integral indefinida depende da habilidade em localizar que parte do
integrando devera ser escolhida para compor a variavel u e o correspondente du. Assim,
o desenvolvimento da técnica de substituicio depende do dominio das regras de
derivacao.

Exemplo 7.6

1

Vi—a

Calcular f
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Note que o integrando é “quase” a derivada de y = arcsenx. No entanto, na
derivada de y = arcsenx aparece 1 e ndo 4 no radicando. Vamos fazer com isso

j4<1— _T%dx:fz—wdx:Ef\[l_—@dx

dx =

1
j V4 — x?
Fazendo agora

x x
u= > teremos du = > ou dx = 2du e, assim:

1 1 1 1
——dx =—f—2du= f—du = arcsen(u) + C
j\/4—x2 2) N1 -u? V1 —u?
ou
X

dx = arcsen (E) +C

o=

Outra forma de calcular essa mesma integral é através da substituicdo x = 2senu,
cujo diferencial é dx = 2cosudu. Dessa forma, o calculo da integral dada fica da seguinte
maneira:

2cosudu j‘ cosu

1
—dx =
f\/4—x2 V4 — 4sen?u V1 — sen?u

. .~ . ~ X
Na substituicdo x = 2senu, invertendo a relagdo teremos: u = arcosen (E) e,

du=fdu=u+C

assim:

1 x
———dx = arcosen (—) +C
Vi—x2 2
O ultimo procedimento utilizado é interessante, também, para situagdes em que
as vezes a substituicdo direta u = g(x) ndo é bem sucedida para a transformacao da
integral dada em uma integral imediata. Em muitos casos a inversao da rela¢do para
x = g(u) resolve o problema. No caso anterior as duas situagdes conduziram ao sucesso
na solucdo da integral, o que ndo é o caso do exemplo a seguir.

Exemplo 7.7

Calcular f\/1 — x2%dx

Neste caso ndo adianta tentar a substituicdo u = 1 — x? (por qué?). No entanto, se
colocarmos x = senu, o integrando fica mais simples pois desaparece o radical; e como
dx = cosudu, teremos:
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f\/ 1—x%dx = f (\/1 — senzu) cosudu = fcoszudu (D

A Ultima integral ainda ndo € nossa conhecida. No entanto, o seu integrando pode
ser substituido por uma identidade trigonométrica obtida da seguinte maneira:

1+ cos2u

cos2u = cos®*u — sen*u = 2cos*u — 1 ou cos*u = >

Assim, relacdo (1) pode ser reescrita na forma:

1+ cos2u 1 1 1 sen2u
j\/l—xzdx=deu=§fdu+§jCos(Zu)du=§u+ 2 +C

Resolvida a integral devemos, agora, retornar sua solucao a variavel x, para isso
teremos: de x = senu segue-se que cosu = V1 — x? e u = arcsenx. Usando a identidade

trigonométrica sen2u = 2senucosu, concluimos que sen2u = 2xvV1 —x? e, assim, o
valor integral dada inicialmente sera:

1 xV1l—x2
f\/l — x2dx = Earcsenx +T+ C

O processo utilizado no exemplo se justifica pela relagdo:

ff(x)dx= ff(g(u))g’(u)du, comx = g(u).

Para mostrar que uma primitiva F(x) de f(x) é também uma primitiva de
f(gw)g'(w), com x = g(u) precisariamos, além da regra da cadeia, de conhecimentos
sobre fun¢bes inversas e suas derivadas que serdo apresentadas no Capitulo 10.
Substituicdes como essas sao chamadas substitui¢cbes inversas. Quando g(u) é uma
funcdo trigonométrica a substituicdo inversa é também chamada de substituicdo
trigonométrica.

E importante observar que na substituicdo trigonométrica utilizada nos dltimos

exemplos consideramos, por exemplo, cosu = V1 —x? e ndo cosu=—V1—x2. A
explicacdo encontra-se no Capitulo 10. Por ora, alertamos que nas substituicdes
trigonométricas envolvendo radicais, estes serdo sempre considerados com sinais
positivos.

Exemplo 7.8
1

Calcular f—gdx
(14 x2)2

Fazendo x = tgu, teremos dx = sec?udu e, assim:

1 sec?u sec?u sec?u 1
f—3dx = f—3du = f—3du = fsec?’udu = fsecudu
(14 x2)2 (1 +tg?u)2 (sec?u)z
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Ou

1
f—3dx = fcosudu = senu + C.
(1+ x2)2

Para retornar a variavel x devemos usar as identidades trigonométricas:

1) de sec’u =tg?u+1, teremos: sec’u = x?+ 1;

1 .
2) de cos’u = ——— e cos’u+sen*u =1, tiramos que:
ecu
1 x2
cos®u = e  senlu =
x?+1 x2+1

Finalmente, podemos escrever o resultado da integral como sendo:

1 X
dx = +C
j(1+x2)% V1 + x2

Muitas vezes usamos as relagdes métricas num tridngulo retangulo para
encontrar uma fungdo trigonométrica do conhecimento de outra. No exemplo anterior
conheciamos o valor de tgu = x e queriamos encontrar o valor de senu em termos de x.
Para tal procedimento, vamos considerar o tridngulo retangulo como a seguir.

Na figura ao lado, se

cateto oposto X
tgu = - = —
x cateto adjacente 1
teremos:
1 cateto oposto b
senu = =

hipotenusa /1 + x2 .

Observe que o valor obtido aqui para senu é o mesmo que foi obtido
anteriormente através das identidades trigonométricas.

Exercicio 7.8

1) Mostre que:

1+ cos2x 1—cos2x
a) cos’x = — b) sen’x = —

2) Use asrelagdes acima para demonstrar que:

X — Senxcosx
2

X + senxcosx

2 =
a) f sen“xdx 5

b) fcoszxdx =



Calculo Diferencial e Integral A Integral Indefinida

Exercicio 7.9

Calcule as integrais a seguir.

1 1
1 —d 2 S
) j,/ig_zxz x ) fa2+b2x2dx,Va,bER
3 j 4 4 f LIS
N -
) V3 — x? ) (4—x2)%
1 1 4
) | e ) | =
VXZ—9 1
7) j xx dx 8) jmdx
9 j 1 dx 10 2x + 3 4
X
) J1+ (@2x+1)2 ) Vx2+4
11 f—l d 12 j ! d
) x2+x+1 x ) Vx2+x+1 *
13 f ! d 14 j ad d
x —
) (x+2)Vx2+4x+3 ) 2trx+1"
— 2
15) f_vzsxzx dx 16) f 1— 4x2dx
X
17) f\/25—9x2 dx 18) J-mdx

Exercicio 7.10

Calcule as integrais a seguir utilizando-se da substituicdo x =t™, onde n é o
minimo multiplo comum dos indices das raizes de x.

Vx 1
1) .]-—W—ldx 2) J.x+\/§dx
1++vx 1+ Vx
- d
3) fl_l_wdx 4) f x% X
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7.4.2 Integracao por Partes

A técnica que apresentaremos agora é de muita utilidade quando a fungdo
integranda é um produto como, por exemplo,

fxex dx.

Quando estudamos diferencial vimos que, para duas fungdes diferenciaveis f e g,
a diferencial do produto é dada por:

d(f.g) = fdg + gdf.

Entao
[atr.99= [ rag+ [ gar.
Como
[a.9=rg+c
teremos:

f-9 =ffdg+fgdf ou ffdg=f-g—fgdf.
deixando a constante C para ser agrupada na resposta final.

De uma forma melhor, considerando u = f(x) e v = g(x), podemos reescrever a
relacdo anterior da seguinte forma:

f FOg (dx = £().g(x) — f gOOf () dx

ou, ainda, na sua forma mais conhecida:

fudvzuv—fvdu (D

Note que a relacdo anterior nos permite calcular a integral indefinida [udv a
partir do cdlculo da integral indefinida fvdu, uma vez conhecidas u e v, sendo a
primeira identificada com um dos fatores da funcao integrando e a segunda pela integral
indefinida dos fatores restantes desse mesmo integrando. O método é vantajoso de ser
aplicado quando o cdlculo da segunda integral em (1) resultar mais simples do que o da
primeira integral. Para exemplificar vamos calcular a integral

fxexdx.

Escolhendou = x e dv = e*dx, teremosdu = dxev = fex dx = e”*.

Usando (1), teremos:
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fxexdx =xex—fexdx =xe* —e* + C.
Exemplo 7.9

Calcular j In(x) dx.

Aescolhau =1In(x) e dv = dx,nosdd du = 1/x e v = [ dx = x. Portanto:

1
jln(x) dx = xln(x) — f; cxdx = xin(x) — j dx = xln(x) —x + C.
Exemplo 7.10

Calcular fexcosx dx.

A escolha u=e* e dv = cosxdx, nos dad du =e*dx e v = fcosxdx = senx.
Portanto:

fexcosx dx = e*senx — j e*senxdx. (2)
A segunda integral de (2) nao é mais dificil que a primeira mas, também, nao é

mais facil. Vamos continuar tentando resolver a integral por partes. Na segunda integral
de (2) vamos escolher u = e* e dv = senxdx, que resulta:

du = e*dx e v = [ senxdx = —cosx.

Voltando em (2) teremos:
fexcosx dx = e*senx — (—excosx + f excosxdx> = e*senx + e*cosx — f e*cosxdx.
Dai
f e*cosx dx + f e*cosx dx = e*senx + e*cosx,
resultando
2 f e*cosx dx = e*senx + e*cosx.
Ou, finalmente:

1
f e*cosx dx = E(exsenx + e*cosx) + C.
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Exercicio 7.11

Calcular:

1) jxsenxdx
3) j(x — 1e*dx
5) jezxcos(Bx) dx
7) jx3e"2 dx
9) jcos3x dx

11) fxze‘x dx

13) fln(l—x) dx

arcsem/x
Vx

17) f xsec?x dx

15) x

19) fxzex dx

Exercicio 7.12

1) Demonstre as relagdes a seguir:
a) f sen"xdx =
b) f cos"xdx =

2) Calcule f sen®x dx

3) Calcule fcos4 xdx

—cosx(senx)" !

senx(cosx)™ !

2)

4)

6)

8)

10)

12)

14)

16)

18)

20)

Calculo Diferencial e Integral

flen(x) dx
farctgx dx
fx3m dx
jsen3xdx
j(lnx)2 dx
jln}(;z) dx

j xarctgx dx

xcos?x dx

x3cosx dx

J
[ s
J

n—1
+ - J.(senx)"‘zdx

f(cosx)"‘zdx



Calculo Diferencial e Integral A Integral Indefinida

7.4.3 Integracao por Fracoes Parciais

A técnica que apresentaremos agora é usada quando queremos encontrar a
integral indefinida de uma funcgao racional, ou seja, quando desejamos calcular integrais

indefinidas do tipo
f p(x) .
q(x)

sendo p(x) e q(x) dois polindbmios. Desenvolveremos a técnica para ser aplicada sempre
que o integrando for constituido por uma fungao racional prépria, isto é, quando o grau
do polindmio do numerador for menor do que o grau do polindmio do denominador.
Isto nao representa um enfraquecimento da técnica, pois, em caso contrario,
efetuaremos a divisdo para obter:

() r(x)
TS R aTe

sendo r(x) o resto da divisdo de p(x) por q(x) que, pelo critério da divisdo, tem grau
menor do que q(x).

Dali, resulta que:

f@dx—jpl( )dx + E ; (D

sendo a ultima integral de (1) do tipo descrita anteriormente.
Exemplo 7.11
A funcao

5S—x2+8

) =——

é uma fracdo racional em que o numerador possui grau maior do que o denominador.
Pelo critério de divisao de polinémio teremos:

16x+4

flx)=x3 +4x—1+ )

Da algebra sabemos que todo polindmio pode ser escrito como um produto cujos
fatores podem ser de dois tipos: polindmios do primeiro grau e polindmios quadraticos
irredutiveis. Procedendo a fatoracdao no polinémio q(x), a técnica de fragcdes parciais
consiste na decomposicao da funcdo racional dada em soma de fragdes cujos
denominadores sao polindmios de primeiro grau ou polindmios irredutiveis do segundo
grau e, assim, a integral de cada parcela da soma obtida resulta numa das formas ja
estudadas na técnica de substituigdo.

Para facilitar o entendimento vamos considerar, separadamente, quatro casos
possiveis de decomposicdo do polindmio q(x):
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19 Caso - A fatoracdo de g(x) é feita com polindmios do primeiro grau nao
repetidos;

22 Caso - A fatoragio de g(x) é feita com polinémios do primeiro grau repetidos;

32 Caso - Na fatoracdo de q(x) aparecem polindmios quadraticos irredutiveis ndo
repetidos;

42 Caso - Na fatoracdo de g(x) aparecem polindmios quadraticos irredutiveis
repetidos.

7.4.3.1 A fatoracao de q(x) é feita com polinémios do primeiro grau
nao repetidos

Este caso ocorre quando as raizes de q(x) sdo reais e distintas. Se x4, x5, =+, x5 sdo
as raizes de q(x), entio q(x) = (x—x)(x—x,)-(x —x;) e assim, pode ser
encontrada a seguinte decomposicao:

r(x) a, a, as
q(x) x—x1 x—2Xx, X — X
sendo a4, a,, -**, ag nimeros reais a serem determinados.

Exemplo 7.12
No Exemplo 7.11 encontramos:

r(x) 1lé6x+4
q(x) x2-—4

As raizes de q(x) sdo 2 e —2 e, portanto, q(x) = (x — 2)(x + 2). Devemos
procurar numeros reais A e B, tal que
rix) A N B
qlx) x—2 x+2

ou seja

lox+4_ A B _AG+2D+BGx-2)
x2—4 x—-2 x+2  (x=2)(x+2)

Como os polinémios dos denominadores sdo idénticos, também deverdo ser
idénticos os polindmios dos numeradores e, portanto,

16x+4=(A+B)x+ (24— 2B).
Dai o sistema de equacgoes:

{A+B=16
2A—2B =4
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cujasolucio éA=9eB =7.
Assim, teremos a decomposicdo em fragdes parciais:

16x+4_ 9 4 7
x2—4 x—2 x+2

Observe agora como os dois exemplos anteriores serdo utilizados para calcular a
fo —-x%+8 4
———dx.
x2—4
Com base nos exemplos 7.11 e 7.12 podemos escrever:

x5—x2+8_ 344 - 9 N 7
x%2—4 - x x—2 x+2

Assim, teremos:

fxs_x2+8d —j<3+4 14— 4 )d
x2 —4 =) X x—2 x+2)%

Aplicando as propriedades da integral resulta que:

x> —x%+8 1
fz—dx=fx3dx+4jxdx—jdx+9j
x4 —4 X —

e, finalmente:

1
2dx+7jx+2

x> —x%+8 x* 5
fz—dx =—+2x?—x+9In(x—2)+ 7In(x + 2) + C.
x4 —4 4
Exercicio 7.13
Calcular as integrais:
1 j’ 2x+1 2) x4+ 2x —
x2+3x+2 J.x~°’+4x2 5x

x® —4x3 +2 -1
3 4 _z_=
) fx3 — 2x2 —5x+6dx ) f x 15) dx

7.4.3.2 A fatoracgio de gq(x) é feita com polindmios do primeiro grau
repetidos

Neste caso todas as raizes de q(x) sdo reais, embora nem todas distintas. Para as
raizes distintas tudo funciona como no caso anterior, no entanto, para as raizes
repetidas irdo aparecer parcelas em numero igual a multiplicidade de cada raiz, da
seguinte maneira: se uma raiz x; tem multiplicidade s, isto é, a raiz x; aparece
repetidamente s vezes, irdo aparecer s parcelas do seguinte tipo:
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a, a, ag

x—x; (x—x)2" " (x—x)°

onde a4, a,, - a; sdo numeros reais a serem determinados.

Exemplo 7.13

Para calcular a integral

f4x2 —13x+9
dx

x3 —6x% + 9x
devemos comecar pela fatoracdo do denominador da fragdo integrando:
x3—6x2+9x =x(x?> —6x+9) =x(x — 3)2.

Portanto, 0 e 3 sdo as raizes de g(x), sendo 3 uma raiz dupla. Por conseguinte, a
decomposicao da fracdo integrando em fra¢cdes parciais se obtém da seguinte maneira:

@?-13r+9 A B ¢
x3—6x24+9x x x—-3 (x—23)2

Dai,

4x2—13x+9_A(x—3)2+Bx(x—3)+Cx "
x3 —6x2+9x x3 — 6x2% 4+ 9x M

e, portanto, deveremos ter:

4x2 - 13x+9=(A+B)x*+ (C—6A—3B)x+94

donde resulta o sistema

A+B =4
—6A—-3B+(C =-13
94 =9

Resolvendo o sistema, teremos a solucdao: A =1,B = 3 e C = 2 e, portanto

4x2—13x+9_1 3 2

x3—6x2+9x_;+x—3+(x—3)2.

Agora, voltando a integral, teremos:

j’4x2—13x+9d _J‘(l_l_ 3 4 2 )d
x3 —6x%+9x =G T3 (x —3)2 x

ou

f4x2—13x+9d _fld +3f 1 4 +2f 1 4
x3 —6x%+9x X)X x—3% (x —3)2 x
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que resulta:

2
dx = lnx+31n(x—3)—x—+ C.

j‘4x2—13x+9
-3

x3 —6x2%2+ 9x

Os numeros reais 4, B e C determinados na decomposicao dos integrandos dos
exemplos anteriores podem ser determinados sem que seja necessario explicitar o
sistema de equagdes como se procedeu nos desenvolvimentos anteriores. Na relagdo (1)
do ultimo exemplo podemos destacar a igualdade dos numeradores:

4x? —13x +9 = A(x — 3)> + Bx(x — 3) + Cx

que é uma identidade em x e, portanto, uma igualdade valida para qualquer valor
particular da variavel x e, desta forma, podemos escolher valores convenientes para x
para a determinagdo dos coeficientes do segundo termo da igualdade. Assim, para x = 0
obtemos A = 1; para x = 3 encontra-se C = 2. Para x = 1, obteremos —1 = A — 2B +
2C o que resulta C = 3, pela substituicdo dos valores de A e B. Esse tipo de solucao
constitui-se, as vezes, numa op¢do mais rapida para a determinacdo dos parametros da
decomposicao de fragdes racionais.

Exercicio 7.15

Calculo as integrais:

1).[ 2x + 1 4 2) J‘ 3x%2 —2x+2 4
x3+4x2+5x+2 x (x +3)2(x —1)2 x

1 5
3 4 _
) ,fx3+6x2+9xdx ) J.x3+2x2dx
2 x—2
) | e O | e
7 f 4 8 f—l d
) | G—3™ L B P

7.4.3.3 Na fatoracdo de g(x) aparecem fatores quadraticos irredutiveis
nao repetidos.

0 aparecimento de fatores quadraticos irredutiveis na fatoragao de um polinémio
indica a presenc¢a de nimeros complexos como raizes do polindmio em questao. Nesse
caso, na decomposicao do polindmio em fragdes parciais, para cada trindmio irredutivel
ax? + bx + c, aparecerio fracdes da forma:

Ax + B
ax?+bx +c

onde A e B representam nuimeros reais a serem determinados.



A Integral Indefinida Calculo Diferencial e Integral

Exemplo 7.14

Neste exemplo vamos calcular a integral:

f 5x%2+7 J
x3+3x—4 X

A primeira etapa consiste em fatorar o polindmio q(x) = x3 + 3x — 4. Por
inspecao vemos que x = 1 é raiz de q(x) e, portanto, um fator do polinémio é x — 1.
Assim,

gx)=(x—-1D)(x*+x+4)
onde o polindmio x? + x + 4 é irredutivel (por qué?).
A decomposicao em fracdes parciais nos dara:

5x%+7 A Bx+C

= +
x3+3x—4 x—1 x2+x+4

que, reduzindo ao mesmo denominador no segundo membro da igualdade, teremos:

5x%2 +7 _A(x2+x+4)+(Bx+C)(x—1)
x34+3x—4 x—1D(x2+x+4)

ou

5x2%+7 _(A+B)x2+(A—B+C)x+(4A—C)
x3+3x—4 x3+3x—4

Identificando os numeradores, teremos o sistema:

A+B=5
A-B+C=0
4A-C=7
cuja solucao é:
A=2
B=3
c=1
e, portanto, teremos:
5x%+7 2 3x+1

x3+3x—4_x—1+x2+x+4-

Dali, a integral:

f5x2+7d_2f1d+f 3x+1d "
x3+3x—4 = x—1x x2+x+4x )
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E facil calcular a primeira integral do segundo membro de (1), pois, tomando
u = x — 1, teremos du = dx e, portanto

1 1
Zf dx=2f—du=21nu+C1
x—1 u

ou

1
fo_ldx=2ln(x—1)+61 (2)

A dificuldade do exercicio fica por conta da outra integral do segundo membro de
(1). Vamos, inicialmente, separa-la da seguinte forma:

j 3x+1 g f 2x+ 1 d +j x d 3)
_ = _— —dx
X2rx+a PR x2+x+4
Vamos designar as integrais do segundo membro de (3), respectivamente, por I,
el,.

No calculo de I; basta tomar a substituicdo u = x? + x + 4. Dali, teremos:
du = (2x + 1)dx e, portanto, resulta que

1 —f ext 1 d —fld =lnu+C=hx*+x+4)+C 4)
1= | m eyt = | glu=tnu+t G =inx"+x 2

No cdlculo de I, vamos, primeiramente, reescrever o numerador da fungao
integranda usando-se da seguinte identidade:

(2x+1)—1
S R

Portanto,

——dx =-= x =
x2+x+4 2) x2+x+4 2

x 1(Qx+1)—-1, 1 2x+1 1 1
b= [ e J a3

= == | 5>——dx— 5 | 5——dx.
x2+x+4 2) x2+x+4

Na primeira integral do ultimo membro de I, repete-se o que foi feito no calculo
de I, isto ¢, fazendo u = x2 + x + 4, teremos du = (2x + 1)dx e, portanto,
1f 2x+1

111 1 1
_ =—| — = — - _ 2 .
3 x2+x+4dx 2fudu Inu + C, 2ln(x +x+4)+C, (5)

2

Na segunda integral, usando a identidade:

‘+x+4=x*+ +1 1+4—( +1>2+15
X X =X X 4 2 =1Xx > 4

obtemos
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1 1
——dx = dx.
fx2+x+4x f 121_5x
(x+2) t7
Pela técnica da substitui¢do, teremos:
+1— 15 tao dx = 1 d
sex 5= u, entdo dx = 5 u
e, portanto,
V15
j 1 d‘f 1 d_f > d_2\/15J1
Zrx+a T N 15 1—5u2+1—5 s Jwre™
(x+3) +7 4 !
e, consequentemente,
1 2v/15 24/15 2x+1
fx2+x+4dx_ 1= arctgu + C; = 1= arctg( \/E)+C3 (6)

Reunindo esses dois ultimos resultados, (5) e (6), teremos:

1 1[2V15 2x + 1
I, = Eln(x2 +x+4) _E[ arctg( )l +C, (7)

Levando (4) e (7) em (3), obtemos:

3x+1 1 V15 2x+1
- - 2 _ 2 -
,fx2+x+4dx In(x +x+4)+2ln(x +x+4) T arctg( NeE )+C5
ou,
3x+1 3 V15 2x+1
- — 2 -
fx2+x+4dx 2ln(x +x+4) 1= arctg(\/ﬁ)+Cs (8)

Para construir o resultado final do exercicio proposto no exemplo basta conduzir
os resultados parciais (2) e (8) em (1) e, teremos:

5x2+7 3 V15 2x + 1
T T gy = _ z 2 -
j-x3+3x—4dx 2ln(x 1)+2ln(x +x+4) 1 arctg( Vs )+C.

Observacao:

Sugerimos ao leitor que refaca sozinho todas as passagens do exemplo anterior.
Esperamos que a extensdo e a variedade de situagbes que o exercicio envolve ndo o esmoregam,
mas, muito pelo contrdrio, que o anime, pois estard adquirindo treino nas técnicas de integragdo.
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Exercicio 7.15

Calcule:

x“+ 2
2 jx3+x2+xdx 2) f(x—l)z(x2+4)dx

7.4.3.4 Na fatoracao de q(x) aparecem fatores quadraticos irredutiveis
repetidos.

A repeticdo do fator quadratico ax? + bx + ¢ na fatoracdo de q(x) sera indicada
pelo expoente a que esse fator estiver submetido. Assim, de maneira semelhante ao item
7.4.3.2, teremos um numero de fracdes igual ao ndmero indicado no expoente.
Designando por n o expoente do trindbmio, por Ay, A,, -, A, e By, By, -, B, 0s nimeros
reais a serem determinados, teremos n fragdes do tipo:

A + B, A, + B, A, + B,
ax?+bx+c (ax?2+bx+c)? ’'(ax?+bx+c)"

Exemplo 7.15

Para calcular a integral

1
f Gt D2+ a2

uma vez que a fragdo integranda ja se encontra fatorada, podemos ja passar para o
segundo passo que é a decomposi¢do do integrando por fragdes parciais. Assim, teremos
que encontrar os numeros reais A, B, C, D e E tal que:

1 __A Bx+C Dx+E
(x+1Dx2+4)2 x4+1 x244 (x24+4)2

Reduzindo o segundo membro ao mesmo denominador, teremos:

1 AP+ 4P+ (Bx+ O+ 1D(x* +4) + (Dx + E)(x + 1)
(x+1D(x2+4)2 (x+ 1)(x% + 4)2

Realizando as operagdes no numerador e reduzindo os termos semelhantes
resultara:

1

x+DG2+4)?
_(A+B)x*+(B+C)x>+(B8A+4B+C+D)x*+ (4B +4C+ D+ E)x + (16A +4C + E)

(x+1)(x2%2+ 4)2

Identificando os numeradores teremos o sistema:
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( A+ B

B+C
{ 8A+4B+ C+D =0
k 4B+4C+D+E=0

16A+4C+E=1

=0
=0

cuja solucao é:

A—lB— 1C—1D—1E—1
25’7 T 5 T 25 T TR T
Assim:
1 1 1 1 1
1 _ 75  ~“25**735 "5**s3
x+1)x2+4)?2 x+1 x2+4 (x2 + 4)2
ou,
1 _ 1 x—1 x—1
(x+1D(x2+4)2 25(x+1) 25(x2+4+4) 5(x2+4)2
Portanto:
f d—ljld 1jx—1d 1 x—ld
(x + 1) (x2 + 4)2 T ) x+1 T 25 ) 2545 (x2 + 4)2 x
ou

f Gt DG+ ™ =

25 x+1 25 x2+4 25fx2+4 Sf(x2+4)2 +§f(x2+4)2dx

As solugbes da primeira, segunda e quarta integral do segundo membro da
igualdade anterior se obtém através de substituicdes elementares e apresentam os
seguintes resultados (as respectivas constantes, desses casos e dos demais resultados
parciais, foram omitidas e serdo consideradas conjuntamente no final):

1 1 x 1
= = — 2 —_— = "
fx+1dx Infx +1); f s zln(x +4)ef(x2+4)2dx 2(x% +4)

As solugdes da terceira e quinta integral se obtém através da substituicao inversa
x = 2tgu de onde tem dx = 2sec?udu. Para a primeira dessas integrais facilmente se

obtém que:
1 1 X
fxz n 4dx = Earctg (E)

Ja para a segunda delas ocorre um trabalho extra para retornar-se a variavel x,
apos o calculo da integral, sendo vejamos:

2sec?udu 1 f 1

— dx= =" _ | __—_
f(x2+4)2 x (4tg?u +4)?> 8 sec’u u
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De onde segue que:

1

| ot =3 5

8 x2+4

1 (1 senucosu) 1

X 1 X
2 S — Z
fcos udu—8 2u+ > 16arctg(2)

Observacao:
O leitor deverd mostrar que a partir de x = 2tgu se obtém cosu = ﬁ esenu = ——-
O resultado final para a integral dada no exemplo é o seguinte:
| e
G+ D2 +4)2
= —ln(x +1)— —ln(x +4)+ —arct (x) ; ! arct (x) __x .
- 50 4" 10GZ+4) g 4002 + 4)
Exercicio 7.16
Faca todas as passagens do Exemplo 7.15
Exercicio 7.17
Calcule as seguintes integrais:
3x“+10x —5
2 d
x2 — ) J-x3+3x2—x—3 *
3 f ! d 4 J-
) (x—2)%2(x+ 3) x )
x3—3x%2-6 2x>—x+1
5 d 6
) f(x+1)2(x2+4) x ) J. —x2+x—1dx
2x +1 — 3x?
7 8
) fo(x—3)2 ) J. 3 _2x— 4 dx
x* — 1
9 10
) f ) f(xz+x+3)2
5x2+5x+6
11 d 12
) f(5x2+4x+1)(x+5) * )

Exercicio 7.18 (Revisdo Geral do Capitulo 7)

I) Resolva as equacgoes diferenciais:

1) Encontre a solucao da equagao diferencial
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que passa pelo ponto (1,2).

2) Encontre a solucdo da equacao diferencial

27 2
I X 3x

que passa pelo ponto (1,2).

3) Uma particula se desloca com uma aceleracdo igual a (2t + 1) m/s?. No instante
t = 1s, a particula encontra-se a 5m da origem e sua velocidade é 6m/s. Qual é a
equacao horaria do movimento?

4) Em uma certa cultura bioldgica onde a velocidade de crescimento de bactérias é
proporcional a quantidade existente, o nimero inicial dobra em 2 horas e, ao fim, de 10
horas existem 6 milhdes de bactérias. Quantas bactérias existiam inicialmente?

5) A lei de resfriamento de Newton estabelece que a velocidade com a qual um corpo
muda de temperatura é proporcional a diferen¢a entre sua temperatura e a do meio
ambiente. Se um corpo estd no ar a uma temperatura de 30°C e o corpo esfria de 100°C
para 40°C em 20min, encontre a temperatura do corpo depois de 25min.

6) A velocidade de crescimento natural de uma populacdo de uma certa cidade é
sempre proporcional a populacdo presente. Se a populagdo triplica em 50 anos e se a
populacdo em 1960 era de 6.000 habitantes, qual populacgao foi registrada em 19807

I1) Calcule as integrais a seguir utilizando-se da técnica apropriada para cada caso:

1 f\/%dx 2) fxz 4— x%dx
3 j’ dx 0 J‘ dx
x2V1+ x2 x3VxZ -9
5) f—xgx_zszldx 6) fx;:_ldx
1 X
7) f x(or %) f x5
9) f x dx 10) fxz(anx)de
x+2
1y [ 12) f%dx
V1—=x2 e*+e™

13) f\/l + e* dx 14) f(cos‘*x — sen*x) dx
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15) f\/cosx+ 1dx 16) f\/l—cosxdx
17 f#dx 18 f Senx d
) 1+Vx+x ) cos?x + cosx — 2 %

19) jsec3xdx 20) ftg3xdx

21) j *t2 22) fl (x+V1+x?)d
— dx nlx x2)dx
V4 — 2x — x2

23) j(cos x ax)(cos bx) dx 24) j(sen ax)(sen bx) dx

Como sugestao, mostre que:

2cos(p)cos(q) = cos(p + q) + cos(p — q) e 2sen(p)sen(q) = cos(p —q) — cos(p + q)

25) jtg“x dx 26) jsenzxcoszx dx
tgx
27) Ide 28) jcosx/l—xdx
tgx + secx
29) f ! d 30) j ! d
———dx ———dx
Vix + x2 1—-tg?x
1
————dx vt

1
33 f—dx 34 J-\/x2+5dx
) x+V1+x2? )



