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A Integral Definida

O estudo da Integral Definida e da Derivada, esta introduzida no Capitulo 2,
constitui o objetivo central deste livro. Historicamente os dois conceitos foram
desenvolvidos separadamente. Carl B. Boyerl, em sua Histéria da Matematica, p.278,
nos da a exata dimensdo de cada processo: “Achar tangentes exigia o uso do calculus
differentialis e achar quadraturas o calculus summatorius ou calculus integralis, frases de
onde resultaram as expressdes que usamos”. Em razdo disso, os autores deste livro
optaram pela denominacdao Calculo Diferencial e Integral, mantendo-se a referéncia
inicial, ao contrario de outros autores que optam pela palavra sintese Calculo.

Na sequéncia sera desenvolvido o processo que nos permite o calculo de areas de
regides planas, mais especificamente, drea sob curvas e, em seguida, a generalizacdo
desse processo nos conduzira ao conceito de integral definida.

8.1 Calculo de Areas

Sabemos, através da Geometria, como calcular areas de poligonos e do circulo.
Esse conhecimento pode ser utilizado para o calculo de areas de regides que possam ser
divididas em um numero finito de regides poligonais ou setores circulares. Quando a
regido nao pode ser decomposta deste modo o procedimento ndo consegue ser adotado
para o calculo de sua area. Um exemplo simples desse fato é o calculo da regido limitada
por uma elipse.

Apresentaremos nesta seccdo um método sistematico de calculo da area de certas
regides para as quais os recursos da Geometria se mostram ineficazes. Esse método,
além de sua importancia intrinseca, fornece motivacdo para o tema principal deste
capitulo que é a Integral Definida.

Para a introducdo do processo de calculo de areas que iremos desenvolver
necessitaremos de alguns conceitos preliminares essenciais para o entendimento do
método.

1 BOYER, Carl B. Histéria da Matematica. Sdo Paulo. Editora Edgar Blucher Ltda. 1996
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Definicao 8.1

Sejam a e b dois numeros tais
quea<b e fuma funcao continua
em [a,b], com f(x)=0 para todo x
desse intervalo. Denominaremos de
drea sob a curva f entre a e b como
sendo a area da regiao limitada pelo
grafico da funcao f, pelas retas verticais
x=a e x=D>b e pelo eixo horizontal,
conforme figura ao lado.

Notacao:
Ab(f): Area sob a curvay = f entreae b
Exemplo 8.1

Exemplos de areas sob curvas.

y=x

AL (x):Areasob a curvay = x entreOe 1 A%(x):Areasoba curvay = x entre1le 2

f(x)=senx

1 15 x

A}'S (x?):Areasoba curvay = x?> entre1e 1,5 AT (senx):Area sob a curvay = senxeentreOemn
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Definicao 8.2

Seja A um conjunto do dominio de uma funcgao f. Dizemos que ftem um ponto de
mdximo absoluto em A se existir a € 4, tal que f(x) < f(a) para todo x € A. O elemento
a é chamado ponto de mdximo absoluto de fem A e f(a) é o mdximo absoluto de fem A.

Definicao 8.3

Seja A um conjunto do dominio de uma funcgao f. Dizemos que f tem um ponto de
minimo absoluto em A se existir b € A, tal que f(x) = f(b) para todo x € A. O elemento
b é chamado ponto de minimo absoluto de fem A e f (b) é o minimo absoluto de fem A.

Exemplo 8.2
a) f:10,1] » R, tal que f(x) = x b) f:[1,0[ » R, tal que f(x) = x
y y
| " 3 .
A /i
A2 |
f(x)=x o7 : f(x)=x
v : / t
P : i
/'/ 4
v ] /
/ j o
/ 1 A i
7 i ¢ :
0 1 X 0 1 X
Minimo absoluto em x = 0 e maximo absoluto em x = 1. Minimo absoluto em x = 0 e ndo tem maximo absoluto.
¢) f:10,1[ - R, tal que f(x) = x d) f:1-1,2[ - R, tal que f(x) = x?
‘ .
y
I /
f(x)=x e / 5 /
/ i ) =
7  U— /
0 1 X ,_\ /,/
3 X /
™ /
o /_//

Nio tem minimo e nem maximo absolutos. Minimo absoluto em x = 0 e ndo tem maximo absoluto.
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Exemplo 8.3
y A funcdo f:[0,3/2] - R definida por

()_{—x+1, 0<x<1
FOI=1_x42 1<x<3/2

cujo grafico esta exibido ao lado, tem
maximo absolutoemx = 0eemx = 1,
mas nao tem minimo.

Os exemplos vistos nos indicam a necessidade de estabelecer condi¢des que nos
permitam decidir quando que uma fun¢ao tem maximo absoluto e minimo absoluto.
Enunciaremos agora um teorema sobre isto, mas ndo o demonstraremos, pois a teoria
apresentada neste texto ndo é suficiente para tal.

Teorema 8.1 (Teorema da Existéncia de Maximo e Minimo Absolutos)

Se uma funcio f for continua num intervalo fechado de extremos a e b (a < b)
entdo a fungdo assume, neste intervalo, maximo e minimo absolutos.

Exercicio 8.1

Em cada funcdo dada nos Exemplos 8.2 e 8.3 verifique a ocorréncia das hipéteses
do Teorema 8.1 e confronte as ocorréncias ou nio de maximos e de minimos.

Exercicio 8.2

Nas fun¢des dadas a seguir, diga se ela tem maximo ou minimo absoluto. Para os
casos afirmativos indique: 0 maximo, o minimo e os pontos de maximo ou de minimo.

1) y=x,em|[1,3] 2) y=3,em(0,2)
1
3) y:;,parax>() 4-) y=x3,em [—1,1]

Agora temos conhecimentos basicos necessarios para iniciar o estudo de calculo
de areas. Comecaremos com o exemplo a seguir.

Exemplo 8.4

Vamos obter um valor aproximado da area sob a curva y = x?2, entre 1 e 2. Para
fazer isso iremos comparar dois triangulos, conforme exposto a seguir.
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AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

A fung¢io y=x%paral<x <2,
tem um ponto de minimo absoluto em
x = 1 e um ponto de maximo absoluto em
x =2

Notamos, entdo, que a area do retangulo de base 1 e altura f(1) é menor do que a
area sob a curva y = x?, entre 1 e 2; esta, por sua vez, é menor do que a area do
retangulo de base 1 e altura f(2). Como a drea do primeiro retdngulo é 1 e a area do
segundo é 4, podemos afirmar que:

1< A%(x?) < 4.

Ao conseguir estabelecer que a drea considerada é maior do que 1 e menor do
que 4 podemos afirmar o seguinte: se atribuirmos a essa area qualquer valor entre 1 e 4
nao cometeremos, na avaliacdo de seu valor, um erro maior do que 3. Podemos obter
uma aproximacdo melhor? A resposta é afirmativa e, para obter isso, basta subdividir o
intervalo [1,2] e considerar a drea de novos retangulos. Na sequéncia, iremos dividir o
intervalo [1,2] em duas partes iguais e considerar as areas de quatro retangulos.

Y.
4

A fungio y=x?%paral<x<3/2,
tem ponto de minimo absolutoem x =1 e
ponto de maximo absoluto em x = 3/2ea
funcdo y=x%para3/2<x<2, tem
minimo absoluto no ponto x =3/2 e
ponto de maximo absoluto em x = 2.

9/4

Considerando os quatro retidngulos com base no intervalo [1,2], podemos
relacionar as suas 4reas com a area sob a curva y = x?, entre 1 e 2 da seguinte maneira:

%f(l) + %f G) < A3(x?) < % (;) + %f(z)

9 9
+§SA§(x2)s§+2

N| =
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13 25
5 <Ai(x?) < 5

1,625 < A2(x2) < 3,125

Neste caso se atribuirmos para A2?(x?) um valor entre 1,625 e 3,125 nio
cometeremos um erro superior a 1,5. Melhor aproxima¢do podera ser conseguida
dividindo-se o intervalo [1,2] em trés partes iguais e considerando-se as areas de seis
retangulos, como faremos a seguir.

y,

O intervalo [1,2] foi dividido em trés
partes iguais e os subintervalos:

13]Gl e 2

constituem as bases dos seis retangulos,
conforme grafico ao lado.

Considerando os maximos e minimos absolutos da fun¢do y = x?2, restrita a cada
subintervalo teremos:

b @)+ 31w < @)+ 316 oo

=3
1+16+25<A2( 2)<16+25+4
3T 7 T =N =50T o0 s

50 77

< 2 2 <

27 S A =7

1,851851... < A3(x?) < 2,851851 ...

Neste ultimo caso, qual seria o maior erro que poderiamos cometer ao escolher
um valor para A% (x?) entre as duas aproximagdes encontradas?

No processo que utilizamos para as aproximacdes do valor de A3(x?) os
retangulos que tem como altura o minimo absoluto no intervalo considerado sao
denominados de retdngulos inscritos. Em contrapartida, os retangulos que tem por
altura o maximo absoluto sdo denominados de retdngulos circunscritos. E facil de
observar que em cada passo do processo a soma das areas dos retangulos inscritos
aumenta, enquanto a soma das areas dos retangulos circunscritos diminui.

Vamos agora subdividir o intervalo [1,2] em n subintervalos de mesmo
comprimento através dos pontos:
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1 2 i n—1 n
L,1+—-,1+—,-,14+—,--,1+—,1+4+—"
n n n n n

Observe que em cada subintervalo

i i+
1+—,1+
n

,parai =0,1,---,(n—1)

a funcao considerada assume, como na
figura ao lado, o minimo absoluto e o
maximo absoluto ocorrem,
respectivamente, em

i+1

i
x=1+—ex=1+
n

Na construcdo do processo que faremos a seguir iremos tratar separadamente a
soma das areas dos retangulos inscritos e a soma das areas dos retangulos circunscritos.
Desta forma, para os retangulos inscritos, teremos:

%f(1)+%f(1 +%>+%f(1 +%)+---+%f(1+nT)SA§(x2)

ou
1 1y’ 2\ n-1\] _ .
— 1+(1+—> +(1+—> +---+(1+—) < A%(x?)-
n n n n
Desenvolvendo os quadrados, fica:

1 2 1 4 4 2(n—1 n—1)>?

—l1+(1+—+—2>+(1+—+—2>+---+<1+( )+( 2)>lSA§(x2)-

n n n n n n n

O primeiro termo da desigualdade anterior pode ser reagrupado da seguinte
maneira:

2[1+2+~~-+(n—1)]+[1+22+32+...+(n_1)2]

1
—{(1+1+---+1)+ >
n n n

} < A%(x?)
ou

%{n+%[1+2+~-+(n—1)]+%[1+22+32+-~-+(n—1)2]}SA%(x2) (2)

A desigualdade (2) pode ser consideravelmente simplificada através das
seguintes identidades, que podem ser demonstradas pelo processo de indugdo finita:
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p
+1
Zk=1+2+3+---+p=1’(1’2_) 3)
k=1
4 P+ D@2p+1)
Dk = 1422432 g p? =BT )

k=1

Tomando-se as identidades (2) e (3), com p =n —1 e substituindo em (2),
teremos:

1[ +%.(n—1)n+i.(n—1)n(2n—1) < 2D

n 2 n? 6
que, simplificando e reduzindo os termos semelhantes, se reduz a:

14n?> —-9n+1
6m?

<AI(x®) (5

Com a soma das areas dos retangulos circunscritos, podemos escrever a seguinte
desigualdade:

n—1

Ag(xz)g%f(l +%>+%f(1 +%)+---+%f(1+ )+%f(1+%) (6)

Procedendo-se de maneira similar ao que se fez antes, a desigualdade (6) passa a
ter a seguinte expressao:

14n%2+9n+1

A3(x?) < o2

(7)
Relacionado (5) e (7), teremos:

14n% —9n+1 s o 14n%2+9n+1
e < A3(x?) < e

(8)

A relacio (8) assegura que a area sob a curva y = x?, entre 1 e 2 é um nimero
que se encontra limitado inferiormente pela soma das dreas de n retangulos inscritos e,
superiormente, pela soma de n retangulos circunscritos, onde n é um nimero natural
qualquer e corresponde ao nimero de subdivisées do intervalo [1,2]. Observa-se
facilmente que a medida que aumentamos n, menor ficara a diferenca entre a soma das
areas dos retangulos circunscritos e a soma das areas dos retangulos inscritos e, nesse
procedimento, vai-se obtendo aproximacdes cada vez melhores para A%(x?). E de se
esperar que, num processo continuo, ao fazer n tender para o infinito encontremos a
area procurada.

Assim,
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22(x?) = i 14n2—9n+1_1_ 14n*+9n+1 7
1 —nl_r){)lo 6n2 _nl—r;glo 6n2 _§

O processo visto pode ser generalizado para se calcular o valor da area sob uma
curva definida pelo grafico de uma fung¢do continua, tendo por dominio um intervalo
fechado. Para tanto, vamos considerar uma fun¢ido f continua e positiva em [a, b]. Para
calcular a area sob a curva f entre a e b, usaremos apenas retangulos inscritos (o
processo usando retangulos circunscritos é desenvolvido de maneira similar e se obtém
o mesmo resultado final).

O processo se inicia pela subdivisio do intervalo [a,b] em n partes, nio
necessariamente iguais, escolhendo-se n + 1 pontos da seguinte maneira:

Aa=X; <Xy X3 < <X < Xjpq <X, =b
e, além disso, essa subdivisdo do intervalo [a, b] deve satisfazer a seguinte propriedade:

Ay, = xi41 — x; tende a zero quando n — oo,

Em cada intervalo [x;i_1, x;],
i=123,--,n pelo Teorema 8.1, existe
um ponto ¢; no qual a fungdo y = f(x)
assume um minimo absoluto. Iremos,
portanto, considerar os retangulos de base
Ay=x;—xi4 e altura m;=f(c),
conforme figura ao lado.

A soma S das areas dos retangulos inscritos, como na figura, nos da uma
aproximacdo da area sob a curva y = f(x) entre a e b. Se aumentarmos o nimero de
pontos na subdivisio do intervalo [a, b], dentro das condicoes estabelecidas, obteremos
uma melhor aproximacdo para o valor da area sob a curva f.

Para o caso de n subdivisdes, este valor aproximado sera dado por:
Sp = fle)Cer = x0) + fc2)(xg = x1) + -+ fe) O — xi-1) + -+ f(cn) O — xn21)

ou seja,

n
S, = Zf(ci)Axl—, onde Ax; = (x; — x;_1).
i=1
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A area sob a curva y = f(x) entre a e b sera obtida fazendo n = oo, com Ax; = 0.
Assim, teremos:

n
AL(f) = lim S, = lim Zf(ci)Axi.
n—oo n—oo
i=1

De modo semelhante poderiamos ter obtido a area considerando-se retangulos
circunscritos, com base Ax; = (x; — x;_,) e alturas M; = f(d;), onde d; é um ponto de
maximo absoluto de fem [x;_,,x;],i = 1,2,3,+,n.

Pode-se mostrar que, sendo f continua, existem e sdo iguais os seguintes limites:

n n
lim ml-Axl- e lim Ml'Axi
n—oo n—0oo
Este fato é de se esperar, pois, quando n — o e Ax; = 0, ¢; — d; e pela continuidade de
y = f(x), m; = f(c;) tende para M; = f(d;). Podemos usar qualquer um desses limites
para calcular a area sob a curva y = f(x) entre a e b. Para facilitar os calculos podemos,
ainda, considerar na subdivisao intervalos de mesmo comprimento.

Exemplo 8.5

Calcularemos, a seguir, a drea sob a
curva y = x entre x = 0 e x = 2, usando
retangulos inscritos (veja figura ao lado).

Dividindo o intervalo [0,2] em n
subintervalos de comprimentos iguais a

teremos a subdivisao:

2 4 2(n—1)
. 0<—<-<+<——<2
Zom 2 X n n n

Em cada subintervalo, determinado pela subdivisido de [0,2], o minimo absoluto

~ . , 2(i—-1) 2i ;. ,
da fung¢do ocorre no extremo da esquerda, isto €, em [%,;] o minimo absoluto é

f (@), para todo i,i = 1,2.---,n. Assim, a soma das areas dos retangulos inscritos é
dada por:
g (O)2+ <2>2+ (4>2+ N (2(n—1))2
W= fOH ()4 S f

n/n n n
2 22 42 2(n—1)2
_— __+...+—_

S, =0.—+
n nn nn n n



A Integral Definida Calculo Diferencial e Integral

4 n(n— 1)

4
Sp=—3l+2+3 4+ (-1 = >

Dai,
A3(x) = hm [4 n(n - 1)]

Esse resultado ja era esperado, pois, a regido é um triangulo de base 2 e altura 2.

Exemplo 8.6

y Nesse exemplo, vamos calcular a

Ap(x?).

Diferentemente do exemplo
anterior usaremos, agora, os retangulos
circunscritos (veja figura ao lado). Para
isso o intervalo [0,1] serd dividido em n

- partes iguais a

im  2z/m  3m (@

pela subdivisao:

1 2
0<-<=-<<
n n

Em cada subintervalo, determinado pela subdivisido de [0,1], 0 maximo absoluto

N C , i-1 i . o
da fungdo ocorre no extremo da direita, isto é, em [T’ ;] 0 maximo absoluto da funcao é

f(%), paratodo i,i =1,2.-:-,n

Neste caso, a soma das areas dos retangulos circunscritos sera da forma:

o=@ B Qe O

11 41 91 n?1
+ =+ ..

1nn+1)(2n+1)
n3 6

1 1
Sn=F(1+4+9+~~+n2)=—(1+22+32+ -+ n?) =

nn+1)(2Zn+1)
n= 6n3

e, portanto:
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Exercicio 8.3

1
2)
3)

4)

8.2 A Funcio Area

Calcule as seguintes areas:

A2(2x), usando retangulos inscritos.

A1 (x?) = lim nn+1)(2Zn+1) _ 1

A Integral Definida

6m3

A2(2x), usando retangulos circunscritos.

A3(x2+1)

n 2
nn+1
A} (x?). Para este caso use: E k3 = [%]

Os exemplos da se¢do anterior nos mostram que o processo de calcular areas

usando retangulos inscritos ou circunscritos, apesar de ser natural, é trabalhoso.

Agora veremos como simplificar o cdlculo de dreas relacionando-o com as
integrais indefinidas. Isto sera feito no Teorema 8.2.

Consideremos entdo a < b e f uma fungdo continua em [a,b] de forma que
f(x) = 0, para todo x nesse intervalo. Consideremos a funcio 4, definida em [a, b], que a
cada x associa a area sob a curva fentre a e x, ou seja:

| \ y=f(x)

o

! i
A(x)

A:[a,b] - R,dada por A(x) = AX(f(x))

A funcdo A é chamada de Funcgdo
Area. Observando o grafico ao lado é
bastante evidente a motivacdo para o
nome dessa funcgao.

O grafico ajuda, também, na
percepcdo de trés propriedades da
Funcdo Area que decorrem como
consequéncias imediatas de sua defini¢ao:

1) A(a) = 0;
2) A(x) = 0;
3) A(x) cresce quando x cresce.
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Teorema 8.2
A Funcdo Area é derivavel e A'(x) = f(x), para todo x em [a, b].

Demonstragao

Para demonstrar que a Fungdo Area possui derivada em um ponto x de [a, b] é
necessario demonstrar que as derivadas laterais dessa fun¢do no ponto x existem e sao
iguais, exceto para os extremos onde sdo consideradas apenas a derivada a direita em a
e a derivada a esquerda em b. Para a derivada a direita em x € [a, b[ consideremos o
quociente:

Alx + Ax) — A(x)
Ax

,onde Ax >0ex+ Ax < b.

4 Sendo y=f(x) continua no
intervalo

[x,x + Ax], ela assume nesse intervalo
maximo e minimo absolutos. Sejam c e d
os pontos de maximo e minimo absolutos,
respectivamente. Comparando as areas
dos retangulos de base Ax e alturas f(c) e
f(d) com a area sob a curva f entre x e
x + Ax, conforme figura ao lado, teremos:

f(d)Ax < AZ*(f) < f(c)Ax

ou,
f(d)Ax < A(x + Ax) — A(x) < f(c)Ax.

Dividindo termo a termo por Ax, obteremos:

fd) < Alx + Agci —A(x) < ()

Quando Ax — 0 teremos que ¢ — x e d = x e, como f é continua ocorrera que
f(c) = f(x) e,também, f(d) — f(x). Portanto:

Alx + Ax) — A(x)
Ax

4,00 = lim, = f()
ou seja, a derivada a direita de A(x) em x existe e é igual a f(x). De modo analogo
demonstra-se que a funcdo A(x) possui derivada lateral a esquerda para todo x no
intervalo ]a, b] e que é, também igual a f(x) (essa demonstracio deixamos a cargo do
leitor). Desta forma, concluimos que A(x) é derivavel em [a, b] e, além disso:

dA(x)
- = f).
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Como consequéncia deste teorema, podemos sistematizar o calculo de area
através do seguinte corolario:

Corolario 8.1
Seja f: [a, b] = R uma fungdo continua. Entdo a area sob a curva y = f(x) entre a
e b é dada por
A(b) = F(b) — F(a)
onde F(x) é uma primitiva qualquer de f(x).
Demonstracao
Pelo Teorema 8.2, A(x) é uma primitiva de y = f(x), suposta continua e positiva
em [a,b]. Como F(x) é outra primitiva de y = f(x) segue, pelo Teorema 7.2, que
A(x) — F(x) = C paratodo x € [a, b] e para algum C € R. Assim,
A(a)—F(a) =C
e como A(a) = 0, concluimos que C = —F(a), ou seja:
A(x) = F(x) — F(a), para todo x € [a, b].
Dai, para x = b, teremos que:
A(b) = F(b) — F(a),

sendo F(x) uma primitiva qualquer de y = f(x).

Exemplo 8.7

Dada a fun¢do y=x?% vamos
encontrar:

. A(2) = A§(x?)

Para isso, basta tomar uma primitiva

de y = x? como, por exemplo
3

FOo) =%
e calcular: A(2) = F(2) — F(0) ou

A2)

8
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Exemplo 8.8
Calcular a 4rea entre as curvas y = x2 e y = x, cujo grafico encontra-se a seguir.

O Teorema 8.2 e o seu Corolario 8.1
estabelecem o processo para o calculo de
area sob curva, isto é, a drea de regides do

y=x2 - plano limitadas acima pelo grafico de uma
funcdo continua, abaixo pelo eixo
a1 horizontal e, aos lados pelas verticais que

passam pelos extremos do intervalo onde
a funcdo encontra-se definida. Assim,
quando a regido da qual se pretende
calcular a area nao se enquadra nesse
padrdo torna-se necessario buscar meios
indiretos, pelos quais o resultado
procurado  possa ser  encontrado
utilizando-se do processo de calculo de
areas assegurado pelas proposi¢cdes
citadas.

O caso proposto, em geral, é designado por drea entre curvas e, no presente caso,
o calculo da area é dado pela diferenca entre a area sob a curva y = x e a area sob a
curvay = x2>de0al.

Sendo assim, teremos:

A = A1 - A2
onde,
x2
A, = Aj(x) = F;(1) — F;(0), sendo F;(x) = >
e
3
A, = Aj(x?) = F,(1) — F,(0), sendo F,(x) = Y
Deste modo:
A=A4,—-A, = 11
= A, 2=5-3=
Observacao:

O calculo de dreas entre curvas exige, em geral, a determinacio de intersecdes das curvas dadas e a
decomposicido ou composicio da area dada como soma algébrica de areas sob curvas, com os respectivos
intervalos de definicio das fungdes continuas que entram no processo de calculo da area requerida
inicialmente. Este assunto sera tratado com mais detalhes no Capitulo 11.
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Exemplo 8.9

Nesse exemplo, vamos calcular a 4rea limitada pelo grafico da func¢do y = x3, pelo
eixo x e pelareta vertical x = —2.

(-2‘8) . 7
Esse é outro caso em que as hipoteses

do Teorema 8.2 e, consequentemente, do
Corolario 8.1 ndo estdo integralmente
contempladas, uma vez que a fun¢do dada
ndo é positiva no intervalo [—2,0]. Mesmo

0 assim podemos calcular a area indicada
considerando, no lugar da fung¢do dada, a
fungdo y = —x3, definida em [—2,0]. E
facil concluir que a area solicitada coincide
com a 4rea sob a curva y = —x3 entre
x=-2ex=0.

(-2,-8)

Assim,
4

A% (x3) = A%, (—x3) = F(0) — F(=2),  sendo F(x) = _%.

Dai, concluimos que:
A%, (x3) = 4.

Exemplo 8.10

Iremos agora calcular a drea de um setor circular.

y

Particularmente, vamos considerar o setor

e - circular, como no grafico ao lado, definido

3 Xyt pela reta y = x, pelo circulo de equacio
: x? +y? = 1 e pelo eixo horizontal.

~

O exemplo estende o processo de calculo de area sob curva para tratar, como
neste caso, o que denominamos de area limitada por curvas. O primeiro passo na
solucao do problema é determinar os pontos de intersecdo das curvas envolvidas na
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definicdo da regido que se quer calcular a area. Nesse caso temos: a reta y = x, o circulo
x?+vy2 =1 (ouno caso a fungio y = V1 — x2) e o eixo horizontal. As interse¢cdes com o
eixo horizontal ocorrem em x = 0 e x = 1. Para encontrar a intersecao das duas fungdes
devemos substituir y = x em x2 + y? = 1; dai se obtém 2x? = 1 e, consequentemente,
x =+/2/2, j& que a raiz negativa ndo interessa ao caso em questdo. O que se observa
agora é que temos duas areas sob curvas a considerar: a area soba curvay = x entre 0 e

\2/2 e a 4rea sob a curva y = V1 — x2 entre v/2/2 e 1. Assim a area em questdo pode
ser calculada por adicdo da seguinte maneira:

Ay = AP0 + 4, (Vi-x2)

Sabemos que uma primitivade y = x é
2

F =%

e que uma primitivade y = V1 — x2 (como se encontra no Exemplo 7.7) é

1 xvV1 — x2
G(x) = —arcsenx + ———
2 2
portanto,
V2 V2
Ay = F<7> -FO+6(1) -G <7>
e, dai:
V2 1
oLl - V2 24172
0=7713 arcsen > arcsen 5 5
ou
a1 1 4 n nm 1 m
74 4 8 4 8
Exercicio 8.4
1) Calcule a area sob a curva dada, no intervalo indicado:
A) y=x3de0az2; B) y =senx de0Oam;
C) y=cos’xde0amn/3; D) y=+/xde0ad4.

2) Calcule a area entre as curvas y = senx ey = cosx de 0 am/4.

3) Calcule adreaentreascurvasy = x3ey = x2.

4) Calculeadreaentreascurvasy = x3ey = x.

5) Calcule a area da elipse de semi-eixos a e b.

6) Calcule a area do quadrilatero de vértices: (0,0), (2,4), (3,1) e (4,0).
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7) Nos itens dados a seguir, determine a area da regido indicada:

A) B) »
J(x) = cosh(x)
by = e*+e™*
cosnx = 2
Q) ¥ D) g
y=sen(x) y=sen(x)
y =cos(x)
E) ¥ F) ¥
y=sen(x)
G) v H) :

Y=

/)
flx) =x3—x f(x) =1/Vx,g(x) =xeh(x) =x/8
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)
gx) =x*ef(x) = —x*+4x f(x) =x3 —9xeg(x) = 9x — x3
K) l y=9() L)
|
flx) =2x% —x*eh(x) = x* — 4x2 fX)=x+2eg(x) =4—x?
M)
gx) = —x?+2xeh(x) =3x3 —x?—10x gx) =—x*+2xeh(x) =3x3—x2—10x

0)

f(x) =x*eg(x) =2x* -4 fx)=x>—-1eg(x) =1—x?
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8.3 Integral Definida

O processo de calculo de areas, exposto anteriormente, faz parte, em sua esséncia,
dos esfor¢os de um grande numero de matematicos e, também, de outros estudiosos nao
necessariamente matematicos, que durante os séculos XVI, XVII e posteriores
refundiram a matematica de geragdes anteriores, ampliaram consideravelmente os
conhecimentos até entdo desenvolvidos e langaram as bases do conhecimento
matematico e de outros ramos cientificos do mundo contemporaneo.

Em sua formulacdo do Cdlculo Integral, Leibniz, ao mostrar o método do calculo
da area sob a curva y = f(x) entre a e b conforme o processo de limite que exibimos
anteriormente definiu o valor dessa area como sendo a integral definida de y = f(x) de
a até b, introduzindo o seguinte simbolo:

b n
f f(x)dx = lim E f@)Ay, xiq <t;<x
n—-oo
a i=1

a partir da subdivisdo a =xy <x; << x;_ 1 <x; < <Xy 1 <X, =b, Ax; =x; —
Xi_1 €, além disso, com f(x) = 0, para todo x € [a, b].

Segundo Courant e Robbins?, p.457, “o simbolo ' [',0'dx', e 0 nome 'integral’
foram introduzidos por Leibniz para sugerir a maneira pela qual o limite é obtido”.

Na concepcao de Leibniz exige-se que a funcdo y = f(x) seja positiva em todo o
intervalo [a, b] para garantir, evidentemente, que ndo aparecam, no somatério, parcelas
negativas e, portanto, destituidas de significados, ja que cada parcela representa o valor
de uma darea. Entretanto, do ponto de vista processual, o limite se calcula sobre uma
soma e ndo ha nenhuma restricao analitica que comprometa a existéncia do limite, caso
aparecam parcelas negativas nessa soma. A existéncia do limite estd vinculada a
continuidade da fungdo e a uma particularidade na subdivisao do intervalo em questao,
como veremos a seguir.

Comecemos por considerar uma fun¢do y = f(x) continua em [a, b]. Em seguida,
vamos subdividir esse intervalo [a, b], escolhendo n + 1 pontos, xq, X1, **, X;_1, X}, *** » Xp»
da seguinte maneira:

satisfazendo a seguinte propriedade:
Ax; = x; —x;_1 = 0,quandon - oo,para todoi = 1,2, ,n.

Para todo i=1,2,:--,n, vamos considerar os numeros t; m;eM; , sendo
Xi_1 <t; <x; e os outros dois, respectivamente, o minimo absoluto e o maximo
absoluto de y = f(x) no intervalo [x;_;, x;]. Assim, teremos:

2 Courant, R. e Robbins H. O que é Matematica?.Rio de Janeiro:Editora Ciéncia Moderna Ltda., 2000
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m; < f(t;) < M, paratodoi =1,2,---,n.

Multiplicando por A,, os termos dessa desigualdade, teremos:
miAxl.S f(ti)AxiS MiAxi'

Essa dltima desigualdade assegura-nos que:

n n n
Y mibe < Y FE0B, <D My, (1)
i=1 i=1

i=1 i=

A continuidade de y = f(x), em [a, b], e o fato de Ax; — 0, quando n — o, nos
garantem a existéncia e a igualdade dos limites da relacao (1) e, além disso, o valor do
limite nio é alterado pela escolha de t;, no intervalo [x;_;, x;]. Dessa forma, podemos
introduzir a seguinte defini¢ao:

Definicao 8.4

Sey = f(x) é continua em [a, b], denominamos de Integral Definida de y = f(x)
em [a, b] o seguinte limite:
n
lim » f(t)Ay,, xi1 St <x;
e
onde a soma é constituida a partir de qualquer subdivisido de [a, b] com a propriedade
de que Ax; = 0, quando n — oo.

Para representar a Integral Definida de y = f(x) em [a, b] empregamos a notagio
indicada por Leibniz, conforme citamos anteriormente:

[ o= im S reeoa,

Decorre imediatamente da Definicdo 8.4 que se a funcao y = f(x) for positiva em
[a, b] a integral definida coincide com a area sob curva fentre a e b.

A soma que aparece na defini¢do da Integral Definida: XL, f(t;)A,,, é
denominada Soma de Riemann de f no intervalo [a, b], para a subdivisdo: a = x, < x; <

-+ < x, = b. 0O nome é em homenagem ao matematico alemao G. F. B. Riemann (1826 -
1866).

Em muitos problemas fisicos ou matematicos aparecem Somas de Riemann em
que Ax; = 0. Questdes como essas sao resolvidas por integrais definidas.
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Exemplo 8.11

Vamos calcular f_lz xdx.

y . Para facilitar os calculos, vamos
¥ escolher Ax; iguais e t; = x;_4, para cada
[xiq, x;].
. Assim, vamos tomar, veja grafico ao
2 -243/n -246/n l d
e 243(n-1)/n 1 ado,
3
Axi = —
n
e, portanto,
3
xO = _2,x1 = -2 +H,X2 = -2 +E,"‘xn
=1.

Com a subdivisdo de [—2,1] como mostrada, teremos:

flto) = f(=2) = ~2

f(t1)=f(—2+%)=_2+_

f(tz)=f(—2+g>=_2+g

+3(n—1)>:_2+3(n—1)
n

flen = £ (-2

Portanto, teremos a soma de Riemann:
n
3 6 3(n—-1) 3
Zf(tl-)Ax: [—2 + (—2 + —) + (—2 + —) 4+ (—2 + —)] =
— L n n n n

Zf(ti)Axi: [_2n+%(1+2+3+‘“+(n—1)]-%

n

zf(ti)Axi: [_2n+%.m 3 _6+;n—1

i=1

Finalmente:

' . 9 n—-1 9 3
f xdx = lim [—6 + =~ ]=—6+—:——-
-2 n

n—oo 2
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Exemplo 8.12

Neste exemplo, vamos calcular a

f_z (x?—1) dx.

2
y=x-1
= Xn

L4 6| - intervalo

[xi—llxi]'

O grafico ao lado
caracteristicas da soma
construir em seguida.

Em razao das consideragdes anteriores, teremos:
@=F(-1+2)=( 1+4)2 S
fe=f(-1+-)=(-1+-

(o =f(-1+2) = (-1+2) 110, 8

ft)=f ~)= -

8n 16n?

4n>2 4
n n2

ft =f (-1 +‘;_") e

e, portanto, teremos a seguinte Soma de Riemann:

i () _( 8+16>+< 16+64>+( 24+144)+
, fEBy = n  n2 n  n? n  n?

=1

A _4 8 16 24 8n 16 64 144
D= (=) et

que

<3

Calculo Diferencial e Integral

y Nesse exemplo vamos considerar a
seguinte subdivisdo do intervalo [—1,3]:

7 8

4
7 X0=—1S—1+HS—1+E

e tomar para t; o extremo superior do

exibe as
iremos
16n?
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n

4 8 16
Zf(ti)Axizg-[—E-(1+2+3+---+n)+n—2-(1+4+9+---+n2)]
i=1

2 n? 6

> fe Y= [_%MJr 16 n(n+1)(2n + Dl

- 16n2 + 48n + 32
Z fE)B = ——
l:

Resultando que:

3

3 ~ [(16n? +48n+32\ 16
(x? — 1)dx = lim >
-1 n—oo 31’L

Exercicio 8.5

Calcule as integrais:

1) f_ll(x —1)dx 2) j;xz dx

Definicdo 8.5

b

Se a < b, entdo f fl)dx =— faf(x)dx
a b

Esta definicdo nos diz que, se trocarmos os limites de integracdo a integral
definida troca de sinal.

8.3.1 Propriedades da Integral Definida

Nas propriedades enunciadas a seguir consideramos, f e g, fun¢des continuas nos
intervalos fechados sugeridos pelos limites de integracao.

1) [*f)dx = 0;

2) [Cfedx+ [ f()dx =[] f(x)dx, Va,b,c € R;
3) [Yef(n)dx = c [, f(x)dx, Ve € R;

4 P[0+ goldx = [) f()dx + [, g(x)dx;

5) Se f(x) = 0em [a,b] entdo f:f(x)dx > 0;
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6) Se f(x) < g(x) em [a, b] entdo fff(x)dx < ff g(x)dx;
7) |f;f(x)dx| < f;lf(x)ldx, sea<bh

8) Sem < f(x) < M, paratodo x em [a, b] entio m(b — a) < f: fx)dx < M(b —a)

A seguir serao desenvolvidas as demonstragdes de algumas dessas propriedades:
1) Demonstracao da Propriedade (2)

Como a propriedade é enunciada para qualquer sequéncia dos nimeros a, b e c,
iremos conduzir nossa demonstracdo para a sequéncia: a < b <c. As outras
possibilidades sdo resolvidas de forma semelhante.

Como a existéncia da integral definida ndo depende da subdivisdo do intervalo
considerado, mas do fato das amplitudes A,, tender para zero, quando o nimero de

subintervalos tende para infinito, vamos escolher uma particio do intervalo [a,c]
dividindo-o em 2n subintervalos, de modo que o enésimo ponto coincida com o ponto
intermediario b. Assim, teremos a seguinte particio de [a, c]:

a=x0Sx1S"'an=ben+1S"'Sx2n=C-

Evidentemente, a =xy<x; <--<x, = e b<xp41 < <x,,=c sdo,
respectivamente, particdes dos intervalos [a,b] e [b,c], com a propriedade de que
Ay~ 0,quando n — co.

Tomando t; em cada intervalo [x;_4, x;], podemos escrever:

if(ti) D= if(ti)Axi + i f(t) Ay, (1

i=n+1

Como a fun¢do y = f(x) é continua em [a, c] suas restri¢des aos intervalos [a, b] e
[b, c], também, sdo continuas podemos garantir a existéncia dos limites das somas da
relacdo (1) quando n tende ao infinito. Assim, aplicando o limite com n — oo aos dois
lados de (1), teremos:

2n n 2n n 2n
lim ) f(t;) Ay, = lim [ f(t) Ay, + f(t) Axi] =lim ) f(t;) Ay, + lim f(t) Ay,
n—oo ; n—oo ; Z n-oo ; n—oo Z

i=n+1 i=n+1

Dai, finalmente, concluimos que:

[4 b c
f fl)dx = f flx)dx + f f(x)dx, paraa <b <c.
a a b
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2) Demonstrag¢do da Propriedade (6)

Consideremos uma subdivisdo qualquer do intervalo [a, b] e as correspondentes
Somas de Riemann obtidas dessa subdivisao:

Zn:f(ti)Axi e Zn:g(ti)Axi-

Como f(x) < g(x) para todo x € [a,b], teremos f(t;) < g(t;) para cada
t; € [x;_1, x;] e portanto, f(t;)A,,< g(t)A,, i =1,2,,n.

Dai, teremos:

n n n n
D FEA, < ) gltdhy, e lim > f(t)hy < lim > g(t)hy,
i=1 i=1 i=1 i=1
Portanto,
b b
j flx)dx < j g(x)dx.
a a

3) Demonstragdo da Propriedade (7)

Sabemos pela definicio de mddulo que f(x) < |f(x)| e que —|f (x)| < f(x). Logo,
pela Propriedade (6), podemos afirmar que:

b b b b
[ reaaxs [ e e [ Clr@bars [ fwar @
Além do mais, pela Propriedade (3), temos que:
b b

| cireonax == relaxr @

De (a) e (b), decorre que:
b b b
- [yt < [ rears [ rwlas

donde se conclui que

fabf(x)dx < f:|f(x)|dx.

Exercicio 8.6

Demonstrar as propriedades (1), (3), (4), (5) e (8).
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8.4 O Teorema Fundamental do Calculo

Como se 1é em Courant e Robbins? “a nog¢do de integracdo, e até certo ponto de
diferenciacao, tinha sido razoavelmente bem desenvolvida antes do trabalho de Newton
e Leibniz (p.499)”. Segundo Maor?, “a idéia de encontrar a area de uma determinada
forma, considerando-a como a soma de um grande numero de formas pequenas,
originou-se entre os gregos e Fermat usou-a com sucesso na quadratura da familia de
curvas y = x"™. Mas foi o Teorema Fundamental do Calculo - a relagdo inversa entre
diferenciacdo e integracdo - que transformou o novo calculo em uma ferramenta tao
poderosa. O crédito por esta formulacao pertence apenas a Newton e Leibniz (p.120)".

A Integral Definida é uma generalizacdo do processo de Calculo de Area. Na
realidade, nos intervalos em que a funcdo integrando, y = f(x), é positiva a Integral
Definida dessa fung¢do coincide com o valor da area sob a curva f, no intervalo
considerado. No Teorema 8.2 foi demonstrado que a utilizacao da Integral Indefinida é
fundamental para o calculo de area, portanto, é de se esperar que para o caso da Integral
Definida uma idéntica utilizagdo possa ser feita. Esse fato se consolida através do
Teorema Fundamental do Calculo, que passa a ser o nosso objeto de estudo nesta secao.

Para atingirmos o objetivo a que nos propomos vamos considerar a fungao:

@: [a,b] —» R,tal que @(x) = fxf(t)dt

onde fé uma funcio continua em [a, b].

E bom salientar que a continuidade de fem [a, x], para todo a < x < b garante a
existéncia da integral anterior e, portanto, a existéncia de ¢(x), para x € [a, b] (por
qué?)

Teorema 8.3 - Teorema Fundamental do Calculo

A funcao
X

@: [a,b] —» R,tal que @(x) = f f(t)dt,

a

onde fé uma func¢io continua em [a, b], é derivavel em [a, b] e ¢'(x) = f(x), para todo
x € [a,b].

3 Courant, R. e Robbins, H. - O que é Matematica. Editora Ciéncia Moderna Ltda. Rio de Janeiro. 2000.
4 Maor, E. - e: A HISTORIA DE UM NUMERO. Editora Record. Rio de Janeiro. 2003.
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Demonstracao:

Primeiramente iremos mostrar que ¢/ (x) (derivada a direita de ¢ em x) é igual a
f(x), para todo x € [a, x[. Para isso tomemos x no intervalo considerado e Ax > 0 de
forma que tenhamos x + Ax < b. Nesse caso verificaremos a existéncia de

o(x + 5x) — p(x)

@4 (x) = A}CI_T)%Jr

Ax
Pela definicao de ¢, resulta que:
A
Pl +A0) =) _Jy  f@de— [7f(Odt
Ax B Ax

Usando a Definicdo 8.5 e a propriedade (2), teremos

o(x + Ax) — @(x) _ f;+Axf(t)dt + fxaf(t)dt _ f:+Axf(t)dt _

Ax Ax Ax

A funcio f sendo continua em [a,b], também, é continua em [x,x + Ax] e,
portanto, podemos afirmar a existéncia de um mdaximo absoluto M e um minimo
absoluto m para fno intervalo [x, x + Ax] e, pela Propriedade (8), teremos:

x+Ax
m(x+Ax—x)Sf f)dt < M(x + Ax — x)

x+Ax
mAx < f f®)dt < MAx
X

e, uma vez que Ax > 0, resulta

x+Ax
I f©adt .

m<
Ax

Pela continuidade da fung¢do f teremos que m — f(x) e M — f(x), quando
Ax — 0 e, portanto, fica garantida a existéncia do

y [ Fat
Axl—l;%"' Ax

e que, além disso, o valor desse limite é f(x). Portanto, concluimos que a funcao ¢
possui derivada lateral a direita em x cujo valor é f(x), ou seja:



A Integral Definida Calculo Diferencial e Integral

@4 () = f ().

O leitor pode, do mesmo modo, demonstrar que existe ¢’ (x) e, ainda, que
¢’ (x) = f(x) para todo x € ]a, b]. A igualdade das derivadas a esquerda e a direita em
x € |a, b[ garante, pelo que ja vimos, que a func¢io ¢ é derivavel em |a, b[. Em x = a e em
x = b consideram-se as derivadas laterais respectivas. Portanto, concluindo a
demonstracio, temos que a funcio ¢ é derivavel em [a, b] e ¢’ (x) = f(x).

Corolario 8.2

Se fé continua em [a, b] e F uma primitiva de fnesse intervalo entio

b
ff@Mx=HM—Fm)

Demonstracao:

Pelo teorema anterior ¢ é uma primitiva de f. Sendo F outra primitiva de f
teremos, por consequéncia, que:
@(x) = F(x) + C, para todo x € [a, b] e para alguma constante C real.

Como ¢(a) = f;f(x)dx =0, teremos C = —F(a) e, portanto, ¢(x) = F(x) —
F(a).
Assim:

fxf(x)dx =F(x)—F(a), VxE€[a,b].

a

Fazendo x = b, teremos, finalmente, que:

b
ffumx=mm—Fm)

Para facilidade de notacao, é costume representar por
F(b) —F(a) = F(x)Ig

conforme esta apresentado no exemplo a seguir.
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Exemplo 8.13

1 X3
f x2dx =—
-1 3 —
Observacao:

A técnica integragdo por partes, utilizada no calculo de integrais indefinidas, pode
ser aplicada diretamente na integral definida, da seguinte maneira:

fabf(x)dx =uv|b — vadu.

A utilizacdo das técnicas de calculo de integrais indefinidas que envolvem
substituicdes no integrando, quando aplicadas as integrais definidas, merecem cuidados
adicionais. Ao substituir a varidvel do integrando deve-se, também, proceder
substituicdes convenientes nos limites de integracdo. Uma pratica que adotamos, com
frequéncia, neste texto é calcular, separadamente, a integral indefinida para se ter a
primitiva da funcdo dada na integral definida e, em seguida, proceder o calculo da
integral definida, conforme exemplo a seguir:

Exemplo 8.14

Para calcular a integral
T

2
f sen®x cosxdx
0

encontraremos, primeiramente, a integral indefinida:
I = fsenzx cosxdx.

Para tal, fagamos a substituicdo u = senx, du = cosxdx e, assim, teremos:

3

u sen3x
I=fsenzxcosxdxzfuzdu=?+C=

3

+C

Como precisamos apenas de uma primitiva de f(x) = sen?x cox escolhemos, em

geral, C = 0 e, portanto, teremos:
b3 n

2z sen3x|2
3

1
3

2
f sen?x cosxdx =
0
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Poderiamos ter aplicado a técnica de substituicdo diretamente na integral dada,
tomando u = senx e du = cosxdx. Entretanto, devemos notar que para x = 0, teremos
u =sen(0) =0, masparax = /2, u = sen% = 1. Assim, teremos:

T 1 311

2 5 5 u
sen“x cosxdx = u“du = —
0

. 3|, 3

Outro cuidado que devemos ter ao aplicar as técnicas de integracdo para resolver
uma integral definida se relaciona com o dominio e valores das fungdes envolvidas. Por
exemplo, vamos supor que desejemos calcular a integral definida

0
I=f V1 —x2dx.
-1

No Exemplo 7.7 foi visto que:

1 xV1—x2
f\/l—xzdx =§arcsenx+—+C

2

e, assim, pelo Corolario 8.2, teremos

0
0 1 xV1 — x2 1 1
j V1 —x2dx = IE arcsenx + Tl = Earcsen(O) - Earcsen(—l) (D

As possiveis solu¢des para (1), sdo:

i
a) arcsen(0) = km, k inteiro; b) arcsen (—1) = - + 2km, k inteiro.

Neste caso, y = arcsenx ndo seria uma func¢do (por qué?) e, portanto, torna-se
necessario precisar, com rigor, quais valores devem ser considerados como solucdo da
integral dada. No Capitulo 10, ao estudarmos as fun¢des inversiveis e as respectivas
inversas precisaremos com mais detalhe os aspectos apresentados aqui pela func¢ido
inversa do seno. Neste momento, apenas adiantaremos que ficara estabelecido que o

. . ~ 7 . m T
conjunto imagem da fungdo arco-seno é dado pelo intervalo [— > E]'

Restrita a este intervalo teremos:

T
a) arcsen(0)=0 b) arcsen(-1) = )

Concluindo, teremos o valor da integral:

0 1 xV1 — x2
f V1 —x%2dx = Earcsenx+T
-1

0
1 1 T
| = Earcsen(O) — Earcsen(—l) =
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De forma semelhante ao considerado no exemplo anterior para a fung¢ao arco
seno, estabelecemos para as demais fungées trigonométricas inversas os seguintes
conjuntos imagens:

1) O conjunto imagem de arccosx é o intervalo [0, 7];

2) O conjunto imagem do arctgx é o intervalo ]— g, g[,

3) O conjunto imagem do arcsecx é dado pela unido [0, g[ U E, n].

Exemplo 8.15

Calcular a integral: f o dx.
2

Uma vez que o estudo da fungdo logaritmo natural sera feito no Capitulo 10,
estabelecemos anteriormente que

1
j;dx=lnx+C, x>0

e, portanto, ndo se aplica, no formato que est3, a integral definida que se pretendente
calcular, uma vez que o intervalo de definicdo dessa integral envolve valores negativos.
Por outro lado, a fun¢do F(x) = In(—x), para x < 0, estd bem definida e, além disso,
usando a regra da cadeia, temos:

Fo=—2C0 L2
—-x dx —-X X

Assim, F(x) = In(—x), com x < 0 e, também, uma primitiva de f(x) = 1/x e,
portanto,

1
f;dlen(—x)+€, x < 0.
Voltando a integral definida dada, teremos:

f —dx = In(—x)|Z} = In1 — [n2 = —In2.
2 X
0 que foi desenvolvido nesse exemplo justifica o fato de aparecer em varias

tabelas de integrais a formula:

1
f;dlen|x|+C, x # 0.
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Exemplo 8.16
2
Calcular a integral: f |x| dx.
-1

A funcdo f(x) = |x|,x € R é definida por duas leis de formacio:

|x|_{x, x>0
-x, x<0

e, hesse caso, a primitiva de f'e, também, definida por duas leis de formacao:

( X;, x>0
f(X)={ 22
k—?, x<0

Podemos, entdo, usando a Propriedade 2, podemos concluir que:

2 0 2 x2 0 xz
f |x|dx=f |x|dx+j |x|dx=<__> +<_>
-1 -1 0 2 1 2

2

5
2

0

Exercicio 8.7

Calcular as integrais:

3,2 T
+1
1) f - ——dx 2) f sen®xcos3x dx
1 X 0
T 1
3) j‘z cos®x dx 4) J. e*cosx dx
0 0
! \/— 3 dx
5 [T 0 |
) .[;x 1—x2dx )  Tix
s n
7) f senxcosx dx 8) fgtgx dx
- .
51

- s
9) f sen?xcos?x dx 10) f; secx dx
0 T
4
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8.5 Integrais Improprias

Ao estabelecer o conceito de Integral Definida, a exemplo do que tinhamos feito
para Area sob Curva, o fizemos apenas para fungdes continuas num intervalo fechado.
Entretanto, ao proceder assim, deixamos a margem de consideragdes um nimero bem
grande de fung¢des para as quais os dois conceitos anteriores podem, perfeitamente,
serem estendidos. Analisaremos, a partir de agora, algumas situa¢des que permitem a
extensdo daqueles conceitos fazendo uso, inicialmente, dos conhecimentos a cerca do
calculo de areas sob curva. Para exemplificar, tomemos a seguinte fungao:

fx) =x2, 1<x<2.

Embora sendo y = f(x) continua no intervalo dado, o conceito de drea sob curva
(Definicdo 8.1) ndo pode ser aplicado uma vez que a fun¢ao dada ndo esta definida num
intervalo fechado. Mas observe que tomando « entre um e dois, isto é, 1 < a < 2, a drea
sob a curva f(x) = x2 de « até dois estd bem definida (Fig. A).

Como o valor de «a foi escolhido arbitrariamente no intervalo ]1,2], nada impedira
de toma-lo o mais préximo de 1 quanto queiramos. Vale dizer que esta implicita, neste
fato, a nogdo de limite e, assim, podemos definir para o caso em questdo o seguinte:

A = lim A3,

Como

teremos:

2
Aﬁ(x2)=fx2dx,
a
2 x312 8 ad 7
202Y — T 2 — 1; - — 1 —_ ) =1,
M=t ) dx—JL“f+(3 ) m(g 3> 3

O resultado encontrado é o valor da area assinalada na Fig. B.

Fig. A Fig. B
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0 exemplo visto sugere uma forma de se estender o conceito de Area de drea sob
curva ou, mais geral, o de Integral Definida para fun¢des continuas em intervalos nao
fechados. Essas integrais sdo denominadas Integrais Impréprias. Um fato importante a
ser observado é que a forma sugerida pelo exemplo envolve a existéncia de um limite.
Portanto, torna-se necessario a seguinte definicao:

Definicdo 8.6

Seja y = f(x) uma funcio continua em ]a,b] e @ um numero satisfazendo a
condicdo a < a < b. Nessas condic¢des, se existir o limite:

b
lim | f(x)dx

a-a4 a

entdo existird a Integral Imprépria de y = f(x) de a até b, denotada por

| fedx,

e, além disso

Lbf(x)dx = all)r(rllJr Lbf(x)dx.

Quando a Integral Imprépria existe dizemos, também, que ela é Convergente. Em
caso contrario dizemos que a Integral Imprépria é Divergente. Definicbes similares a
Definicdo 8.6 podem ser formuladas para fung¢des continuas em intervalos da forma
[a,b[ e ]la, b[, assim como para intervalos nos quais um dos extremos, ou os dois, forem
infinitos. Para o caso em que a funcdo estd definida num intervalo aberto, seja de
extremos finitos ou nao, deve-se tomar um cuidado especial, como o exemplo a seguir
ird esclarecer.

Exemplo 8.17

Dada a funcdo f(x) = x? + 1, definida no intervalo ]1,3][, calcular a integral
impropria de 1 até 3.

A solucdo, para casos como esses, envolve a escolha de um valor qualquer no
intervalo ]1,3[ e o calculo da integral imprépria como soma de duas outras integrais,
também, improprias.

Para tanto, seja c um nimero tal que 1 < ¢ < 3 e, assim, teremos:

fg(x2 + 1)dx = J‘C(x2 +1)dx + fg(xz + 1) dx.

As integrais do segundo membro da igualdade anterior sdo ambas improprias,
sendo a primeira referente ao intervalo ]1,c] e a segunda ao intervalo [c,3[. Como a
escolha de c é livre podemos, por exemplo, tomar ¢ = 2 e, assim, teremos:
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flg(x2 + 1)dx = f:(xz +1)dx + f;(xz + 1) dx.

ou

3 2 B
j (x? + 1dx = lim f (x? + Ddx + lim_f (x?+1)dx
1 a=1% J, B-37J,

dai

2

(5+) a
f(xz £ 1)dx = (?‘ 9 _ (36 14) 32

+ lim
B-3~

Bl (14 o®+3a\  [(B+38 14
= lim (= — + lim -
. B-3~ 3 3

3
f (x%? + 1dx = lim
1 a-1t

e, finalmente

3

3 3

Com este novo conceito de integral, o cdlculo de area fica notavelmente
enriquecido. Apresentaremos a seguir alguns exemplos bastante interessantes a
respeito do assunto.

Exemplo 8.18

A funcao

1
f(x)=m

é continua para todo x # 0 e quando x
se aproxima de zero os valores de f(x)
crescem arbitrariamente. O seu grafico
é o da figura ao lado. 0

Tomemos um intervalo contendo zero, por exemplo, [—1,1] e consideremos a
regido compreendida pelo eixo x e pelas verticais passando por —1 e 1, conforme figura
a seguir:

y=x23
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A pergunta que surge € a seguinte: sera que a regiao assinalada possui area?

Para verificar, tomemos os valores a e [ proximos de zero, conforme esta na
figura e vamos calcular a soma

a 1
f x‘2/3dx+f x~2/3dx.
-1 B

E claro que a primeira integral nos da a rea sob a curva f(x) = x7?/3,de —1la «a
e, a segunda, a drea sob a mesma curva de § a 1. Assim, existindo os limites, a drea sob a
curva f(x) = x7?/3 de —1 a 1 seré dada por:

a 1

AL (x72/3) = lim | x7?/3dx+ lim [ x7?/3dx.
a-0" J_; p—-0* B

Como
[04

lim | x72/3dx = lim. (3X1/3|:) = (}Lr(r)l_(3a1/3 +3)=3

a-0" 1
1

. -2/ s / 1 T _ / —
i, | x7*dx = Jim (36°],) = lim (3 -36%) = 3

teremos, portanto, que a regido assinalada possui area e a sua medida é dada por:
AL, (x72/3) = 6.
Exemplo 8.19

Para esse exemplo, vamos considerar a restricdo da funcao do exemplo anterior
definida por:
g:10,00[ = R tal que g(x) = x~2/3 -
Para essa fun¢do vamos considerar a regido compreendida pela curva, o eixo x e a

vertical passando por x = 1, conforme se encontra assinalada na figura a seguir. Essa
regido possui area?

Ao indagar a respeito da existéncia
da area da regido assinalada, na figura
ao lado, estaremos indagando da conver
géncia da integral imprépria:

f x~2/3 dx.
1
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Entretanto,

o 8
fl x7?3dx = lim | x 2/3dx = lim (3x1/3|f) = lim (3ﬁ1/3 - 3)-

- 1 B Lo

Logo a integral impropria é divergente e, consequentemente, a regido assinalada
ndo possui area.

Exemplo 8.20

Consideremos as func¢des

=5 e g =

x1/2

ambas definidas para x # 0.
Os graficos dessas funcoes, exibidos a seguir, sdo muito parecidos com o grafico
da func¢do dada no Exemplo 8.19. Restringiremos o estudo apenas aos valores de x

maiores do que zero (como no caso do Exemplo 8.19).

Inicialmente, observemos que:

1 1
1) se 0<x<1, teremos: x%2<x%?2 e dai — <—;
x1/2 S 2
11
2) se x>1, teremos: x%2>x%2 e dai —>—-
172 7 %2

E claro que para x = 1 as fungdes
possuem o mesmo valor. Deste modo,
colocados no mesmo sistema de eixos,
seus graficos estdo exibidos ao lado.

Regido 1: compreendida pela curva | |

y = x~1/2 \

\
\P(LY)
0 eixo y, o eixo x e a vertical x = 1. \\E‘L
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Regido 2: compreendida pela curva

0 eixo y, 0 eixo x e a vertical x = 1.

Regido 3: compreendida pela curva
y = x~1/2

o0 eixo x e limitada a esquerda pela
vertical x = 1.

Regido 4: compreendida pela curva

y=x

o0 eixo x e limitada a esquerda pela vertical

x =1.

O que podemos dizer das areas dessas regides?

Calculo Diferencial e Integral

Como foi visto no Exemplo 8.18, a existéncia ou ndo das areas dessas regides esta
diretamente ligada a convergéncia ou divergéncia das seguintes integrais improéprias:

1 1 (<] 0o
f x~ Y2 dy, f x " 2dx, f x~12dx e f x"%dx
0 0 1 1
Escolhendo a e f satisfazendo as condi¢des 0 < a < 1e f > 1, teremos:
1 1 1
1) f x 2dx = lim | x~Y2dx = lim (2x1/2| ) = lim (2 — 2¢'/?) =2, portanto, convergente;
0 a-07t a-07t a a-07t
1 1 1
2) f x2dx = lim | x7%dx = lim (—x~!|}) = lim ( ): oo, portanto, divergente;
0 a-ot J, a-07t a-07t
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oo B
3) f x 2dx = lim | x 2dx = /;im (2x1/2|f) = Blim (282 — 2) = o, portanto, divergente;
1 —00 -0

B0 1

oo B 1
4) f x7%2dx = lim | x72dx = lim (—x‘llf) = lim (1 - —) =1, portanto, convergente.
1 B0 1 B B B

Como conclusdo temos que as regides 2 e 3 ndo possuem area, enquanto as areas
das regides 1 e 2 existem e valem, respectivamente:

Ay(x V) =2eA7(x72) =1,

Os exemplos 8.18, 8.19 e 8.20, além de apresentarem um estudo interessante
acerca de areas, tratam de fung¢des que, embora apresentem graficos parecidos, possuem
comportamentos bem distintos. Na realidade elas fazem parte de um conjunto de
funcdes bastante peculiar para o estudo de convergéncia de integrais imprdprias. As
funcoes desse conjunto sdo da forma f(x) = x~P, onde p é um ntimero positivo. Os casos
vistos foram parap = 2/3,p = 1/2 e p = 2. Quando p = 1, temos a func¢do f(x) = x~L.
Essa funcdo apresenta uma situacdo diferenciada em relagdo as demais que ficara
esclarecida no estudo que faremos em seguida. Antes, deixamos como exercicio para o
leitor a demonstracgdo de que sdo divergentes as duas integrais improprias:

11 |
j—dx e j —dx.
0o X 1 X

Em vista dos valores de x e de p as funcbes da forma f(x) = x P podem ser
classificadas do seguinte modo:

1) sep < 1, teremos:

1 1 1 1
a) paral<x<1 —<-—; b) parax >1 —>—-
xP  x xP  x

2) sep > 1, teremos:
1 1 1 1
a) paral<x<1 —_>—; b) parax >1 —<-—-
xP  x xP x

No caso 1) o significado geométrico da relagdo mostrada no item a) é que, no
intervalo ] 0,1 [, o grafico de f(x) = x P esta mais préximo do eixo vertical que o grafico

da funcdo f(x) = x71

; enquanto no item b), a relagdo nos diz que para x > 1 o gréafico de
f(x) = x~P estd mais afastado do eixo horizontal do que o gréfico da fung¢do f(x) = x~1.

Deixamos para o leitor a interpreta¢dao geométrica do caso 2).
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Calculo Diferencial e Integral

Os aspectos abordados nos dois casos
anteriores estao ilustrados pelo grafico ao lado.
O fato bastante interessante que queremos

b

destacar é que, quanto a convergéncia ou
divergéncia, as integrais imprdprias dessas
fungdes classificam-se da seguinte maneira:

1 oo

x~Pdx, converge e f x~Pdx diverge;
1

1)sep<1:f

0

1 oo

x~Pdx,diverge e f x~Pdx converge.
1

2)sep>1:f

0

A funcio f(x) = x~! assume um papel importante porque constitui, no caso, uma
“fronteira”, visto que sendo divergente nos dois intervalos ela “separa” em cada um
desses intervalos as fun¢des que proporcionam integrais impréprias convergentes
daquelas cujas integrais divergem. Equivalentemente, podemos afirmar que a fung¢do da
forma f(x) = x7P (p # 1) possui integral improépria convergente no intervalo em que
seu gréafico estiver compreendido entre a curva f(x) = x~! e um dos eixos coordenados.

Exercicio 8.8

1) Mostre que as integrais improprias divergem.

1
A) f—dx
0 X

“1
1

1
B) f —dx
L X

'
D S
) [ mee @>D

2) Mostre que as integrais impréprias convergem.

A flld (p<1)
) Ox—px, p <

*°1
B) f Sdy >
1

3) Verifique se as integrais imprdprias convergem ou nao.

|
E) f dx
1 xVinx

o 1
B) J‘_w—(x—Z)z dx

/.
D)f21dx
0

coSsx

4 1
F) f_4—(x— 2)i73 dx
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© 1
G) _L x(lnx)zdx

8.6 Integrais de Func¢des Continuas Por Partes

A exemplo do que fizemos para Integrais Imprdprias introduziremos, agora, a
extensdo do conceito de Integral Definida para outro conjunto de fun¢des. Desta feita
trataremos de fungdes nao continuas que apresentam particularidades comuns quando
aos aspectos da descontinuidade. Uma funcdo que se presta muito bem para
exemplificar essa particularidade é a seguinte:

f:[-33]:> R

f(x) = [x] (onde, [x] = maior inteiro menor ou igual a x)

Essa funcdo pode ser definida para todos os ntimeros reais. No nosso exemplo, por
motivos praticos, estamos limitando o seu dominio apenas ao intervalo [—3,3]. O grafico
dessa funcdo encontra-se ao lado.

E claro que essa funcdo ndo é continua e suas descontinuidades ocorrem em todos os
valores inteiros do intervalo [—3,3]. Entretanto as descontinuidades dessa func¢io sio
“controladas” no seguinte sentido:

1) as descontinuidades da funcdo ocorrem em apenas um numero finito de pontos;

2) em cada ponto x, de descontinuidades existem os limites laterais:

A)lcl_r:%_f(xo + Ax) e A)161_1)‘%+f(xo + Ax) .

(nunca é demais reafirmar que nos extremos do intervalo de definicdo de uma fungao
somente tem sentido um dos limites laterais).
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As condigdes 1) e 2) dadas constituem as particularidades comuns dessas fungdes
que designaremos por Fungdes Continuas por Parte.

Definicdo 8.7

Diz-se que uma fung¢io y = f(x), definida em [a, b], é uma fungcdo continua por
partes nesse intervalo se ela for continua exceto em um nudmero finito de pontos
X1,X,*, X, de [a,b], de tal modo que seus limites laterais existam para cada x;,
i=12-,n

0 exemplo a seguir exibe fung¢des que sdo continuas por partes.

Exemplo 8.21

x+1, -1<x<0
1. f(x)—{x, 0<x<2 /
2, —3<x<-1
x?, -1<x<1
——=, 1<x<?2
x 2 \
‘ T
senx, nSxS—E
n 1
COSX, —ESx <0 . / g
3. f(X):< T a2
senx, 0<x<§ \ ] \
T
(COSX, ESxSn
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2, x€[-45]ex¢Z .
4 f(x) =11, x=-4,-2,0,2,4
3, x=-3,—-1,1,3,5 . . . .

E evidente que a defini¢do de area sob uma curva nio se aplica a nenhum desses
exemplos. Entretanto, abstraindo-se os pontos onde essas fun¢des sdo descontinuas, o
conceito de area sob a curva se aplica em cada uma das “partes” continuas, que na forma
da definicdo (funcdo continua num intervalo fechado), quer segundo a abordagem de
integrais improprias (fun¢do continua em intervalos semiabertos). Para fixar, tomemos
a funcao

f(x) =[x], 1<x<4

Conforme a figura ao lado, a area da
regido “abaixo” da curva é obtida pela soma
das areas dos retangulos de bases dadas
. pelos  comprimentos dos intervalos
[1,2],[2,3] e[3,4] e alturas 1, 2 e 3,
respectivamente. Essa darea é igual a
1+2+3=6.

Idéntico valor é obtido com o uso de
integrais como é feito a seguir:

2 3 4
f dx+f 2dx+f dx=1+2+3=6.
1 2 3
Em outras palavras, diremos que

A([x]) = f4[x]dx = fzdx + fgzdx + f4dx = 6.

Este aspecto geométrico evidencia o lado pratico que essas fung¢des oferecem
para a extensdo do calculo de areas por meio de integrais definidas. No entanto, deve ser
ressaltado que essa extensdo somente torna-se possivel em razdo das duas propriedades
presentes na definicao de uma fung¢do continua por partes que sdo: a descontinuidade
ocorre em um numero finito de pontos e nesses pontos os limites laterais da funcao
existem. O primeiro nos possibilita expressar a integral da funcao como uma soma finita
de integrais, correspondentes ao numero de partes continuas da fung¢do; o segundo nos
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garante que cada parte continua pode ser considerada como uma fun¢do continua
definida num intervalo fechado. Para isso é bastante estender a fun¢do dada definindo o
seu valor no extremo do intervalo, onde ele é aberto, como sendo igual ao valor do limite
lateral correspondente.

Para tornar claras essas observacdes vamos, por exemplo, considerar a funcao do
item 3 do Exemplo 8.22:

( T
senx, —nSxS—E
T
COSX, —ESxSO
f(x) =1 i
senx, 0<x<§
7T< <
| cosx, E_x_n

Cada parte da funcdo dada por ser considerada do seguinte modo:

I
f1(x) = senx, X € |—m, — E]

fo(x) = cosx, X €E ]—g,o]

fz(x) = senx, X € ] O,g[

fa(x) = cosx, x € [g,n].

Enquanto as partes f; e f, estdo definidas em intervalos fechados o mesmo nao
acontece com f, e f3. Entretanto temos que:

lim_ f(x) =0, lim f3() =0, e im_ fo() =1

2 2

Logo, as partes f, e f; podem ser estendidas de forma a ficarem definidas nos
extremos em que o intervalo é aberto da seguinte forma:

f2(0), XE]—E.O]

s

F,(x) = Zn ou F,(x) = cosx, X € [_E'O]
0, xX=—=
2
(0, x=0

| T

Fy(x) = Qfg (), x€ ]0'5[ ou Fi(x)=senx, xE€ [O,g]
| VA
(v 7z

Assim, F,(x) e F53(x) sdo continuas num intervalo fechado e a integral de f(x)
sera dada por:
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f_if(x)dx = f_fﬁ(x)dx + f_OEFZ(x)dx + fng(x)dx + Lnﬁ(x)dx

ou

A

T s
T —7 0 i s
j flx)dx = j senxdx + f 7Tcosxdx + f senxdx + f cosxdx =0
-7 -7 0

Exercicio 8.9

Com base no exposto calcule a integral definida das demais fun¢des dadas no
Exemplo 8.21.

Para concluir o presente topico estabelecemos, como sintese, o seguinte:

se y=f(x) for uma funcdo continua por partes num intervalo [a,b], com
descontinuidades nos pontos x4,%,,*+, X, de [a, b], entdo a integral definida de y = f(x),
em [a, b], existe e é dada por

X

[ Fodx = [ T GOdx + [ lzfz(x)dx bt (x4 J ifn+1<x)dx,

onde f;.,(x) é a parte da funcdo y = f(x) no intervalo [x;, x;4].

Exercicio 8.10

Calcule
2 1—x, -1<x<0
1) ff(x)dx onde f(x)=42—-x, 0<x<1
-1 3—x, 1<x<?2
1
1 > -1<x<0
2) j-f(x)dx onde f(x)= x;
-1 , 0<x<1
2—x

Exercicio 8.11 (Revisdo Geral do Capitulo 8)

I) Calcular usando a definicao de Integral Definida

1) fz(x—l)dx 2) fz(x2+1)dx



A Integral Definida Calculo Diferencial e Integral

1) Use o Teorema Fundamental do Calculo para encontrar as seguintes
integrais:
cosx
1 S p—
) j a? + sen?x dx ) 0o Vx2+25
T n
3) L|COSX|dX 4) fzxcos(xz)dx
0
1007 2 1
5) . V1 —cos2xdx 6) ,[1 mdx
T /i
7) j ! vcosx dx 8) j (senx + |cosx|) dx
0 -7

T /1 2 2
9) f%dx 10) jncotgxdx

[II)  Encontre as areas das regides limitadas pelas curvas:

1) y=(x—1)(x—-2)(x—3)eoeixox 2) y=xey=—-x*+2
3) y=x’—-4ey=—-x+2 4) y=—x?4+8ey=2x2-1
5 y=-x%4+1ey=x? 6) x=4—y?e 2x=3—y?

7 VNS SN T 8) yox yol ye vt ey
y=xy=_;y=-x+5 eysx y=X y=—;y=-x+5 eyxx

1 5
9) YEMYSLVETXYTEY  10) x—2y% e x=1-3y?
=0
11) y=x*+1ex+y=3 12) x*=4yey= 8
x%+4
13) y = —x? — 2x + 3; sua reta tangente em (2, —5) e o eixo x

14) y=x*-2x+1, y=x*+2x+1ey=x>-1



Calculo Diferencial e Integral A Integral Definida

IV) Calcule a area da regiao
limitada pela curva x%/3 + y?/3 = 1, cujo
esta representado pela figura ao lado

V)  Resolva os exercicios seguintes:

1) Mostre que:
" x|
—dx=|b|l—lal, a<b
a X

2) Mostre que:

32 2 xt 32
== j 5 dx < —
5365 Jo V1 + x© 5

3) Mostre que:
3 2
-2 < f sen(e*”)dx < 2
1

4) Mostre que:

\/§< j‘gsenx V3
g <

X< —
X 6
4

5) Prove que para quaisquer duas funcgdes f e g integraveis em [a, b], temos:

< \/Lbfz(x) dxf:gz(x) dx

Sugestdo: Analise o discriminante do trindmio do segundo graus em y que é o primeiro membro da
desigualdade

b
[ Feog@ ax

b
f Ifx) —yg(®)2dx > 0

6) Obtenha as derivadas de:

Q) Fx) = f S"’l"i”tt) dt b) F(x)= f ) %’“m
0

1




A Integral Definida Calculo Diferencial e Integral

2

2 x

A Fx)= fx Intdt, x>0 d) F(x) =f1 cos(t? + 1) dt

X

7) Mostre que:

[reoe=gtaf Gz
8) Calcule
f bf (x)dx

onde:

_ X, 0<x<1
a) f(x)_{nsenx 1<x<?2

b) f(x)= 1



