9. Derivadas de ordem superior

Se uma funcdo f for derivdvel, entdo f’ é chamada a derivada primeira de f (ou de ordem 1).
Se a derivada de f existir, entdo ela serd chamada derivada segunda de f (ou de ordem 2), e assim

por diante.

Notacoes: ' (x) ou Z—f (derivada de primeira ordem de f em relacdo a x)
X

d’f

f7(x) ou 12 (derivada de segunda ordem de f em relacado a x)
X

d’f

f77(x) ou I (derivada de terceira ordem de f em relagdo a x)
i

n

F™x) ou d

(derivada de ordem n de f em relagdo a x)

Exemplos:

1) Se f(x)=8x"+5x> — x> +7, encontre as derivadas de todas as ordens de f.

f(x) =32x" +15x% - 2x ¥ (x)=192
f'(x) =96x> +30x -2 f'(x)=0
f(x)=192x+30 f"(x)=0,n>5

2) Se f(x) =2 sen(x)+3cos(x)—x’, calcule " (x).
f'(x) =2cos(x) —3sen(x) —3x”
f"(x) =2 sen(x)—3cos(x) — 6x
f'"'(x) =—2cos(x) + 3sen(x) — 6

3) Se f(x)=e"'?, calcule f™ (x).

1 x/2
e
n

' _l x/2, " :l x/2, " :l x/2, (n) _
f(X)—Ze ;o ) PR () g€ N €9 5
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4) Se f(x)= 1_ x', determine £ (x).
x

[l =(hx? =—x7
frx) =(=D(=2)x7 =2x7
[0 =B)E)EDaT =32 157
[P =(HEB)(2)(=Dx™ =4-3-2-1x7
()= (B (-Dx ™ =-5-4-3-2-1x7°

(—1)"n!

x(n+1)

e ) = (D)"Y =

Aplicacao fisica da segunda derivada: aceleracao

J& vimos que se uma funcdo s(¢) descreve a posicao de um objeto em movimento no instante f,
entdo s’(t) fornece a taxa de variacdo instantdnea do movimento, ou seja, a velocidade deste objeto
no instante z. O que seria entdo, a segunda derivada de s(f)? Pelo mesmo raciocinio, s”’(t) fornece a
taxa de variac@o instantanea de s°(f), ou seja, a taxa de variacdo da velocidade, que € conhecida
como aceleracdo instantanea. Se s”’(t) > 0, o objeto estd acelerando e se s”°(f) < 0, o objeto estd
desacelerando.

Exemplo: Uma particula move-se ao longo de uma reta de acordo com a seguinte equagdao de

. M A ) L
movimento: s(f) = 3+—1 onde s cm € a distancia orientada da particula até a origem em ¢ seg.
t+

. . ~ 2 - .
Se v cm/seg for a velocidade instantanea e a cm/seg” for a acelera¢do em ¢ seg, determine ¢, s € v
quando a aceleragdo € nula.

- ds 4 dv 8
Solugcdo: v=—=t+ > e a=—=I- 3
dt (t+1) dt (t+1)

Tomando a = 0 teremos

3_
D =85 o (+1P-8=0 o (+1’=8 & (+)=2 o r=1.
(t+1)
Quando 7= 1, temos s( =+ =2 ¢ y(l)=1+—t— =2.
2 141 2 (1+1)

Portanto, a aceleracdo € nula 1 seg apds o inicio do movimento, quando a particula estd a 5/2 cm da

origem, movendo-se para a direita, com uma velocidade de 2 cm/seg.
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10 Maximos e Minimos

A figura abaixo mostra o grafico de uma funcdo y = f (x), onde assinalamos os pontos de

abscissas x1, x2, X3 € X4.

Esses pontos sdo chamados pontos extremos da fung¢do. Os pontos x; € x3 sdo pontos de
maximo relativos (ou local), enquanto que f(x;) e fix3) sdo valores maximos relativos. Os pontos
X2 € x4 sdo chamados pontos de minimo relativos (ou local), enquanto que f(x;) e flxs) sdo os
valores minimos relativos. Além disso, observamos que f € crescente para x < xj, x € (xp, x3) € x >
X4, € decrescente para x € (x, x2) € x € (x3, x4). A formalizacdo destas definicdes € apresentada a

seguir:

Definigdo 10.1: Uma funcdo f tem um maximo relativo em c, se existir um intervalo aberto I,

contendo c, tal que f(c) = f(x) para todo x € L.

Definigdao 10.2: Uma fungdo f tem um minimo relativo em c¢, se existir um intervalo aberto I,

contendo c, tal que f(c) < f(x) para todo x € L.
Definigdo 10.3: Seja f uma funcgdo definida em um intervalo I:

(i) f¢é crescente nesse intervalo se, para quaisquer xj, x; € [ tais que x; < x; = f(x1) <f(x2);

(i1) f¢ decrescente nesse intervalo se, para quaisquer xi, x» € [ tais que x; < x2 = f(x1) 2f (x2).
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y F 3 yn
f(X2) fx)

f(xy)

f(x2)

> X

Exemplo: A fungio f(x) = 3x* — 12x* tem um mdximo relativo em ¢; = 0, pois existe o intervalo (-2,
2) tal que f(0) = fix) paratodo x € (-2,2). Em ¢ = -\/E e 3=+ \/E ,f tem minimos relativos pois
f( \/5 ) < fix) paratodox € (-2,0)e f( \/5 ) < fix) para todo x € (0, 2). f € crescente nos intervalos

(-\/E 0O e (\/5 ,2) e decrescente nos intervalos (-2, -\/E) e (0, \/5).
yu

22 2o

T12

Proposicao 10.1: Suponha que f(x) exista para todos os valores de x € (a, b) e que f tenha um

extremo relativo em ¢, onde a < ¢ < b. Se f’(c) existe, entdo f’(c) = 0.

Geometricamente esta proposi¢do indica que se f tem um extremo relativo em ¢ e se f ’(¢)

existe, entdo o grafico de f tem uma reta tangente horizontal no ponto onde x = c.

Observacao: Nao vale a reciproca da proposicao 10.1, ou seja, f’(c) = 0 ndo implica que ¢ seja um

extremo de f. O exemplo mais simples que ilustra este fato € a fungcdo f(x) = x . Vemos claramente
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que f’(0) = 0, porém f ndo tem extremo em x = 0 . Da mesma forma, observamos nas figuras

abaixo que quando f’(c) ndo existe, f pode ter ou ndo um extremo relativo em c.

Y4 V4
Y“

ok _____73
e

v

><

o

Definicao 10.4: O ponto c € D(f) tal que f’(c) =0 ou & f’(c), é chamado ponto critico de f.

A figura acima ilustra o fato de que um ponto critico pode ser ou ndo um ponto extremo.
Porém, uma condi¢io necessdria para a existéncia de um extremo relativo em um ponto ¢ € que ¢
seja um ponto critico. Em outras palavras, todo ponto extremo € ponto critico, porém nem todo
ponto critico € ponto extremo.

E importante observar que uma funcio definida em um dado intervalo pode admitir diversos
extremos relativos. O maior valor da funcio neste intervalo é chamado maximo absoluto e o
menor valor, minimo absoluto.

Exemplo: A funcio f(x) = - X +2 possui um valor mdximo absoluto igual a 2 em (-3, 2), o qual é
p ¢

atingido quando x = 0. Também podemos dizer que —7 € o valor minimo absoluto em [-3, 2], o qual

\

¢ atingido quando x = -3.
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Proposicao 10.2: Seja f:[a, b] — R uma funcdo continua, definida em um intervalo fechado [a, b].

Entdo f possui mdximo e minimo absoluto em [a, b].

Proposiciao 10.3: Seja fuma fungdo continua no intervalo [a, b] e derivavel em (a, b).
i) Se f’(x) > 0 para todo x € (a, b), entdo f e crescente em |[a, b];

i1) Se f’(x) < 0 para todo x € (a, b), entdo f e decrescente em [a, b].

Exemplos: Determine os intervalos nos quais as funcdes seguintes sdo crescentes ou decrescentes.
1 fx)=x+1.

Basta derivar a funcdo e analisar os pontos x € D(f) tais que f’(x) > 0 e os pontos onde f’(x) <O0.
Temos: f(x) = 3x°. Como 3x*> 0, para todo x # 0, concluimos que a fun¢@o é sempre crescente.

Verifique isso no seu grafico:
yﬂ

2) f(x)=x2—x+5

Temos f’(x) = 2x — 1. Entdo, para 2x — 1 > 0, ou seja, para x > % a funcdo € crescente.

Para2x—1<0oux< % a fungdo € decrescente.
y.ll

4,75

N
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2x*—4, se x<1 A )

—x—1,se x>1. \

3) flx) = {

Note que f'nao € diferencidvel em x = 1. Assim, se x < 1, entdo f’(x) = 4x e, portanto:
4x>0 paraxe (0,1) e 4x <0 parax € (-0, 0).

Se x> 1, entdo f’(x) = -1. Logo, f’(x) <0 paratodo x € (1, + o).

Concluimos com isso que f € crescente em (0, 1) e decrescente em (- oo, 0) U (1, + o).

x=0 e x=1 sdo pontos criticos de f.

Critérios para determinar a natureza dos extremos de uma funcao

A determinacdo e andlise dos pontos criticos de uma func¢do, bem como das regides de
crescimento ou decrescimento, permite a constru¢do de seu grafico de modo confidvel. Faremos
alguns exemplos simples aqui, porém nossa €nfase principal é a percepcdo destes conceitos na
visualizagdo grafica e a aplicacdo desta teoria na resolu¢do de problemas que exigem a
determinacdo e andlise dos extremos de uma funcdo. Como exemplo, podemos citar a necessidade
de uma empresa determinar a produ¢do que fornece seu lucro maximo, as medidas que permitem o
custo minimo de um determinado objeto e assim por diante. Para isso, a primeira medida é sempre
encontrar os pontos criticos da funcdo e em seguida, analisar se sdo de méaximo, de minimo ou

nenhum, nem outro. Existem dois teoremas que sdo essenciais nesta tarefa:

Teorema 10.1 (Teste da derivada primeira). Seja f uma funcio continua num intervalo fechado
[a, b], que possui derivada em todo ponto do intervalo aberto (a, b), exceto possivelmente num
ponto c.

1) Sef’(x) >0 paratodox<ce f’(x) <0 paratodo x> c, entdo f tem um maximo relativo em c.

i1) Se f’(x) <O paratodox<ce f’ (x) >0 para todo x > ¢, entdo f tem um minimo relativo em c.
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y4 Vi

O fr69<0 £'(x)>0
£ | \f'@<0 |

- e

T ¢ 1 X a ¢ b X

Exemplo: Encontre os intervalos de crescimento, decrescimento, maximos ¢ minimos relativos da

fungdo fix) = X —Tx+6.

7
Solugdo: f’(x) = 3x* — 7. Fazendo f’(x) =0, obtemos x= + \/: .

Portanto , os pontos citricos de f sdo x; = \/: e xXp=- \/7

Loes o 7 7 N (
E fécil verificar que se x < - \/; ou x> \/; , tem-se f’(x) > 0, o que implica que f € crescente nos

intervalos (— 00, — %j e (\/zooj Para - \/g <X< \/g , tem-se f’(x) <0, logo f € decrescente

7|7 . i . o . .
em [—\/; ,\/;j Assim, pelo critério da derivada primeira, concluimos que f tem um maximo

) 7 L. ) 7 e
relativo em x; = - 5 e um minimo relativo em x, = + g . Observe o grafico:

yA
“ 730

(7737
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Observamos que este teste informa as regides do dominio onde a funcio cresce e onde ela
decresce, porém ndo diz de que modo isso ocorre, ou seja, ndo diz nada sobre a curvatura do
grafico, o qual pode ser concavo para baixo, para cima, ou reto, por exemplo. Quem fornece estas

informagdes € a segunda derivada da fung¢do. Vejamos:

Concavidade e pontos de inflexao
Seja f uma funcdo diferencidvel (pelo menos até a segunda derivada) em um intervalo (a, b).
Se f ’(x) > 0 para todo x em (a, b), entdo a fungdo primeira derivada f’(x) é crescente em (a, b) e a

concavidade do seu grafico é voltada para cima, conforme mostra a figura abaixo:

A f(x)

>
X

Analogamente, se f >’(x) < 0 para todo x em (a, b), entdo a funcdo primeira derivada f ’(x) é

decrescente em (a, b) e a concavidade do seu grafico € voltada para baixo:

Afx)

=V

Definicao 10.5: Um ponto P(c, f(c)) do grafico de uma funcdo continua f'é chamado ponto

de inflexao se a concavidade do grafico muda neste ponto.
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Na figura abaixo, os pontos de abscissa ¢, ¢z, ¢3 € ¢4 sd0 pontos de inflexdo. Vale observar que
C2 € ¢3 sdo pontos extremos relativos de f e que f ndo € derivavel nestes pontos. Nos pontos ¢ € ¢4
existem derivadas f’(c1) e f ’(c4). Nos correspondentes pontos (cy, f(c1)) € (c4, f(C4)) a reta tangente

corta o grafico de f.

Exemplos:

1) No exemplo anterior tinhamos f (x) = ©-Tx+6 e [ x)= 3x” — 7. Para estudar a concavidade,
tomamos a segunda derivada, f”(x) = 6x, € observarmos que f”(x)<0sex<0ef”(x)>0sex>0.
Logo, a concavidade do grafico € voltada para baixo para todos os reais negativos e para cima, para
os reais positivos. x = 0 é, portanto, um ponto de inflexdo do gréfico de f, conforme j4 visto em seu

gréfico.

x° , para x <1

2) fin) ={ :
1-(x=1)", para x>1

Parax< 1, f'(x)=2x e f7(x)=2.

Parax>1, f'(x)=-2(x-1) e f’(x)=-2.

Logo, para x € (-o0, 1), f’’(x) > 0 e portanto f € concava para cima neste intervalo. No intervalo

(1, + =), f7’(x) < 0. Portanto, neste intervalo f é cOncava para baixo. Assim, no ponto ¢ = 1, a

concavidade muda, o que significa que este ¢ um ponto de inflexdo. Analisando a primeira

derivada, notamos que:

x<1l = f’(x)<0 parax<0 e f’(x)>0para O<x<1;

x>1 = f’(x) <0 para todo x.
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Portanto, f é crescente para 0 < x < 1 e decrescente parax <0 e x> 1. Associando isso a andlise
da concavidade, podemos construir seu grafico, onde podemos também observar que no ponto ¢ =

1 f tem um méximo relativo.

yA

Observacao: um ponto ¢ € D(f) onde f** € continua e tal que f’’(c) = 0 € um ponto de inflexdo de

f (exemplo 1).

Teorema 10.2 - (Teste da derivada segunda). Sejam f uma fun¢do derivavel num intervalo (a, b) e
¢ um ponto critico de f neste intervalo, isto €, f '(¢c) = 0, com a < ¢ < b. Se f admite a derivada
segunda em (a, b) entdo:

1) Sef 7(c) <0, f tem um valor mdximo relativo em c.

ii) Se f ”’(c) >0, f tem um valor minimo relativo em c.

Exemplos: Encontre os maximos e minimos relativos de f, aplicando o teste da derivada segunda.
1) flx) = 18x + 3x% — 4x°.
Temos, f'(x) = 18 +6x—12x" e f7(x) = 6-24x.

Fazendo f’(x) = 0, obtemos 18 + 6x —12x* = 0. Resolvendo esta equacdo obtemos 0s pontos

» - 3
criticos de f, que sdo x; = 5 e x = —1.

Como f”’ (%) = -30 < 0, segue que x; = — € um ponto de maximo relativo de f. Seu valor

N | W

maximo relativo em x; € dado por f (%) = 20,25.

Analogamente, como f "’ (-1) =30 >0, segue que x» = —1 é um ponto de minimo relativo de f.

Seu valor minimo relativo em x, € dado por f(-1) =-11.
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2) f(x) = 6x =3x" + %f

Temos f’(x) =6 — 6x + % X e f7(x)=-6+3x

Fazendo f’(x) = 0 e resolvendo a equagdo, obtemos x = 2, que neste caso € o Unico ponto critico

def. Comof” (2)=0e f” (x) € uma funcdo polinomial e, portanto, continua, segue da observacao

acima que x = 2 € um ponto de inflexdo de f. Usando o critério da derivada primeira, concluimos

que esta fungdo é sempre crescente em R. Portanto ndo existem maximos nem minimos relativos.

Vejamos o grafico:

0+

Assintotas horizontais e verticais

Em aplicagdes praticas, encontramos com muita freqii€éncia graficos que se aproximam de

uma reta a medida que x cresce ou decresce. Estas retas sdo chamadas de assintotas.
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'Y 1 X

Observacao: Na figura acima tem-se a ocorréncia de assintota obliqua, as quais ndo serdo

estudadas aqui. Vamos analisar apenas as assintotas horizontais e as verticais.

Definicao 10.6: A reta x = a é uma assintota vertical do grafico de f se pelo menos uma das

seguintes afirmagdes for verdadeira:

1) lim f(x) =+ i) lim f(x)=+o0
iii) lim f(x) =-o0 iv) lim f(x)=-e
Exemplo: V4 1
A reta x = 2 € uma assintota vertical do gréifico de f (x) = ﬁ i
X— I
lim 1 lim 1 |
De fato, , 5 =+o,e 5 =+ !
x—>2" (x=2) x—>2" (x=2) |
I ‘2 -

Definicao 10.7: A reta y = b € uma assintota horizontal do grifico f se pelo menos uma das

seguintes afirmacgdes for verdadeira:

1) lir& f(x) =b 11) lilgf(x)z b
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Exemplo:

Asretas y=1ey=-1 sdo assintotas horizontais do grifico de f (x) =

X == x> +2

, pois

X
Nxt+2

lim X

=1

Esboco de graficos

X

Utilizando todos os itens citados na andlise de uma fun¢do, podemos fazer um resumo de

atividades que nos levardo ao esbogo de graficos.

Etapas Procedimento

1* Encontrar D(f)

2° Calcular os pontos de interseccdo com 0s €ixos.
(Quando ndo requer muito célculo)

3 Determinar os pontos criticos

42 Determinar os intervalos de crescimento e
decrescimento

5° Encontrar os maximos e minimos relativos

6" Determinar a concavidade e os pontos de inflexdao

72 Encontrar as assintotas horizontais e verticais, se
existirem

8 Esbogar o gréfico
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Exemplos: Esbogar os graficos das funcdes abaixo:
1) f(x)=x2+x—2.
Seguindo as etapas propostas temos:
1%etapa: D (f) =R
2%etapa: interseccdo com o eixo y: f(0)=-2.
interseccdo com o eixox: ¥’ +x—2=0 & x=-2 ou x= 1.
3%etapa: f*(x)=2x+ 1

Resolvendo 2x + 1 = 0, encontramos x = ? , que é o ponto critico.

4“ etapa: fazendo f’(x) > 0, obtemos que 2x + 1 > 0 quando x > —1/2. Portanto, f € crescente para
todo x > —1/2. Fazendo f ’(x) < 0, obtemos que 2x + 1 < 0 quando x < —1/2. Portanto f é
decrescente para x < —1/2.

S5%etapa: f’(x) = 2 > 0. Logo, a concavidade do grafico estd sempre voltada para cima e assim,

x= _?1 ¢ ponto de minimo de f. f (_?1) = _T : valor minimo assumido pela fung¢do.

7 etapa: ndo existem assintotas ( lim =+c e D (f) = R).

x—>too

8% etapa: esbogo do grafico.

2)f(x)=Inx
Temos, D (f) = {xe R: x>0}

1 . .
[ (x)=—>0,V x>0. Logo, f¢é crescente em todo o seu dominio.
X

)= _—21 <0,V x>0.Logo, a concavidade do grafico é sempre voltada para baixo.
X
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Inx=0 < x=1.Logo, o grifico intercepta o eixo-x em x = 1.

lim In x = —eo . Logo, x = 0 € uma assintota vertical do grafico de f.

x—0"

De posse destas informagdes, o grafico se torna natural:

3) f(x) =exp(x)=e”
Temos, D (f)=R
f’(x)=e">0,V xe R.Logo, f¢é crescente em todos os reais.
f7(x)=¢€e" >0,V xe R.Logo, a concavidade do grafico € sempre voltada para cima.
f(x)>0,V xe R. Logo, o grifico ndo intercepta o eixo-x.
f(0)=1.Logo, o gréfico intercepta o eixo-yemy = 1.

lime* =400 e lime* =0.Logo, aretay= 0 ¢ uma assintota horizontal do grafico de f.
X—>+o0 X——o0
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4) Nas areas aplicadas, € muito comum se ter o conhecimento da taxa de variacdo de uma funcdo ou
de sua velocidade e, a partir dai, querer saber como € o comportamento da fun¢do. Existem métodos
algébricos para resolver estes problemas, os quais serdo vistos mais adiante, porém, a visdo
geométrica destes fendmenos ja pode ser explorada com a teoria que acabamos de ver.

Suponha, por exemplo, que se saiba que a populacdo de uma determinada espécie vem
crescendo a uma taxa constante de 10 individuos por ano. Supondo que esta taxa se mantenha e que
no momento existam 50 individuos, como visualizar graficamente o comportamento desta
populacdo ao longo do tempo?

Chamando o tamanho da populacdo, no instante 7, de p(f), sabemos que p'(t)=10 e
conseqiientemente, p''(f)=0, o que significa que a populacio p(f) serd sempre crescente € seu
grafico possui curvatura nula. Logo, € uma reta. Como tempo € positivo e sempre consideramos ¢ =

0 no inicio de um experimento, temos p(0)=50. Com isso obtemos o grafico da funcdo ao longo

do tempo, o qual é mostrado abaixo (direita), juntamente com o de sua derivada (esquerda):

—t— 1+t
{ -
%
B

HAAAA A A
4z Ao 2 5 4 2 2 4 6 £ W 12 14

20

Algebricamente raciocinamos do seguinte modo: se a derivada € constante, entdo a funcdo

necessariamente € linear, ou seja, se p'(f)=10 entdo p(t)=107+C, onde C € uma constante,
pois derivando p(f) encontramos p'(¢t) =10. Sabendo que p(0) = 50, encontramos C = 50 e assim,

obtemos a expressao da populagdo em um tempo ¢ qualquer: p(¢) =10¢+50.

5) A figura a seguir mostra o grafico da derivada primeira f'(x) de uma funcdo f(x). Baseado

neste gréfico, determine os intervalos em que f € uma funcdo crescente e decrescente, as
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concavidades e todos os extremos relativos e pontos de inflexdo da fun¢cdo. Em seguida, esboce a

curva de f.

A f(x

~+ f >
-1 1 4\ X

Observando o grafico, notamos:

x Descricao de f7(x) Descricao de f(x)

x<-1 positiva; decrescente crescente; concavidade para baixo
-l<x<1 positiva; crescente crescente; concavidade para cima
x=-1 tangente horizontal ( f"'(=1)=0)  ponto de inflexao

l<x<4 positiva; decrescente crescente; concavidade para baixo
x=1 tangente horizontal ( f°(1)=0) ponto de inflexao

x>4 negativa; decrescente decrescente; concavidade para baixo
x=4 f4=0 tangente horizontal (médximo local)

Como nao foram fornecidos os valores de f, faremos o grafico apenas respeitando as caracteristicas

descritas acima: A

AN
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5) Esboce o grafico de uma fun¢do que tenha as seguintes caracteristicas:
f(0)=0; ,
f'(x)<0 se x<-1 ou x>3/2
f'(x)>0 se —-1<x<3/2 ol
f'=D=7'312)=0
f'(x)<0 se x>025 A T S
f"'"(x)>0 se x<0,25

EXERCICIOS:

1) Faca uma anélise completa das funcdes abaixo, envolvendo a determina¢do do dominio, pontos
criticos, extremos, regido de crescimento e decrescimento, concavidade e assintotas e, a partir dela,
construa, manualmente, seus respectivos graficos. Faca-os posteriormente no winplot, a fim de

comparar os resultados.

a) f(x)=In2x+3) b) f(x)=4-x"
c) f(x)=e" d) f(x)=x"+1

2) Dada a derivada f’(x) = x> —2x—8 de uma certa funcio f(x):
a) Determine os intervalos em que f(x) € crescente e decrescente.
b) Determine os intervalos em que a concavidade de f(x) € para cima e para baixo.
¢) Determine as coordenas x dos extremos relativos e ponto de inflexdo de f(x).

d) Esboce um possivel grifico de f(x).

3) Faca um esboco de uma fungdo com as seguintes propriedades:
a) f'(x)>0 para x<-1 e x>3
b) ff(x)<0 para —-1<x<3
c) f7x)<0 para x<?2
d) f"x)>0 para x>?2
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