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Aula n°® 15: Aproximacdes Lineares e Diferenciais. Regra de L'Héspital.

Objetivos da Aula
e Definir e calcular a aproximac3o linear de uma funcdo derivavel;
e Conhecer e determinar a diferencial;

e Apresentar e aplicar a Regra de L'Hospital.

1 Aproximacdes Lineares

Considere uma curva derivavel f(z) e um ponto (p, f(p)) sobre ela. Em seguida, considere a reta
tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)) (veja a figura abaixo), que possui equacdo L(z) = f(p) +

f'(p)(x —p).

(P> £(P))

Figura 1: Grafico de uma funcao f.

Se dermos um "zoom"na regido préxima do ponto (p, f(p)), notamos que a curva se aproxima bastante
da reta tangente, como podemos observar abaixo:

(v, f(P)) (p; £(p))

Figura 2: Zoom no grafico da fungao f. Figura 3: Zoom no gréfico da funcao f.
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Dizemos entdo que a reta tangente é uma boa aproximacio para o grafico de f (de fato, num certo
sentido, dizemos que a func3o L é a funcdo polinomial de primeiro grau que melhor aproxima, localmente,
a funcio f). Denotamos esta aproximacio por f(z) ~ L(x), para x suficientemente préximos de p. Assim,

f@) = f(p)+ f'(p)(x — p)

Essa aproximacdo & chamada de aproximacdo linear de f em torno de p. A funcio dada por

L(z) = f(p) + f'(p)(z — p)
é chamada de linearizacdo de f em p.

Exemplo 1. Considere f(x) = sen . Determine a linearizacdo de f em p = 0. Utilize essa linearizacio
para determinar uma aproximacdo de sen(0,1). Utilize uma calculadora para determinar o erro cometido.

Solucdo: Note que f'(z) = cos x e que f(0) =0 e f’(0) = 1. Sendo assim, a linearizacdo desejada é
L(z) = f(0)+ f'(0)(z—0) =0+ 1.(z —0) = x

Assim, para determinar uma aproximacdo para sen(0,1), basta lembrar que L(z) ~ f(z). Sendo assim,
como L(0,1) = 0,1, temos que
sen(0,1) ~ 0,1

Utilizando uma calculadora, obtemos que |sen(0,1) — 0,1] ~ 0,000166583. Desse modo, o erro obtido na
aproximacio é de 0,016%. [ |

Exemplo 2. Na fisica, costuma-se trabalhar com aproximacées lineares como a do exemplo anterior. Quando
deduzimos a férmula para o periodo de um péndulo, encontramos a seguinte equacio para a aceleracio
tangencial

ar = —¢g sen 0

Sendo que em geral, utilizamos a aproximacdo linear acima e definimos que sempre que 6 assume valores
pequenos (proximos de zero), obtemos

ar = —gb
|
Exemplo 3. Encontre a linearizacdo de f(x) = 5x —2 em p = 2.
Solucdo: Note que f'(z) =5 e que f(2) =10 — 2 =38. Logo,
L(x)=8+5(x—2)=5x—2
|

Observacdo 1. Quando se trata de uma funcdo afim (polinomial de grau 1), a linearizacdo coincide com
a prépria funcéo.

Observacdo 2. Em geral, quando fazemos aproximacdes, cometemos algum tipo de erro, sendo impor-
tante sua determinacdo (ou ao menos saber estimi-lo!). No caso de aproximarmos uma funcdo pela sua
linearizacio,

o erro cometido em x é dado por

|f(z) = L(z)]

Exemplo 4. Encontre a aproximacdo linear da funcdo g(x) = /1 + x em torno de x = 0 e use-a para
aproximar os niimeros /0,95 e </1,1.

Prof. Marcos Diniz | Prof. André Almeida| Prof. Edilson Neri Janior | Prof. Emerson Veiga | Prof. Tiago Coelho 2



Calculo 1 Aula n° 15

Solucdo: Primeiramente, precisamos determinar a linearizacio de g(z). Sendo assim, note que ¢'(z) =
1
———— Logo, ¢'(0) = = e como g(0) = 1, temos que
sy e 0= )
L@)=1+2@—0)=1+2
x) = —(x—0)= =
3 3

Assim, para valores de = préximos de © = 0, a aproximac3o linear é dada por

Vitr~1l+ g
Logo,
0,06 2,95
/0,95 = ¢/1—0,05 ~ L(—0,05) =1 — ’3 =" 2~ 0,983333
© 1 31
Y11=Y1+01~L0,1)=1+ 30 = 30 ~ 1033333

Utilizando uma calculadora, podemos determinar o erro cometido nas aproximacdes acima. Dessa forma,
observe que

| £(—0,05) — L(—0,05)| = | #/0,95 — L(—0,05)| ~ |0,983047 — 0,983333| ~ 0,000286

e
1£(0,1) — L(0,1)| = | /1,1 — L(1)| ~ |1,032280 — 1,033333| ~ 0,001053
[ |
1
Exemplo 5. Encontre a linearizacdo da fungdo f(x) = oy €MD = 7. Determine a aproximacdo linear
x
correspondente.
~ : 3 , 1 _ 1 , 1
Solucdo: Note que a derivada de f(z) é dada por f'(z) = ~9.2 Sendo assim, f(7) = e (7 = ~ o8
Portanto, ) ) )
x
L(x)= f(7 "N —-T=———(x—-T7) == — —
(@) = F+ (e -T)= 17— e =T =2~ o
A aproximacio linear correspondente é dada por
1 1 T
2¢ 7 98
para valores de x préximos a 7. |

2 Diferencial

Y o .
Durante nosso estudo, destacamos que e representa apenas uma notacdo para a derivada. O que
x

.o dy ) ) . ) )
faremos a seguir é interpretar 7, como um quociente entre dois acréscimos. Consideremos o grafico de
x

uma funcdo derivavel y = f(x). Agora, tomemos um ponto (z, f(x)) sobre o grafico e denotemos por Ax
um acréscimo em x, como mostrado abaixo:
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Figura 4:

Chamando dy a variag3o sofrida pela linearizacdo L de f em p (cujo grafico é a reta tangente ao grafico
de f em p!), correspondente ao acréscimo dxr = Az, a partir do ponto p, como ilustrado abaixo

f(a+ Ax) |

T T+ Az
Figura 5:

Lembrando que a derivada é o coeficiente angular da reta tangente, temos que

dy
!/
pu— t == —
fila)=tga=
e portanto
dy = f'(z)Az (1)
Fazendo Az = dx, obtemos que
d
dy = f'(z).dx ou simplesmente d—y = f'(z) (2)
x

Na aula de niimero 10, exibimos a variacdo em y como sendo

Ay = f(z + Ax) — f(z)
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e que a taxa de variacio média da funcdo f é dada por

Ay
Az

Como a taxa de variacio instantanea de f em relacdo a x € dada pelo limite da taxa média de variacio,
tomando Ax cada vez mais préximo de zero e que este limite é a derivada, teremos que

e

im — =
Az—0 Az
Logo, para Ax muito préximo de zero, podemos considerar

Ay

g f'(z) ouainda Ay=~ f'(z)Az

Dessa forma, para Ax = dx, obtemos a seguinte aproximacio:
Ay~ dy = f'(z)dz (3)

Segue ent3o que dy é uma boa aproximacio para Ay sempre que Ax for muito pequeno. Fixando =z,
podemos entender (2) como uma funcido que associa cada valor de dz € R a um Gnico dy € R dado por
dy = f'(x)dx. Essa funcdo é chamada diferencial de f em = ou de y = f(x). Vejamos alguns exemplos
da utilizacdo da diferencial.

Exemplo 6. Compare os valores de Ay e dy se y = f(x) = 2 + 22 — 22+ 1 e x varia de 2 para 2, 05.

Solucdo: Calculando Ay. Precisamos determinar f(2) e f(2,05). Sendo assim,

f2)=2°+22-224+1=8+4-4+1=9

£(2,05) = (2,05)> + (2,05)% — 2.(2,05) + 1 = 9, 717625

Logo,
Ay = f(2,05) — f(2) =0,717625

Agora, faremos o calculo de dy. Para isso, note que dx = 2,05—2 = 0,05. Logo, como f/(z) = 3x242x—2,
temos que
dy = f'(x)dx = (32* + 2z — 2)dx

Em particular, para x = 2 e dx = 0,05, obtemos que
dy = f'(z)dz = (3.22+2.2 — 2)0,05 = 14.0,05 = 0,7
|

Exemplo 7. A aresta de um cubo tem 10 cm , com um possivel erro de medida de 0,1 cm. Use a diferencial
para estimar o erro maximo possivel no calculo do volume do cubo.

Observacdo 3. Definimos o erro absoluto cometido em uma medicdo como sendo
| Valor Real — Valor Medido ou aprozimado|

E o erro relativo é dado por

| Valor Real — Valor Medido ou aprozimado|

Valor Medido ou aproximado

Se a medico de tais valores é dada por uma funcdo y = f(x), entdo o erro absoluto é dado por Ay.
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Solucdo: O volume de um cubo de aresta x é dado por V = 22. O erro absoluto cometido no célculo
do volume do cubo é dado por AV e o erro cometido na medicdo da aresta é dx = 0,1. Dessa forma,
utilizando a aproximacio AV =~ dV, temos que uma aproximacdo para o valor de AV é:

dV =V'(10).dz = 3.10*.0,1 = 30

Ento, o erro maximo no calculo do volume é de 30cm?. O erro relativo é dado por

30 30
V(10) 1000

e= 0,03

Logo o erro cometido é de 3%. n

Exemplo 8. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para o acréscimo Ay que a funcdo y = x>

sofre quando passa de x =1 a x = 1,001. Calcule o erro cometido na aproximacéo.

Solucdo: A diferencial de y é dada por dy = f/(x)dx = 2xdx. Em 2 = 1, temos que dy = 2dxz. Como
dx = 0,001, entdo
dy = 0,002

O erro que se comete na aproximacdo Ay =~ dy é dado por
|Ay — dy
Como Ay = (1,001)2 — 12 = 1,002001, entdo o erro cometido na aproximagdo & dado por

|1,002001 — 0,002| = 0,000001 = 1075,

3 Regra de I'Ho6spital

A regra de I'Héspital, que enunciaremos a seguir, aplica-se a calculos de limites que apresentam inde-

. . oo 0
terminacdes do tipo — e —.
oo 0

Teorema 1 (Regra de I'Héspital). Suponha que f e g sejam derivaveis e ¢'(x) # 0 em um intervalo aberto
I que contém a (exceto possivelmente em a). Suponha que:

lim f(z) =0 e li_r)ng(:c):O

Tr—a
ou que
lim f(z) = £o0 e lim g(x) = too.
Tr—a Tr—a
Entdo

f@) )

2ma g(z)  ama g(x)

se o limite do lado direito existir (ou for +00 ou —o0).

Em outras palavras: A Regra de I'Héspital diz que o limite de uma funcdo quociente é igual ao limite dos
quocientes de suas derivadas, desde que as condicdes dadas sejam satisfeitas. E muito importante verificar
as condicBes relativas aos limites de f e g antes de usar a Regra de |'Hospital.

Observacdo 4. A Regra de I'Héspital é vilida também para os limites laterais e para os limites no infinito.
Exemplo 9. Calcule
o3 —8
lim .
z—=2 x — 2

Prof. Marcos Diniz | Prof. André Almeida| Prof. Edilson Neri Jinior | Prof. Emerson Veiga | Prof. Tiago Coelho 6



Calculo 1 Aula n° 15

Solucdo: Note que

oa®—8 {0]
lim = |-
=2 r — 2 0

Aplicando a Regra de I'Héspital, temos:

133 -
lim = lim 32% = 12.
T2 T — T2
|
Exemplo 10. Calcule
. x°—62%+8x—3
lim 1 .
z—1 x*—1
Solucdo: Note que ‘
. a2 —6x3+8x—3 m
lim 1 =
rz—1 z*—1 0
Aplicando a Regra de I'Héspital, temos:
. 2 —622+8x -3  (2°—62°+8x—3) . 5xt—1822+38 5
lim = lim =lim ——F—— = ——.
z—1 1'4 -1 r—1 (.%'4 — 1)/ r—1 4:E3 4
|
Exemplo 11. Calcule
. sen(ax)
lim .
z—0 x
Solucdo: Note que
lim sen(ax) _ [O]
z—0 T 0
Aplicando a Regra de I'Héspital, temos:
sen(ax) i & cos(ax) .
z—0 T z—0 1
|

Observacdo 5. Algumas vezes é necessario aplicarmos varias vezes a Regra até eliminarmos a indetermi-
nagdo, como no exemplo a seguir.

Exemplo 12. Calcule
ot = =322+ 5 -2
lim
=1 23 —3224+3zx—1

Solucdo: Veja que
I
a1 23 — 322 4+ 3z — 1

Aplicando a Regra de I'Héspital, temos:

m4—x3—3x2+5x—2_ [0}
|0

xt— a3 =322+ 5 —2 . 4x3—3x2—6x+5_[0}

a—=1 23 —32243x—1 =1 322 —6x+3 0

Aplicando novamente a Regra de I'Hospital no resultado anterior, temos:
. 4ad =3z —6x+5 . 1222 —62—-6 [0
lim = lim —————  — —
a—1  3x2 — 62+ 3 z—1  6x—6

0

Aplicando mais uma vez a Regra de I'Héspital no resultado anterior, temos:

1202 —6x—6 .. 24x—6 18
—————— = lim =—=
x—1 6{E — 6 rx—1 6 6

3.
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Exemplo 13. Calcule
lim B2 =7
z—0 X

Solucdo: Como lim tg(z) —z = 0 e lim *® = 0, temos que:
z—0 z—0

t _
lim 7!3;(36)3 - {0]
z—0 xT 0

Aplicando a Regra de I'Héspital, temos que:

t _
lim M — lim
xz—0 1‘3 x—0 31}2

sec?(x) — 1 _ [8]

Aplicando a Regra de I'Héspital no resultado anterior, temos:

lim 3 .
z—0 3z z—0 6x z—0 3 x

sec?(z) — 1 — fim 2sec?(z)tg(z) . 1 sec?®(x)tg(w) {0}

Aplicando a Regra de I'Héspital, temos:

1 sec?(x)tg(x) . 1 (sec*(z)+ 2sec?(z)tg?(z)) 1
lim -.———————~ = lim —. = .
z—0 3 T z—0 3 1 3

~ - . . . 0 o0 .
Observacdo 6. E importante verificar se o quociente de fato tem a forma 9 ou — antes de aplicarmos a
) o
regra, para ndo incorrermos em erro.

Exemplo 14. Calcule
lim _sen(@) .
z—r— 1 — cos(x)
Solucdo: Temos que:
fm 5@ _ 0
a—n— 1 —cos(z) 2

Portanto, n3o ha indeterminacdo.

|
Exemplo 15. Calcule
1 1
lim [ — —
a—0 \x  sen(z)
Solucdo: Veja que:
1 1
lim | — — = [o0 — 0]
z—0 \x  sen(x)
e portanto nada podemos afirmar inicialmente. Observe, no entanto, que
1 1 —
a—0 \z  sen(z) z—0 xsen(x) 0
Aplicando entdo a Regra de I'Héspital, temos
lim sen(z) — x _ 1 cos(z) — 1 _|o
=0 xsen(z) z—0 sen(zx) + x cos(x) 0
Aplicando entdo novamente a Regra de I'Hospital, obtemos
lim cos(z) — 1 ~ lim —sen(z) _0_ 0.
z—0 sen(x) + xcos(xr)  x—0 cos(x) + cos(x) — xsen(x) 2
|
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) x
Exemplo 16. Calcule lim In ( )
T—+00 r+1
Solucdo: Note que
. T +00
lim = |—
z—+oo x4+ 1 [—f—oo}
Pela regra de I'Héspital, temos que
lim —— = lim - =1
z—+oo x + 1 T—+oo 1
Logo, como g(u) = In u & continua em u = 1, temos que
lim ln( z )—lnl—O
T—+00 r+1
|
Exemplo 17. Calcule
. 1 1
lim | - — .
a—0+ \ 22  sen(x)
Solucdo: Observe que
. 1 1
lim (— — = [o0 — 0]
z—0+t \2?  sen(x)
Portanto inicialmente nada podemos concluir. No entanto, reescrevendo o limite dado, obtemos
1 1 1
lm ([ -—— )= 1lim —-(1———
a—0t+ \ 22 sen(x) a—0t z? sen(z)
Temos agora que
1
z—0t T
Como, utilizando a Regra de I'Héspital, temos que
. x? . 2z 0
lim = lim =—-=
z—0+ sen(z)  z—ot cos(x) 2
segue que
2
lim (1— >:1—0:1
z—0+ sen(x)
e portanto que
. 1 x2
lim - (1—-—— ) =[+00- 1] = +00.
20+ 22 sen(x)
|
Exemplo 18. Calcule
lim (sec(z) — tg(z)).
=5
Solucdo: Como
lim (sec(x) — tg(x)) = [0 — 0]
T35
vamos reescrever o limite dado:
1
lim (sec(z) — tg(z)) = lim ( - Sen(z)) — lim
s I P cos(x)  cos(z) P
Aplicando a Regra de I'Héspital, temos:
lim 1 —sen(z) — lim —cos(x) _0_ 0.
e—1-  cos(z) e—z- —sen(z) 1
[ |
Prof. Marcos Diniz | Prof. André Almeida| Prof. Edilson Neri Jinior | Prof. Emerson Veiga | Prof. Tiago Coelho 9



Calculo 1

Aula n° 15

Exemplo 19 (Limite Trigonométrico Fundamental). Verifique, utilizando a Regra de L'Héspital, que

. sen(x
lim (z) =1.
z—0 T
Solucdo: Observe que
. sen(x 0
lim (z) =|=].
z—0 T 0
Aplicando a Regra de I'Héspital, temos
. sen(x . cos(x
lim ():hm (>—1.
z—0 I z—0 1
|
Exemplo 20. Calcule o limite:
—x
T——00 I
Solucdo: Note que
. e +00
lim — = |—
r——00 I —O0
Logo, pela Regra de I'Hospital, temos que
. e’ ) —e * —0
lim — = lim =|—
T——00 I r——0o 312 +00
Aplicando novamente a regra, obtemos que
. —e* . e ¥ +00
lim = lim —=|—
r——00 31X x——00 OX —00
Finalmente, utilizando a Regra uma altima vez, temos que
e’ —e *
lim — = lim = —00
r——00 01 T——00
|
Resumo
Faca um resumo dos principais resultados vistos nesta aula, destacando as definices dadas.
Aprofundando o conteido
Leia mais sobre o conteldo desta aula nas paginas 226 — 229 do livro texto.
Sugestao de exercicios
Resolva os exercicios das paginas 229 — 231 do livro texto.
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