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Aula n® 28: Integrais Trigonométricas. Substituicdo Trigonométrica.

Objetivos da Aula
e Calcular integrais envolvendo fun¢des trigonométricas;

e Apresentar a substituicdo trigonométrica.

1 Integrais Trigonométricas

Iniciaremos com o seguinte exemplo:

Exemplo 1. Calcule a integral indefinida

/ sen’r dz.

Solucdo: Note que ndo podemos fazer a substituicdo u = sen x, pois teriamos de obter que du = cos x dz,

isto &, precisariamos ter uma funcdo extra cosz. Com isso, uma forma de contornar esse problema é utilizar

as relaces trigonométricas do tipo sen’x + cos? x = 1, porque assim podemos isolar o termo sen? x:
sen’z =1—cos® z

Dessa forma, podemos escrever a integral do nosso exemplo como
3 _ 2 _ 2
senrdr = senxsen” rdr = [ senz(l — cos® x)dx

= /sem:z:dx—/senaccos.2 xdx

= —COSJZ'—/SGH(L‘COSz.’I}d(L‘

Fazendo a substituicdo u = cos z, temos que du = —sen x dz. Logo,

3 3
/sen3a:dx:—cosx+/u2du:—cosx+1;+C'= COZ m —cosx + C

[ |
Dessa forma, podemos estabelecer algumas regras para calcular as primitivas de poténcias de seno e
cosseno. Seja n um namero natural. Entdo

Se n for fmpar faca u = senz e cos’z =1 — sen’ x
/cos” rdr = 9 1 1
Se n for par faca cos”z = 3 + 5 cos(2x)
Se n for fmpar faca u = cosz e sen’z = 1 — cos®
sen"z dx =
/ Se n for par faca sen’z = 375 cos(2x)

Vejamos alguns exemplos:



Calculo 1 Aula n° 28

Exemplo 2. Calcule /cos5:cd:n.

Solucdo: Note que
/6085 rxdr = costz cosz dx = /(c052 x)? cos dx
2 \2
(1 — sen x) cosz dx

(1 — 2sen?z + sen4x) cosx dx

(COS Tr — 2861’1233 Cos T + sen4x COS CL‘) dx

|
e

cosrdr — 2 / sen’x cos z dx + / sen*z cosz dx
= gsenx —2 / sen’z cos z dr + /sen4:r cosx dx

Fazendo u = sen x, temos que du = cosx dx. Sendo assim,

3 5 3 5
U u sen®xr  sen°x
/cos5:cd:r:senx—2/u2d:r—|—/u4du:senx—++C:sen:1:— + +C

3 ) 3 )
|
Exemplo 3. Calcule/sen%dm.
Solucdo: Note que
2 o 11 2
(sen“x)*dx = 5 §cos(2x) dx
1 1 1 5
= / <4 ~3 cos(2x) + 7% (2:U)> dx
1
= 1 /(1 — 2cos(2x) + cos?(2z)), dv
) 11 )
Como cos*(2z) = B + 5 cos(4x), entdo
4 x sen(2x) 1 / 1 1 3z sen(2x) sen (4x)
e e ——— — — — 4 = — —
/sen xdz 1 1 T 2+2cos( x) | dx S 1 T +C
|

Exemplo 4. Calcule/cos4xd:c.

11 2
/cos4xd:c = /(cos2x)2dx:/<2+2008(2x)) dx

1 1 1
= (=4 =cos(2 — cos?(2
(4+2(:os( x)+4cos(x)> dx

Note que

1
= ++4/C082(2:13)d1:

2 1 1 1
= x+sen$)+/<2+2cos(4x)> dx

3z sen(2x)  sen (4x)
S T T
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Calculo 1 Aula n° 28

Em busca de uma generalizacdo para a integral das poténcias de seno e cosseno temos as seguintes
férmulas de recorréncia que podem ser provadas utilizando integral por partes. Sendo n > 2, temos que

1 _ n—1 _
sen"zdr = ——sen" 'zcosx+ sen" 2z dx
n n
1 _ n—1 _
/ cos” zdxr = =cos" ! zsenr + cos" 2 xdx
n n

Exemplo 5. Calcule /0035 x dx.

Solucdo: Usando a férmula de recorréncia, temos que

4
. 4
/COS‘) rdr = cos TR + /0083$d$
5 5
Usando mais uma vez, temos que
2 2
cos“xsenxt 2 cos“xsenx 2senx
/cosgxdx:—i-/cosacdacz + +C
3 3 3 3
Logo,
/c035 d cos4xsenx+40082xsenx+856n:p+C
rdr =
5 15 15

[ |
Agora, vamos determinar regras para calcular a integral de produtos de poténcias de seno e cosseno.
Sejam m e n nimeros naturais e considere a seguinte integral

/ sen” z cos™ xdx

(i) Se n for impar, faca u = cos x;

(i) Se m for impar, faca u = sen z;

(iii) Se n e m forem pares ndo nulos, faca sen?z = 1 — cos® x ou cos® £ = 1 —sen®z. Ou entdo, faca
9 1 n 1 (2 ) . 9 1 1 (2 )
cos“xr = — + — cos(2z) e sen“z = — — — cos(2x).
2 2 2 2

Vejamos os seguintes exemplos:
Exemplo 6. Determine/sen3(3w) cos®(3z) dz.

Solucdo: Faremos a substituicdo v = 3z, com dv = 3dx. Logo,

1
/sen3(3x) cos®(3x) dr = 3 / sen® v cos® v dv

Como ambos os expoentes sdo impares, podemos escolher fazer u = cos v ou u = senwv. Escolhemos
u = genv e, assim, du = cosv dv. Logo,

/ sen®vcosPvdy = 3 2

sen” v cos” v cos v dv

4 6

= 1 6 ¢
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Logo,
4 6
3 3
/sen3(3x) cos®(3x) dx = sen”(3z) _ sen (32) +C
12 18
|
Exemplo 7. Calcule /senzxcoszxdx.
Solucdo: Note que
1 1 1 1
2 2
= S~ Zcos(22)| | = + = cos(2
/sen x cos” xdx /{2 2Cos( ZE):| {2 + 2COS( $):| dx
1 1
= / {4 — 40032(293)] dx
1 2
= 3 (1 — cos“(2z)) dx
1 2
= 7/ sen (2z) dx
1 1 1
x  sen(4x)
= —— C
8 32 +
Existem outras formas de resolver essa questdo? Verifique!!! [ |
Exemplo 8. Determine /sen5xC082 x dx.
Solucdo: Observe que
/sen5 zcos’xdr = /(sem2 z)%sen x cos® x dx
= /(1 — cos?® z)? cos® zsen - dx
Fazendo a substituicdo u = cos z, temos que du = —sen x dz. Logo,
/sen5 rcoslzdr = — /(1 —u?)?u? du = — /(1 —2u% + ut)u? du
3 5 7
9 4 6 u 2u U
= - ut—uw)du=——+———+C
/( u” +2u* —u’)du 3 + 3 7 +
_ cos® T n 2cos® . cos’ x L C
B 3 5 7
|
Em alguns casos, podemos calcular integrais de produto de senos e cossenos da forma
/sen(ma?) cos(nz) dx /sen(mx)sen(nx) dz /cos(mx) cos(nz) dx
Para isso, utilize as identidades
1
(i) sen(mz) cos(nx) = 5 [sen(m — n)x + sen(m + n)z]
.. 1
(ii) sen(ma)sen(nzx) = 3 [cos(m — n)z — cos(m + n)x]
1
(i) cos(mz)cos(nx) = 5 [cos(m — n)x + cos(m + n)z]
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Calculo 1 Aula n° 28

Exemplo 9. Ca/cule/sen (4x) cos(bx) dx.

Solucdo: Observe que

sen(4x) cos(bz) = % [sen(4 — 5)x + sen(4 + 5)x]
1 1
=5 [sen(—x) + sen(9z)] = §(sen(9x) —sen(z))

Logo,

/sen (4z) cos(bz) dr = %(sen(QzL‘)—sen( ) dz

= ;/sen9xdaz—/senxdx
+C

cosz  cos(9z)

2 18
|
Exemplo 10. Calcule /sen(Bx)sen (6x) dx.
Como
1
sen 3z cos b6x = 3 [cos(2 — 6) x — cos(3 + 6) x]
1
= 3 [cos(—3x) — cos(9z)]
1
= §(cos(3:v) —cos(9z))
Entdo,
1
/sen (3z)sen (6z)dr = 2/(COS(3$> — cos(9x)) dz
sen3rz  sen9x
=6 1 ¢
]
Exemplo 11. Calcule /Cos(4ﬂ'm) cos(mx) dx.
Solucdo: Note que
1 1
cos(4m x) cos(mx) = §<COS(47T — m)x + cos(4m + m)x) = i(cos(Sw x) + cos(bm x))
Logo,
1
/cos(47r x)cos(mx)dx = 2/(003(37r x) + cos(bmx)) dz
B l(sen37m? sen57ra:)
2 3T om
_ sen3mx n sen 5T x
- 67 107
|
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Calculo 1 Aula n° 28

Agora, vamos verificar técnicas para calcular as integrais de poténcias de secante e tangente. Considere
as integrais da forma:

/ sec™ x tg"x dx
Ent3o,

2 2

(i) Se m é par, entdo mantenha um fator sec?z e use a relacdo sec?x = 1 + tg?z para expressar os

fatores restantes. Em seguida, faca u = tg .

(i) Se n & impar, mantenha um fator secztgx e utilize a relacdo tg?x = sec?

outros fatores. Em seguida faca a substituicdo u = secx.

x — 1 para expressar os

(iii) Os outros casos ndo possuem regras tdo simples e talvez seja necessario utilizar as integrais indefinidas
de tangente e secante.

Vejamos alguns exemplos
Exemplo 12. Calcule/tg5xseCQxdx.

Solucdo: Fazendo u = tgx, temos que du = sec® x dx, temos que

/tg5$SGC2$d$ = /u5du = u66 +C = thx +C
|
Exemplo 13. Calcule /sechtga;dx.
Solucdo: Note que
/sec5a:tg:£d:z:/Sec4msecmtgxdm
Logo, fazendo u = sec x, temos que du = sec x tg x dx, temos que
/sec5:1:tg9:da: = /u4du = u55 +C = sec;a: +C
|
Exemplo 14. Calcule/tg3xdas.
Solucdo: Note que
tgd x = tgatg® x = (sec® x — 1)tgx = sec? xtgr — tgx
Logo,
/tg?’xdx = /(8602 rtgxr — tgx)der = /se02 xtg x dx + In| cos x|
Fazendo u = tgx, temos que du = sec? x dx. Entdo
/tggaf;dm: /udu—ln|cosx| = u; —1In|cosz|+ C = tg;a: +1In|cosz|+ C
|

Exemplo 15. Determine /sec4 xdx.
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Calculo 1 Aula n° 28

Solucdo: Observe que

4

sect z = (sec® ) sec’ z = (1 + tg’x) sec?

x =sec’ x + tg2x sec? x

Logo,
/sec4 :rd:L’:/s.ec2 xdw+/tg2wsec2 mdm:tg:l:—k/th:z:sec2 xdx

Fazendo a mudanca u = tgx, temos que du = sec? zdx. Logo,

3 tg3 T

u
/sec4azdx:tga:+/u2du:tgx+3+C’:tgx+3+C
[ |
Para calcular as integrais de poténcias de tangente e secante, utilizamos as seguintes férmulas de
recorréncia para n > 2:

n—2
5 t -2
/sec” pdy = 2 18T + n /sec”zxdx
n—1 n—1
t n—1
/tg”xdx - 5 x—/tg”_zxdx
n—1

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 16. Calcule /thxdx.

Solucdo: Utilizando a férmula de recorréncia, temos que

. tg? tg?
/tg‘sxdx: g2x—/tgxdx: g2x+ln\cosx!+C

|
Exemplo 17. Calcule /sec3xdac.
Solucdo: Utilizando a férmula de recorréncia, temos que
t 1 t 1
/sec3xd1: 0T8T /sec:r:d:c LA L —In|secz + tgz|+ C
2 2 2 2
|
Exemplo 18. Calcule /thxsecxdx.
Solucdo: Note que
tg2 zsec z = (sec? x — 1) sec © = sec® = — sec z
Logo,
/thxsecxd:E = /sec?’xdx—/sec:cdx
t 1
— erier —In|secz + tgz|+ C
2 2
|
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Calculo 1 Aula n° 28

2 Substituicao Trigonométrica

/f(x) dx

ndo conseguiremos fazer uma substituicdo comum, como fizemos em aulas passadas. Sendo assim, se faz
necessario escrever a variavel z como uma funcdo inversivel e derivavel ¢ em fun¢do de uma variavel u, com
inversa derivavel. Logo, fazendo a mudanca x = ¢(u), entdo du = ¢'(u) du e assim:

Ao resolver certas integrais

[ f@yde = [ fotu)ew du

Apés calcular a integral indefinida no 2° membro, deve-se voltar a variavel x, através da inversa de .
Essa técnica é chamada também de substituicdo inversa. Nesta secdo, estamos interessados nos casos
em que a funcdo ¢ é trigonométrica, chamando essa técnica de substituicdo trigonométrica.

As principais substituices trigonométricas sdo as exibidas nos seguintes exemplos.

Exemplo 19. Calcule / V1—22dx.

Solucdo: Como 1 — sen?u = cos®u, entdo podemos fazer a substituicio trigonométrica z = senwu e

assim, obtemos que

T =senu (—g <u< %), dx = cosudu

Ent3o,

/\/1—x2dac—/\/l—seancosudU—/\/cos2u cosudu

Como

Veos?u = | cosu| = cosu

pois u € <—g, g) Desse modo,
/\/1 —x2dr = /COSQUdu

_ /(; 4 ;Cos(Qu)> du

1 1
= u + 1 sen(2u) + C

St +C
= —U — Sen u cosu
TR S

Agora, devemos retornar a variavel z, logo, vamos utilizar o fato de que se = sen u entdo u = arcsen z e
também que

senu = sen(arcsenx) =z

cosu = \/1—sen2u:\/1—x2

Portanto,

1 1
/\/1—x2d:r::2arcsenx+2x\/1—a:2+c —l<x<l1

Exemplo 20. Calcule / V14 a?de
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Calculo 1 Aula n° 28

Solucdo: Fazendo z = tgu, temos que du = sec? u du, com —% <z< g Ent3o,

/\/1+x2da: = /\/1+tg2use02udu
= /VSGCQUSGCQUCZU

= /sec3 udu

t 1
= w+§ln\secu+ tgu| +C

Agora, se x = tgu entdo u = arctgu, e também,

tgu = tg(arctgzr) =x

secu = sec(arctgx) = \/1 +tg2(arctgx) = /1 + 22

Ent3o,

1 1
/\/1+x2dx—2x 1+x2+§ln\x+\/1+aﬁ2\+6’

Exemplo 21. Calcule / Va2 —1dux.

. 7T 3T
Solucdo: Fazendo u = secu, onde 0 < u < —oum < u < 5 Logo, temos que du = secutgu du.

Dessa forma

/\/mQ—lda: = /\/sec%—lsecutgudu
= /\/thutgusecudu

= /tg2u secu du
secutgu 1
_ jeeuteu —In|secu+ tgu|+C
2 2
Como z = secu, entdo u = arcsec z, logo,
secu = sec(arcsecz) =x
tgu = tg(arcsecz) = \/sec2(arcsecz) — 1 = /a2 — 1

Logo,

/\/xz—ldcx:;x\/xz—l—;lnx—i—\/:ﬁ—lH—C

|
Generalizando, podemos adotar:
Expressao Substituicao
T T
vaz—22,a>0 xzasenu—§§u§§

v s
va2+x2 a>0 r=atgu ——<u<—

2 2

T 3T
vz —a? a>0 x:asecu0§u<§ou77§u<7
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Calculo 1 Aula n° 28

Vejamos mais alguns exemplos:
Exemplo 22. Calcule a area do circulo de raio r e centro na origem.

Solucdo: Pela simetria do circulo podemos afirmar que

Area:4/ V2 —22dx
0

/Or\/mczx:/or\/ﬂ (1—(f>2>d:1::r/ormdx

Agora, fazendo a mudanca

Logo,

x
— =8enu = T =Trsenu
r

Logo,
dx = r cosudu, x:r:u:g, r=0=>u=0
E assim,
r s
/ V2 —22dx = r/2 v 1 — sen?ur cosudu
0 0
= 7“2/2 cos® udu
0
/1 1
= r2/02 <2 + 2605(2u)) du
11 2 2
= 72 [2u + 4sen(2u)] . = %
Portanto,
. T 2
Area:4/ r2 — 22dr = 4— = 7r?
0 4
[ |
33 3
2 T
Exemplo 23. Encontre/ —— dx.
0 (422 +9)2

Solucdo: Inicialmente faremos a mudanca v = 2x e obteremos que dv = 2dx e também,

z=0=0v=0 :1::3\2/3:1):3\/3

Logo, podemos reescrever a integral como

343 23 1 [3V3 03
———dr = — — dv
0 (422+9)2 16 Jo  (v2+9)2
Utilizando a tabela apresentada acima, fazemos v = 3tgu. Logo, dv = 3sectudu e

™

v:3\/§:>u:§ v=0=u=0

Assim:

w0
m%
=

tgdu 3 (3 senu

3 11
T de=——273 T B eludu= IRy
/0 (4m2+9)% o 1627/27/ /0 e T 0 cos?u “

wlx
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Logo:

o x3 3 [51—cos?u
———dr = — ——5 —senudu
0 (422 +9)2 16 Jo COS“ U

Fazendo a substituicdo w = cosu, temos que dw = —sen u du e os novos limites de integracdo inferior
e superior sdo 1 e % respectivamente. Entdo,

e 3 3 112 3 11t 3
——dr = — s—du=——|ut+—| =
0 (422 +9)2 16 1w 16

Resumo

Faca um resumo dos principais resultados vistos nesta aula, destacando as definicbes dadas.

Aprofundando o conteido

Leia mais sobre o conteldo desta aula nas paginas 420 — 423 do livro texto.

Sugestao de exercicios

Resolva os exercicios das paginas 423 — 425 na sec3o de apéndices do livro texto.
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