1.4 - Técnicas de Integragao
Integracao de funcdes racionais:

Nesta aula, em complemento ao da aula anterior iremos resolver integrais de funcdes racionais
utilizando expandindo estas func8es em fracdes parciais.

O uso deste procedimento é Uutil para resolucdo de equacbes diferenciais através da
transformada de Laplace que é muito utilizada em engenharia.

Nesta aula serdo mostradas algumas formas.
1. Expressao quadratica
E o método utilizado para completar os quadrados.
Dado:
x* + kx (1)
Para completar o quadrado da expresséo (1) basta lembrar-se do trindmio quadrado perfeito.
(a +b)? = a®+ 2ab + b?

No caso, da expressao (1) tem-se: k = 2b supondo que a = x. Portando b = S

Para completar o quadrado basta somar e subtrair a expresséo por:

Dessa forma (1) fica:
Exemplificando:

5\° 5\° 25
() =(+3) -%
Exemplo 1:

I_J' dx
") 36x2+12x +5

Para se completar o quadrado no denominador



1.4 - Técnicas de Integragao
Integracao de funcdes racionais:

Portanto:

. f dx _ J‘ dx _ dx
)36 +12x+1—-14+5 J36x*+12x+1+4 ) (6x+1)2 + 22
Esta integral pode ser resolvida por substituicao trigonométrica. Fazendo:
u=6x+1-du=6dx

Dessa forma [ fica:

1_1f du
T 6) ut+22

Fazendo a substituicao trigonométrica:

u

— 2
9 du = 2sec* 0

Substituindo 6 em I:

1 [ 2sec?0do 1 J‘seczﬁdﬁ

I = — _— = — —_—
6) (4tg2+4) 12 ) sec?d

Lembrando que sec?8 = 1 + tg?6.

I = ! fde _ 2 0
12 T 12
Substituindo 6 por u.
6 = arctg—
= arctg >

Portanto | fica:
1 u

I= Earctg 2

Sabendo que u = 6x + 1 o resultado final da integral fica:



1.4 - Técnicas de Integragao
Integracao de funcdes racionais:

1_1 ; 6x +1
—12arcg >

+c

E importante observar que a integral do tipo x*+ a? n&o foi resolvida por substituicdo
trigonométrica, no entanto, ela também valida.

Exemplo 2.
Calcule:
sz dx =j dx
Vi2x —4x2—8 J [—(4x2 —12x +8)

Verificando k.

2k =6logok =3

Portanto I:

= f dx _ f dx _ f dx
J—(4x2 —12x+9 -9 + 18) J-I[x —3)2-1] J1—(2x—3)2
E uma integral por substitui¢éo trigonométrica do tipo: v a2 — u?, a solugéo é:

1
1= Earcsen(Zx -3)

2. Funcdes do tipo % onde f(x) possui grau menor do que g(x), essa fragdo é propria,

se for impropria o grau de f(x) é maior do que o grau de g(x). E possivel reduzir as

fracdes proprias realizando-se uma simples diviséo.
Nesse caso, fragbes proprias, podem ser decompostas em fragdes parciais.
Casol- O denominador da funcdo € um produto de fatores distintos.

Exemplo 3: Calcule:

9x? — 28x + 12
x® —5x2 4 6x

fG) =

Nesse caso é necessario fatorar o denominador.

d=x3-5x2+6x =x(x?—-5x+6)
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O termo entre parénteses pode se resolver a equacdo do segundo ou fatorar por soma e

produto.

x2—sx+p

Nessecasos=5p=6 - a+b=5 ab=6.Enthoa=2eb =3.

Portanto:

d=x(x—-2)(x—3)

Dessa forma a funcdo pode ser escrita:

9x* —28x+12 A B C

f(x)zx(x—Z)(x—S)z ;+(x—2)+(x—3)

O objetivo é achar valores de A, B e C que satisfagam a equacéo. Para isto, € necessario

determinar o denominador comum do segundo membro da equacéao.

_9x®—28x+12  A(x—2)(x —3) + Bx(x —3) + C(x — 2)x
T x(x—2)(x—3) x(x—2)(x—3)

f(x)

Dessa forma tem-se:

9x* —28x + 12 = A(x — 2)(x — 3) + Bx(x — 3) + Cx(x — 2)
Deve-se, escolher valores de x que elimine dois termos e resolva um entre A, B e C.
x=0
12 = A(-2)(-3)

A=2

36 — 56 + 12 = B 2(-1)

-8 =—2B
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81—-84+12=3C

9=3C
c=3
Nessas condi¢des f(x) fica:
()_2+ 4 N 3
flx T x x—2 x-3

Agora é possivel integrar-se e, portanto:

ff(x)dxz f(%erin’%)dx

= Ji_x”J(xd—XZ)”j(xd—x@

A segunda e a terceira, integrais sdo por substituicAo de modoque u=x—-2e
v = x — 3 respectivamente. A solugéo é:
jf(x)dx =2In|x|+4In|x — 2|+ 3In|]x — 3|+ ¢

Caso 2.- O denominador da fungdo é um produto de fatores da forma (x +a) e alguns

repetidos.

Dessa forma a expanséo € do tipo:

Ay A, An
+ + ot
(x+a) (x+a)? (x+a)™

Exemplo 4:

Decompor a funcéo abaixo em fungBes parciais e calcule a integral de f(x).
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( )_3x2—21x+31
)= =3y
Entao:
3x2—21x+31 A B c

f®= - - a9 oo

O procedimento de solugéo é semelhante ao do caso 1 de modo que:

3x* =21x+31  A(x—3)?+B(x—2)(x —3) +C(x - 2)
(x—2)(x—3)* (x—2)(x = 3)

fG) =

Portanto:
3x°—21x+31=A4(x—-3)?+B(x—2)(x —3) + C(x — 2)
x =2
12-42+31=4
A=1
x=3
27+63+31=C
c=-5
x=0

31=3A+6B—2C

Substituindo os valores de Ae C

31=3+6B+10

31—13_18_3
6 6

Fazendo a integral de f(x):

_ 1 3 5\,
ff(")‘f<<x—2)+(x—3>_(x—3)2> *
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Zf(xd—xZ)”fxd—xz‘sf(xO—IxS)Z

dx
:lnlx—2|+3ln|x—3|—5fm

Para Ultima integral u = x — 5 e du = dx

dx ~ u! 1 1
f(x—S)sz” fdu= =T TGy

Portanto:

5
ff(x) =ln|x—2|+3ln|x—3|+m+c

Acima foram desenvolvidos métodos de resolucdo de integrais de fungdes racionais
envolvendo expressdes quadraticas, com denominador de fracdes tipo (x + a) distintos e

repetidos. Abaixo esta sendo dada continuidade ao processo o partir do caso 3.

Caso 3- O denominador da fungéo racional propria contém fatores quadraticos irredutiveis,
nenhum dos quais é repetido. Cada fator irredutivel da forma x* + px + g do denominador da
origem, na decomposi¢cdo em fracdes parciais da funcdo racional propria, a uma parcela da

forma:

Ax + B
x>+ px +q

Exemplo 5:

Decompor em frag8es parciais a funcao racional propria e calcular a integral.

f) =

(x—D?2+4x+5)

No denominador a parcela (x — 1) pode ser escrita como . Ja a parcela (x> +4x +5) é

A
(x=1)

L ~ . L. ~ Bx+C
um fator quadratico ndo redutivel, sendo necessario escrevé-lo de forma que Trarrs Portanto

a funcao fica:
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1 A N Bx +C
(x—1(2+4x+5) (x—1) (x2+4x+5)

Determinando o mesmo denominador comum tem-se:

1 _A(*+4x+5)+ (Bx+0)(x — 1)
(x—1)(x2+4x+5) (x—1)(x2+4x+5)

Se os denominadores s&o iguais, entdo os numeradores podem se escrito como:

1=AK?*+4x+5+Bx+C)(x—-1)

Fazendo-se x = 1, eliminando o 2° termo do membro a direita da equacéo tem-se:

1=A1+4+5)

Ao 1
T 10
x =0, elimina B e:
1=54+C(-1)
Substituindo-se o valor de A, obtido.
1= > C
10
C = L 1
)
= 1
2

Aplicando a propriedade distributiva em 1 = A(x2 + 4x + 5) + (Bx + C)(x — 1):

1=Ax*+4Ax +54+ Bx* —Bx+Cx—C
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Agrupando-se:

1=([A+B)x*+(4A—-B+C)x+ (54-0C)

Qualquer um dos termos basta para resolver o valor de B, escolhendo para termo quadratico

em X:

A+B=0
B=-4
B 1
10
A expresséo fica:
— 10 2
)= =D @+ axts
B 1 (5+x) _1( 1 (5+x) )
T 10(x—1) 10(x2+4x+5) 10\(x—1) (x2+4x+5)

Calculando-se a integral de f(x):

1 dx (5 + x)dx
ff(x)z 1_0U(x—1)_ (x2+4x+5)]

1 (5 + x)dx
:E[lnl"_ 1 _f(xz +4x+5)]

Logol, = _GHudx pode ser resolvida completando-se o quadrado do denominador.
(x2+4x+5)

N| &
Il
)
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Desta forma o denominado fica:

x*+4x+5+4—4=

x> +4x+4+1

(x+2)2+1
I f x+5 d
=)@ 221
Fazendo u = x + 2, du = dx. Portanto |;:
I_J'u—2+5 _fu+3 _ udu +3f du
LA T T Ry RO W+ 1)

A primeira integral do Gltimo membro € por substituicdo simples (v = u? + 1), portanto dv =

udu e a segunda é por substitui¢cdo trigonométrica e ja foi resolvida na aula 6.

Dessa forma:
1
ff(x) = Elnl(x +2)2 + 1| + 3arctg (x + 2)

A solucéo desta integral fica a cargo do aluno como exercicio.

Caso-4 Denominador da fungédo racional propria contém fatores quadréticos irredutiveis, alguns

dos quais repetidos. O fator x* + px + q de multiplicidade M deve ser substituido como segue:

A1+le+ A, + Byx 4 Ap + Bpx
x2+px+q (x?+px+q)? (x2 + px + q)?

Exemplo 6:

Calcular a integral

dx

_J‘3x4—3x3+4x2—2x+2
h (x — D (x2% + 1)?



1.4 - Técnicas de Integragao
Integracao de funcdes racionais:

Inicialmente vamos fatorar o integrado em fracdes parciais:

3x4—3x3+4x2—2x+2_ A +Bx+C+ Dx+E
(x— D2+ 1) Cox—1 (x2+1) (x2+1)2

Reduzindo ao mesmo denominador:

3x*—3x3+4x2 —2x+2=A*+ 1?2+ Bx+ O)(x - D(x?+ 1)+ (Dx+ E)(x — 1)

Fazendo x = 1:
3—34+4—-2+4+2=A44
A=1

3x*—3x3+4x? - 2x+2=(x?+1)?+Bx+O)(x - 1>+ 1)+ (Dx + E)(x — 1)

Aplicando a propriedade distributiva no segundo membro da expresséo e fatorando em relagéo

aos expoentes de x tem-se:

3x* —3x3 +4x? —2x+2=x*+2x>+1+ Bx+CO)(x*+x —x?>—-1) + Dx> —Dx + Ex — E
=x*+2x*+1+Bx*+Bx*—Bx>*—Bx+Cx3+Cx—Cx*—-C+Dx*—-Dx+Ex—E
=B+1x*+(CC-Bx*+Q2+B—-C+D)x*+(-B+C—-D+E)x+(1-C—-E)
B+1=3

Portanto B = 2

Portanto C = —1
2+B—-C+D=4
24+2+1+D =4
Portanto D = —1
—-B+C—-—D+E=-2
—2-1414+E=-2

Portanto £ = 0
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1-C—-E=2

Desta forma integral | fica:

1_[ dx +f2x—1d f xdx
“Ja-n )1 YT o

— In| 1H_J‘Zxdx J‘dx f xdx
- 21 )1 Jaro?

A primeira e a terceira, integrais podem ser resolvidas por substituicdo simples. Ja a segunda

integral é resolvida por substituicdo trigopnométrica.

Portanto
2xdx du 5
jmz 7=ln|u|=ln|x +1|

u=x%+1
du = 2xdx
du
> = xdx

f xdx _1J‘du_1f 2 gy = I

2-12 2] 2)" T T T T 2o
u=(x?>-1) - du=2xdx
Portanto:
du
- = xdx
f dx f sec’0do 3 fseczﬁde 3 J-de _
x2+1) ) tg?0+1 ) sec?d -
x*+1 x =tgh
X
dx = sec? 0
0
1

0 = arctgx
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Desta forma a integral final:

I=in|x—1|+n|x*-1| + —arctgx + C

2(x2+1)

Exercicios:

Calcule as integrais:

f 9x2+6x—6
(x—1)(x2+x+1)

x2

2. J-(x+2)(x2+4) dx

3. fd_x

x5+x3

4 f dx
' (x—1)*(x2+x+1)

x*+41
5 fx(x2+1)2

dx
6. J‘x(xz+1)2

dx
7. —_—
f 36x2+12x+5

dx
8. e
f\/12x—4x2—8

dx
9. —_—
f 2x%—4x
5dx
10.
f x’+x—6

1 f 4x24+9x+6
x3+3x%+2x

(6x%+22x+18)
(x+1)(x+2)(x+3)

12, |
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(2x3-3x2-x-1)
13. f (x2-1)(x2+2x)

(3x-1)
14. fx(x—l)z dx

4x%—9x+1
15. J ez

(2x3+6x2-9x+4)
6. [ ey



