Integral Definida

Integral definida

e Calculo de area
e Teorema Fundamental do calculo

A integral definida origina-se do problema para determinacdo de areas. Historicamente, como
descrito na anteriormente, constitui-se no método da exaustao para o célculo de area.

Nesta apresentacdo sera definido o conceito de integral definida a partir da soma de Riemann,
realizada algumas integracGes de area bem com destacado o teorema fundamental do calculo.

Definicdo:

Dada uma funcdo f ndo negativa no intervalo [a,b], a<b, isto é, f(x) =0 neste intervalo,
gueremos achar a &rea da regido limitada pelo grafico de f, pelas retas x=a e x=h, e pelo eixo Xx.
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O ideal é dividir [a,b] em sub intervalos

fle)Ax; + flc)Ax, + ... + f(c,)Ax,
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Soma de Riemann

if(ci)Axi

Para o célculo da éarea divide-se a figura em pequenos retangulos Ax; calcula-se a &rea de
cada retangulo intervalo e finalmente soma-se estas areas obtendo-se &area sob a funcao.
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a=Xo C; X1 G, X3 Xn1 Cn Xn=b
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Para se aproximar da area real calcula-se o limite da fungao:

n
Area = lim Zf(ci)Axi
maxAxi—0

i=1
maxAx; — 0 corresponde a amplitude da divisdo, e indica que aumenta o nimero de divisdes.

Desta forma

n , Que ¢é a integral definida de f no [a,b].
lim Z flc)Ax; = f f dx Fala-se integral de fde a até b.
i=1 a

maxAx;—0

A funcao f é dita integravel em [a,b], onde f é o integrando

Pela definicdo observa-se que:

a b
ff(x)dx=—f fG) dx (@< b)

b a

Propriedades:
Sejam f e g integraveis em [a,b] e k constante, entao:

a) f+g é integravel em [a,b] entdo:

b b b
f[f(x)-kg(x)]dx:f f(x)dx+f g dx

a
Prova:

Lembrando da definicdo de integral definida:

lim if(ci)Axi = fbf dx
i=1 @

maxAx;—0 4
Entéo se f e g sdo integraveis em [a,b]

b b
limmaxAxi—>0 z:?:1 f(ci)Axi = fa f(x) dx e limmaxA)q—»O z:‘1(1:1 g(ci)Axi = fa g(x) dx

Escrevendo-se a integral de f+g:

b n
fa [F() + g0 ]dx :ma;lcigcli—»oz[f(ci) + g(cp)lAx;
i=1
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n

n
= maalclArE—)O Z f(c) Ax;+ mml(lArEq0 Z g(cy) Ax;
=

i=1

b b
=f f(x)dx+f g dx
Observa-se que esta propriedade é valida para um numero infinito de fungdes.
b) kf é integravel em [a,b] ent&o:
b b
f kf (x) dx =kf O dx
c) Se f(x) = 0em [a,b], entdo:

b
f f(x)dx=0

d) Sec€]a b[ eféintegravel em [a,c] e em [c,b], entdo:

b c b
[ reax=[ rwar+ | reoax
e) Sefe gsdo integraveis em [a,b] e f(x) > g(x) para todo x em [a,b], ent&o:

fbf(xmx szg(x)dx

Prova: Fazendo

I= f:f(x)dx—fbg(x)dx

a

Pode-se provar que I = 0. Usando a propriedade (a).

[ = fbf(x)dx—fbg(x)dx

a

b
- j [FGO) — gGO)dx =

Como f(x) = g(x) paratodo x € [a,b] tem-se que f(x) — g(x) > 0, paratodo x € [a,b].

Baseando-se na propriedade (c), conclui-se que I > 0.

f) Sefé uma funcéo continua em [a,b], entdo:
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fabf(x)dx SLb|f(x)|dx

As provas das propriedades de b a d e f serdo deixadas a cargo de pesquisa do aluno na
bibliografia basica.

Teorema Fundamental do Calculo

Se f for integravel em [a,b] se F for uma primitiva de f em [a,b], entéo:

b
f f(x) dx = F(b) —F(a)

Neste momento ja é possivel calcular-se areas sob curvas desde que se conheca a
funcdo. Desta forma serdo apresentados alguns exemplos de integrais definidas de
algumas fung@es, célculo de areas simples e problemas envolvendo célculo de area.

O calculo de integrais definidas serd retomado posteriormente quando o aluno estiver
aprendido todas as técnicas de integragdo a serem apresentadas nas proximas aulas.

Vamos aos exemplos:

Exemplo 1: Calcule:
3
j xdx
1

Resolvendo-se a integral aplicando-se o Teorema Fundamental do Calculo:

3 xZ
xdx =—
Jxar=3

Exemplo 2: Calcule

3
=4

N |

1 1
=@ -1)=-0-1=

1

1
f (X3 — 4x% + Ddx
0

Resolvendo

1 1 1 1
f(x3—4x2+1)dx =f x3dx—4f xzdx+f dx
0 0 0 0
4.1 3,1 1
==| —4.X| +x
419 310 0
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Exemplo 3: Calcule a integral

jl x dx
o X2 +1
Euma integral por substitui¢do, entdo, chamando-se

x dx
1=f
x2+1

u=x*+1 -  du=2xdx,entio xdx = du/2

U

£t 1
,sz:_
u 2

=§1n x?2+1+c

Substituindo-se este resultado na integral principal:

Txdx 1
f ==1n (2 + DI}
0 2

x2+1
! in 2 ! In1l
“2 T2
Aplicando-se a propriedade dos logaritmos, a integral fica:
fl x dx 11 5
a2+l 27

Outra maneira de se resolver a integral é:

J‘lxdx
b x2+1

u=x*+1 -  du=2xdx,entio xdx = du/2

Substituindo-se:

Substituindo-se os limites de integragéo tem-se:

parax=0 - u=1

parax=1 - u=2
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==(Un2-1n1) =51n2
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Exemplo 4:

Calcule a area da pela definicdo geométrica e através do célculo integral.

y“

1 5 X

A area do retangulo é o produto lado vezes lado, portanto:

A=24=8u.a.

Onte u.a. € unidade de éarea.
Utilizando-se a integral definida:
f(x) = 2 é afuncao constante.

Os extremos da fungédo séo 1 e 5.

5

=2656-1)=24=8ua.
1

Jlsf(x)dszSde=2.[5dx=2x

Exemplo 5:

Calcule a area do triangulo da figura abaixo pela definicdo geométrica e integral definida.

y A

5 X

A area de um tridangulo é o produto da base pela altura dividido por dois.

=— =10
2 u.a.
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Utilizando-se a integral definida.

Definindo-se a funcdo f. E a funcdo de uma reta com coeficiente linear zero e coeficiente
angular:

Ay 4
a= Ax 5
Lembrando-se que a equagéo da reta é:
f) =ax+b
Neste caso b = 0, a funcéo fica:
4
fl) = =X

Calculando-se a integral:

54 4 (5 4x?°
_d:_-[ dx = ——
_Lsxx 5Oxx =3

2
= g(s2 —-0) =10 u.a.

Exemplo 6:

Calcule a area do retangulo na figura abaixo pela definigdo geométrica por integral definida.

Pela definicdo geométrica a area é:
A=B-1DG-2)=23=6ua

Neste caso, é necessario calcular a area do retangulo maior onde f(x)=3 e a area do retangulo
menor o de g(x)=1 e fazer-se f(x)-g(x). para isto podemos aplicar a propriedade (e).

5

=2(5-2)=23=6u.a.
2

f[f(x) —g(x)]dxzf[s— 1dx =2L5dx — 2




Integral Definida

E 6bvio que estas figuras sd@o regulares, mas o importante foi ressaltar o procedimento e

demonstrar que o método integral funciona para o calculo de &rea.

Exemplo 7:

Determine a &rea da regido delimitada pelas curvas:

fG)=x+6 e gl) = x?

Inicialmente esboga-se o grafico das funcoes.

-

Observe, no grafico, que os pontos delimitam a area, mas vamos calcular. Para isto basta

igualar as funcdes.

x’=x+6
x2—x—-6=0

1+vV1+24

X

Que estao de acordo no grafico.

Resolvendo-se a integral:

f [f () — g ldx =f [x + 6 — x?]dx

-2

3 3 3
=f xdx+6f dx—f x%dx
-2 -2 -2

[Ees ir_(z 63-7)-(t-62-)
= |5 t6x _2_+.— —-(z—-62-

3 2 3 2 3
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=G+18—9)—(2—12+§)=(§+9)—<—10+§)=

9 19 8 27+114-16 125
—2+ —3— 6 =% u.a.

A partir deste momento o aluno esta apto a resolver todos 0s exercicios propostos para esta
aula.

E importante ndo se esquecer de realizar as conferencias das resolugbes bem como o
processo de procedimento no site indicado na aula anterior.



