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5 Funcoes em Espacos n-Dimensionais

5.1 Introducao

Considere os seguintes exemplos:

94. O volume “V” de um cilindro circular ¢ calculado pela expressdo: V =m- r’-h, sendo que
r é o raio da base e h a altura.

r

95. A equacdo de estado de um gas ideal € dada pela seguinte equacao:
n-R-T
Vv

Onde: P= pressdo; V= volume; n = massa gasosa em moles; R= constante
molar do gas; e T = temperatura.

P=

96. O circuito elétrico da figura que segue tem cinco resistores. A corrente deste circuito
depende das resisténcias R; ,i=1,---,5, onde E é a tenséo da fonte.

R, R, R,

— AN AN N AN

R, Rs

Todos estes exemplos representam fungdes de varias variaveis. Assim, no primeiro
exemplo, temos que o volume do cilindro pode ser indicado por uma fungdo de duas varidveis

independentes r e h, indicada por V =V (r,h), e cuja regra é V(r,h)=n-r2-h.
No segundo exemplo, temos que a pressdo de um gas ideal pode ser representada pela

funcdo de trés variaveis independentes V, T e n. Desta forma, a regra da referida funcéo é

P(V,T,n):”'\F;'T.

Finalmente, no dltimo caso, a corrente do circuito pode ser dada por uma funcéo de

cinco variaveis independentes R}, R,, R;, R, € R, isto é:
E

Ri+R, +Ry+R, + Ry

Conforme sera visto, o estudo de funcdes com trés ou mais variaveis ndo difere muito
do estudo das funcBes de duas variaveis. Desta forma, neste estudo trabalharemos mais com
as funcdes de duas variaveis independentes, salientando as diferencas fundamentais entre
estas funcdes e as fun¢des de uma unica variavel independente, além de reforgar as principais
analogias existentes entre elas.

|(R11R2aR3’R4aR5):
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Definicédo
Seja A um conjunto do espacgo n-dimensional AcR", isto é, os elementos de A séo
n-uplas ordenadas (X;,X,, Xs,...,X,) de nimeros reais. Se a cada ponto P do conjunto A

associarmos um Unico elemento we R, temos uma fungdo f:AcR" — R. Essa fungédo é
chamada de funcéo de n variaveis reais.

Simbolicamente:
f: AcCR">®R
X = w= f(x)
ou W=Tf (X)="1 (X, X5, Xg,..., X)-

Definicdo: Dominio de Funcéo
Dominio da fungdo f é o conjunto A da definicdo anterior, isto é,

Df ={xe AcR"; w=1f (x)}.

Como para as funcBes de uma variavel, em geral, uma funcdo de varias variaveis
também é especificada apenas pela regra que a define. Nesse caso, o0 dominio da fun¢édo é o

conjunto de todos os pontos de x € R", para os quais a funcéo esta definida.

Definicdo: Imagem de Funcéo
Imagem da funcdo f € o conjunto dos numeros w R , tais que w=f (x).

Imf={weR;, w="f(x)}
Exemplo

97. Determine o dominio e a imagem da funcdo z=f (x)=y9— x> —xZ definida de R% em
R.
Resolucéo:

98. Represente graficamente o dominio da fungdo f(x,y)=Ih(x-y).
Resolucéo:
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Resposta:

Xy
X2 —y2

99. Represente graficamente o dominio da fungio f(x,y)=

Resolucéo:

Resposta:
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Defini¢cdo: Curva de Nivel (Cn)

Considere f: %%— R. O conjunto de pontos x eR? onde uma fungéo f(x) tem um
valor constante f (x)=f (%, X,)=c e chamado de curva de nivel de f . Representagéo: Cnc.

/ﬂ == N
R

Definicdo: Grafico de uma funcéo

O conjunto de todos os pontos (X, X, , f (X)) no espago, para x R no dominio de
f , é chamado de GRAFICO de f .
O gréafico de f também é chamado de SUPERFICIE w = f(x)=f (X, X,).

Definicdo: Curva de Contorno (Cc)
A curva no espaco na qual o plano w=c intercepta uma superficie w="f (x,y) é
chamada de curva de contorno f (x,Yy)=c. Representagdo: Ccc.

Defini¢do: Conjunto de Nivel

Se f € uma fungdo de n variaveis, f = f(x,, X,,...,X,) € kK € um nGmero real, um
conjunto de nivel de f, é o conjunto de todos os pontos (X, X, ..., X, ) Df para os quais
f (X, Xp, ooy X ) =K.

Em particular, quando f é uma funcdo de trés varidveis independentes, temos as

superficies de nivel. Nesse caso, o conhecimento das superficies de nivel, que podem ser
visualizadas no espaco tridimensional, ajuda muito a entender o comportamento da funcéo.
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Exemplo

100. No exemplo que segue, podemos observar algumas curvas de nivel da fungdo
z=f(x,y)=100—x*—y2.
F4

b 100
fix,y)=175 The surface

z=f(x,y)
=100 — x? — y?
is the graph of f.

f(x,y) =751
(a typical
level curve in
the function's
domain)

101. No exemplo que segue, podemos observar uma curva de nivel e uma curva de
contorno da fungdo z = f(x,y)=100—x? —y2.

The contour line f(x, y) = 100 — x> — y* =75
is the circle x? + y? = 25 in the plane z = 75.

Plane z = 75

The level curve f(x, y) = 100 — x* — y2 = 75
is the circle x% + y? = 25 in the xy-plane.
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Exemplo

102. Represente graficamente f(x,y) =9 —x2—y? e trace as curvas de niveis
f(x,y) =0, f(x,y) =5 e f(x,y) = /8 no dominio de f no plano.
Resolucéo:

Resposta:
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5.2 Limites e Continuidade de Funcdes de n-Variaveis Reais

5.2.1 Limites de Fungdes em S
Definicao
Seja w="f (x)="f (X, Xy,%3,...,X,) uma fungdo de n variaveis. O LIMITE da

fungdo f (x), quando x tende a x,, € o nimero real L se, para todo numero real £>0, existe
&3>0, tal que se x eB(x,;d) entdo sua imagem f (x)eB(L ;e).

Simbolicamente
im f (x)=L < Ve&>0, 38>0; 0<|x—xy|<d = | f (x)-L]|<e.

X—=>Xp

Caso particular: Limites de Funcdes de duas variaveis independentes

Sejam f:AcR? >R e (x5,Y,) um ponto de acumulagio de A. Dizemos que 0
limite de f(x,y), quando (x,y) se aproxima de (X,,y,) € um namero real L se, para todo
e>0, existir um 3>0 tal que | f(x,y)—L |<e, sempre que (x,y)e A e 0<|(x,¥)— (%o, Yo)|<

Notacéo:
lim f(x,y)=L ou lim f(x,y)=L
(x,y)=>(%0 Yo) ( y) X—Xg ( y)
Y—=Yo
Propriedades
Tome L,M ,Ke®R, lim f(x)=Le lim g(x)=M.

lim [ f (x)xg(x)]=lim fo(x)J_rIim g(x)=L£M.
o lim [f(x)g(x)]=Ilim f(x) lm g(x)=L-M.

lim £ (x)
e lim fx)_ 2% =— se M =0.
X—Xo g(x) xlm gx) M

e lim K f(x)=K lim f(x)=K L.

X—>Xg

e Se p e q forem inteiros, entdo lim [f(x)]*'9=LP/9, desde que LP/%eR.

X—>Xq

Exemplos
Calcule os limites:

103. lim X2 + y2

(x.y)>(3,-4)

Resolucéo:

Resposta: 5
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104, fm _XTXYH3
(xy)=>01) x°y +5xy—y
Resolucgéo:
Resposta: -3
2
. X“ — Xy
105. lim —=
0)-00) /x —.[y
Resolucéo:
Resposta: 0
2 2
106.  fim Y
(Xry)_>(111) X - y
Resolucao:
Resposta: 2
Proposicao

Se w="f (Xx)="1(X,X;,%3,...,X,) tem limites diferentes ao longo de caminhos
diferentes quando x se aproxima de X, entdo lim f (X ) néo existe.

X—Xg

Exemplo

X2y
72

X +Yy

107. Aplicando limites por caminhos, mostre que f (Xx,Yy)= ndo tem limite

quando (x, Yy ) se aproxima de (0,0).
Resolucéo:

Resposta: Logo, 7 lim f(x,y).
P g (x,y)—(0,0) (x,¥)
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Exercicios

NV
108.  f(x,y)==—25 (Caminhos y=k x*);
x*+y

Resolucéo:

Resposta: Logo, 4 Iim f(x,vy).
P g (x,y)—(0,0) (x.y)

109.  f(x,y)=2"Y (Caminhos y=k x, k #-1):
X+ Yy

Resolucéo:
Resposta: Logo, & lim  f (x,y).
P J (x,¥)->(0,0) (x.y)
X2 +y? _ )
110. f(x,y)= (Caminhos y =k x°, k #0);
Resolucéo:

Resposta: Logo, 4 Iim f(x,vy).
P g (x,y)—(0,0) (x.y)

5.2.2 Continuidade de Funcbes em %"

Definicdes:

1%) Uma fungdo w=f (X)=f (X, X5, Xg,..., X,) € CONTINUA NO PONTO x,eR" se:
o 3 (%)

o Jlm f (x);

o lim f(X)=f(X).

22) Uma funcio é CONTINUA quando é continua em todos os pontos de seu dominio.
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Proposicao:
Sejam f e g funcBes de duas variaveis continuas no ponto (x,, Y, ), entdo:

o f+g écontinuaem (xy,Y,);

o f—g écontinuaem (x,,Y,);

o f.g écontinuaem (xy,Y,);

o /g écontinuaem (xy,Y,), desde que g(xy,Yo)=0

Proposicao:

Sejamw = f(u) e z = g(x,y). Se g é continua em (x,, y,) € f é continua em
9(xo,¥0), entdo a funcdo composta f o g é continua em (x,, yo).

Observacao:
A partir das proposic¢des anteriores podemos afirmar que:

e Uma funcdo polinomial de duas variaveis é continua em R?;

e Uma funcéo racional de duas varidveis é continua em todos os pontos do seu
dominio.

Exemplos:
Discutir a continuidade das seguintes funcdes:

111, f(x,y)=2x?y? +5xy—2

Resolucéo:
Resposta:
X+y-1
112. X,y)=
g( y) x2y+ X2 —3Xy—3x+2y+2
Resolucéo:
Resposta:
113.  h(x,y)=In (xzy2 + 4)
Resolucéo:
Resposta:
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6 Derivadas

6.1 Derivadas Parciais

6.1.1 Incremento parcial e incremento total

Seja z = f(x,y) uma funcéo de duas variaveis independentes.

Quando damos a varidvel independente x um acréscimo Ax, enquanto y permanece
constante, entdo o incremento correspondente de z receberd 0 nome de incremento parcial de
z, em relacdo a x e é denotado por:

Az=f(x+Axy)-f(xy)

Da mesma maneira, se X permanecer constante e a variavel y receber um acréscimo
Ay, o incremento parcial de z, em relagdo a y é:

Ayz=Tf(xy+Ay)-f(xy)
Se agora dermos, simultaneamente um acréscimo Ax para x e Ay paray, obtemos o

incremento total de z, que é denotado por:
Az = f(x+AX,y+Ay)- f(x,y)

Exemplo

114. Sez = f(x,y) = x -y, entdo:
Az=F(x+AXy)= F(Xy)=(X+AX)y —=X- Y =X-y+ AX-y =Xy = y - AX
Ayz=T(xy+Ay)—F(xy)=xX(y+Ay)=X-y=X-y+X-AX—X-y = X-Ay
Az = f(X+AX y+Ay)- (X, ¥)=(x+Ax)-(y+Ay)-x-y =
X- Y + XAY + YAX + AX- Ay — X+ Y = XAY + YAX + AX - Ay

Definig0es:
Chama-se derivada parcial de z = f(x,y), em relag&o a x, no ponto (x,, Y, ), ao limite:
of (X0 Yo) — lim f (X0 + A% Yo) = (X0, Yo) .
OX Ax—0 AX ’
Analogamente, definimos derivada parcial de z = f(x,y), em relagdo a y, no ponto
(X9, o), @0 limite:
of (X0, Yo) — jim f (X0, Yo +AY) — f (X, ¥o)
oy Ay—0 Ay
Fazendo x—x, =Ax e y—Yy, =Ay, podemos escrever:
of (%0, o) — lim f (X ¥o) = (X0, ¥o) o

OX X—Xo X—Xo
of (X0, Yo) — lim f (X, ¥)— f (Xo: o) .
oy y—>Yo Y—Yo ’
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Definigoes:
Sejam f:AcR® >R, sendo (x,y)—z=f(x,y), e Bc A o conjunto dos pontos

(x,y) tais que M existe. Chamamos de funcdo derivada parcial de f em relacdo a x, a

OX
(% Y) _ jmy FOHAY) = F(xY)
OX Ax—0 AX
Analogamente, chamamos de funcdo derivada parcial de f em relacdo a y, a fungéo

que a cada (x,y)e B associa 0 nimero atxy) jim YA = T Y)
oy Ay—0 Ay

funcéo que a cada (x,y)e B associa o nimero

Observacao:
As derivadas parciais podem também ser denotadas por:

of(x,y) _ B
= D Oy)=Tulxy)
of(x,y) _
(ay )_ Dy f (X' y): fy(x1 y)
Observacao:

As definicdes anteriores podem ser estendidas para fungdes f:AcR" — R. Desta
forma temos, por exemplo:

12 Sejaf: RN
A derivada da funcdo f (x)é:
f ,(X):d_y _lim f(x+h)—f(x)
dx h-0 h

22 Sejaf: RN
As derivadas parciaisde f (x,y)emrelagdoa x e y sdo as funcoes f, e f, .

fx(X,y)=% -im f(“h’yg— ).
fy(XaY)=%y’y) =t|1iT0 f(x,y+hz— f(X’Y)_

32 Sejaf: R->R
As derivadas parciais de f (x,y,z)sdo as funces f,, f, e f,.
fX(X,y,z)zm — lim f(x+h,y,z)— f(x,y,z);

OX h—0 h
fy(x,y,z)=M="m f(X’Y"‘h,Z)—f(X,y,Z);
oy h—0 h
. () B (GO ZL o) (L 2
oz h—0 h

paraw=f (x,y,z).
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0

42 Sejaf: R"->R
As derivadas parciais de f (x) para X eR":

f (X) :af(xlaxz,'.-,xn) —lim f(X1+h,X2,--',Xn)— f(Xl’XZ"“’Xn) )
Xy %, m : :

f (X):af(X]_,XZ,-,.,Xn) :"m f(X1,X2+h’-.-,Xn)_f(Xl,Xz’...’Xn).
Xo 5X2 am : ,

f (X):af(xlsxz,--.,xn) :Ilm f(X1,X21-..,Xn+h)—f(Xl,X21___,Xn).
o oX, h—0 h :

115. Usando a definigdo, encontre a derivada parcial de z= f(x, y):16—x2—y2 em
relacio a x no ponto (1,2).

Resolucgéo:

Resposta: -2

116. Usando a definicdo, encontre as derivadas parciais g—i(x,y) e %(x,y), sendo
f(x,y) = 3x% — 2xy + y2.
Resolucéo:

of
—(x,y)=
8X( y)

of
@(XJ’)—

Resposta: ﬂ(x,y)=6x—2yeﬁ(x,y)=—2x+2y
OX oy
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Observacao:

Na pratica, podemos obter as derivadas parciais mais facilmente, usando as regras de
of (x,y)
OX

derivacdo das funcdes de uma varidvel. Nesse caso, para calcular

of (x,y)

oy

, mantemos y

constante e para calcular , X € mantido constante.

6.1.2 Regras de derivacao

Para as derivadas parciais, valem regras de derivacdo anédlogas as das funcbes de uma
variavel.

Sejam u="f (x)="1f (X, Xy,....X,) € V=0 (X) =0 (X, X ..., X )-

f :ﬂ=iu:u eg :a—g:iv:v
ok Oxi OUR ok o, i
Produto
uv = i(u v)=(uv), =u, V+uv, .
axl 1 I 1
Quociente
u 8 (uj (uj Uy, V — UV,
v o \v) \v), v?
Poténcia
n 0 n n n-1
u = —@u)=(Uu") =nu"u, .
axl i i
Exercicios

Considerando a funcdo f (x,y)=x> y>-2x% y+3x calcule o que se pede:

117. f,(x,Y)
Resolucéo:

Resposta:  3x? y?—4x y+3

118.  f,(x,y)

Resolucéo:

Resposta:  2x® y—2x?

119.  f (2-1)

Resolucéo:

Resposta: 23
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120.  f,(2,-1)

Resolucéo:

Resposta: -24

Exercicios

121. Encontre % se f(x,y)=ysin(xy).

Resolucéo:

Resposta: a%(u V) =sin( xy)+Yy X cos(xy) .

122. Encontre f e f, se f(x,y)= 2y
Y +COS X
Resolugao:
Resposta: f, :Lnxz f, ZZCLXZ
(y+cosx) (y+CosXx)
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123. Encontre f e f, se f(x,y)=tanx =w.

Resolucgéo:

2 y
sec” X i/tan x - In(tan x
Resposta: fyf=—F——=1¢ f,=- ( )

X y
yY/(tan x)¥ ™ y?
124. Usando as regras de derivacdo, encontre as derivadas parciais das seguintes funcdes:

@  f(x,y)=y1-x*-y’

Resolugéo:
OX 1_X2_y2 ay 1—x2—y2
X+
)  F(x.y)=5",
X“+y
Resolugéo:
of 2_2xy—x* of X2 —2xy—y?
Resposta: —(X,y)=%e—(x,y)= . yzzy
OX (X" +y%) oy (X +y°%)
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©  f(x,y)=e"
Resolucéo:

xly —yeX!y
Resposta: ﬂ(X,y)=e e ﬂ(X,y): xe2
ox y oy y

@  f(x,y)=tan(x*-y?)
Resolucéo:

Resposta: Z—L(x y) =[sec? (x*—yH)]-(2x) e %(x ,y) =[sec? (x*=yH)]-(-2y).

) f(x,y,z)=x*-sin?(yz)
Resolucgéo:

Resposta: ﬂ(x,y,z):2x sin(y z), ﬂ(x,y,z):x2 zsin(2y z)e ﬂ(x,y,z):
OX oy 0z

x2 ysin 2y z).
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6.1.3 Derivadas Parciais Sucessivas
Se w=f (x) é uma funcdo de n varidveis e admite derivadas parciais em relacdo a
todos 0s X, X,,...,X, € estas funces derivadas parciais admitem derivadas parciais, entéo

suas derivadas sdéo DERIVADAS PARCIAIS DE SEGUNDA ORDEM de w = f (x).

Se as derivadas de segunda ordem sdo parcialmente derivaveis, suas derivadas sdo
chamadas de DERIVADAS PARCIAIS DE TERCEIRA ORDEM de w = f (x).

Assim, segue para derivadas de ordem superior.

2

w:f(x,y):i:f 5[@} o
OX

= — = = =
*Toylox) oyox Y
. _dw
02w X %8
f,,=—+ 3
O ox? Foy = 8_vv2
0YyOoX
fX = % aSW
OX -
22w X oxoydx
ny =—
Oyox o’w
fny =
OYyoyox
w=f(x,y) S
foo=
_ ow X oxoxoy
> ooy f o*w
fo_ow Y dyoxoy
y
% ow
2 fox =
fyy = 6_\;v oyt
fo 0w
YWY T A3
oy
0 T T
lra.ordem 2da.ordem 3ra.ordem

Teorema

Seja f uma funcdo de duas variaveis x e y.Se f, f,, f , f, e f, sdo continuas
em uma regido aberta R, entdo f, = f,, em todaR.

Este teorema também € valido para derivadas de ordens superiores. Por exemplo:

fxyx = fyxx = fxxy .

Exercicios

125.  Seja f (x,y)=x°y’-2x* y+3x.Prove que f,="f,,.

Resolucéo:

o°f  0°f

Resposta: Xy = oy0x :_axay =Ty

Lauro / Nunes




| Calculo 11 Derivadas | 6-92

126. Prove que f,,=f,,="f,, para f (x, y)=x>y?-2x% y +3x.

Resolucéo:

Resposta: oy = Figx = =12y -4

127. Dadaafuncdo f (x,y)=e***Y calcule:

O f
a —(x,
@  —F00y)
Resolucéo:
i 2%43
Resposta: ~ ——(x,y)=8e sy
OX
o f
(b) y(x,y)
Resolucéo:
o f 2%43
Resposta: y(x Yy =277
3 3
(c) Verifique a igualdade seguinte: azf = 0 fz.
oy ox Oxoy
Resolucéo:
3 3
Resposta: 62f _0 f2 =18e%**3Y
oy ox oxoy
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6.1.4 Interpretacdo Geomeétrica das Derivadas Parciais

Vamos supor que f:AcR? >R, (x,y)— z=f(x,y) admite derivadas parciais em
um ponto (xy,Y,)e A. Para y=y,, temos que f(x,y,) é uma funcdo de uma variavel cujo
grafico é uma curva C, resultante da interseccdo da superficie z = f(x, y) com o plano
y = y,. A inclinagdo ou coeficiente angular da reta tangente a curva C no ponto (xo, yo) é
dado por:
of (X0 Yo)

OX

fano =

A Vertical axis in
the plane y = y,

P(x9, Y0, (% )
z=f(x,y)
The curve z = f(x, yO)
in the plane y = y,

Tangent line

3

De maneira analoga, temos que a inclinacdo da reta tangente a curva C, resultante da
intersecgo da superficie z = f(x,y) com o plano x=x,, €:
of (X0, ¥o)
oy

Z
\

Horizontal axis in the plane y =y,

tan =

Vertical axis
in the plane
X = xO

Tangent line

A P(x(]? y()’f(xov yo))

(X0 o)

(g Yo+ 0 \
The curve z = f(x, y)
in the plane Horizontal axis
x=x, in the plane x = x,
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128. Encontre a declividade da reta tangente a curva de intersec¢éo da superficie

w = /24 — x2 — 22 com o plano y = 2, no ponto (2,2,2/3).
Resolucéo:

Resposta: all (2,2) = L
OX

J3

6.1.5 Equacdes das Retas Tangentes

Dada a funcdo w = f(x, y), as retas tangentes ao grafico de w no ponto P (x,, yo, wo),
nos planos verticais y = y, € x = x,, sao dadas da seguinte forma.

Retas Tangentes: Forma Simétrica

X=Xy  W—=W, y—y0= W — W,
y=yo=>19 1 fx (X0 Yo) X=X, = 1 fy (X0, o)
Y=Yo X=X

Retas Tangentes: Forma Paramétrica

X=X+ A y=Yo+A
Y=Yo=1Y=Yo X=Xy = 1X=Xg
w =W + Af, (X0, Vo) W =Wy + Afy (Xg, Yo)

Exemplo

Determine as equacdes das retas tangentes ao grafico de w = f(x,y) com
w=7-—x%—y%+2x+2y.

129. No ponto (2,3,4).
Resolucéo:

Resposta:
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130. No ponto (1,1,9).
Resolucéo:

Resposta:

Exercicios de derivadas como taxas de variacao:

131. Se atemperatura T depende do tempo t e da altitude h, de acordo com a regra:

2
T(t,h)= ST L0 N 10, entdo calcule:
36 3 100
@) Como varia a temperatura em relagdo ao tempo, no instante t, =12horas, num ponto
de altitude hy, =100 metros?

Resolucéo:

Resposta: 0

(b)  Como varia a temperatura em relacéo a altitude, no instante t, =12 horas, num ponto

de altitude h, =100 metros?
Resolucgéo:

Resposta: -
100
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132. De acordo com a lei do gas ideal para um gas confinado, se P Newton por unidade
quadrada é a pressdo, V unidades cubicas € o volume, e T graus a temperatura, temos a
formula: PV =k T [equacdo (1)] onde k é uma constante de proporcionalidade.

Suponha que o volume de gas em um certo recipiente seja 100 cm® e a temperatura seja
90°% e k =8.

@) Encontre a taxa de variagdo instantanea de P por unidade de variacdo em T, se V
permanecer fixo em 100.
Resolucéo:

Resposta: Logo, quando T =90 e V =100, 2—_Fr) =0,08 ¢ a resposta desejada.

(b)  Use o resultado de (a) para aproximar a variagdo de pressao se a temperatura aumentar
para 92° C.
Resolucéo:

Resposta: 0,16 N /m?
(©) Encontre a taxa de variacdo instantanea de V por unidade de variacdo em P se T
permanecer fixo em 90°.
Resolucéo:

Resposta: — =
oP 9

(d)  Suponha que a temperatura permaneca constante. Use o resultado de (c) para encontrar
a variacao aproximada no volume para produzir a mesma variagao na pressao, obtida em (b).
Resolucéo:

Resposta: - %
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133. O volume V de um cone circular é dado por V :% y2\J4s>—=y? onde s é o

comprimento da geratrize y o didametro da base.

(@) Encontre a taxa de variagdo instantdnea do volume em relacdo a geratriz se o valor
y = 16, enquanto a geratriz s varia. Calcule essa taxa de variagdo no instante em que

s = 10cm.

Resolucéo:

oV 320m
0s

(b)  Suponha que o comprimento da geratriz permaneca constante com o valor de
s = 10cm. Considerando que o valor do diametro varia, encontre a taxa de variacdo do
volume em relacdo ao didmetro quando y = 16¢cm.

Resolucéo:

cm®/cm

Resposta:

Resposta: N 167 o rem
oy 9

6.1.6 Diferenciabilidade

Diferenciabilidade para funcdes de uma variavel
Seja f: R — R. Se fé derivavel no ponto x,, entdo, por definicao,

jim 1= T0%0) f(xo). Assim:
X—>Xg X— XO

- f(x) _ .. PO F(X0) o |
e Ca)= i f(xo)}o ou
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i 10011l b g
X—>Xg X=Xy

Esta expressdo nos diz que a fungdo h(x)= f(x,)+ f'(X,)-(x—x%,), que & a reta
tangente ao grafico de f no ponto (x,, Y, ) é uma “boa aproximagdo” de f perto de x,.

Em outras palavras, quando x se aproxima de x,, a diferenca entre f e h se aproxima

de zero de uma forma mais rapida.

v
.

Plano Tangente

Foi visto que a derivada parcial M é o coeficiente angular da reta tangente a

OX
curva de intersecgdo do plano y=y, com a superficie z= f(x,y), no ponto (x,,y,). Da
. . . of (X, ) - .
mesma maneira, a derivada parcial % é o coeficiente angular da reta tangente a curva

de intersecgdo do plano x = x, com a superficie z= f(x,y), no ponto (x,, Y )-
Intuitivamente percebemos que se existir um plano tangente a superficie z = f(x,y),

o (%0 %) o &00.¥e) (oo coeficientes

no ponto (x,,Y,), entio as retas que tem

OX

angulares estdo contidas neste plano.

P(Xy Y, W)

A curva
w=T(x,y )

A curva
W= f(X vyO)

reta tangente

(X0.¥o)
Assim, se existe o plano tangente a z = f(x, y), passando pelo ponto P( Xo» Yo, Zg), SUa
equacdo é:
e (1) h(x,y)=ax+by+c.
As inclinacbes nas direcdes dos eixos X e Yy sdo dadas pelas equacdes (2) e (3),
respectivamente:
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. azg—fxuo,yo).

of
(3) b :a(xoy Yo)-
O ponto P(x,, Yo, W, ) satisfaz a equacéo (1), logo, obtém-se a equacéo (4):

(4) h(x,Y0)="T(X,Y0) = Wg.
Substituindo (2) e (3) em (1), chega-se a equacéo (5):

(5) h(x, y>=—(x0 yo)x+a (Xo.Yo) Y +C.

Substltumdo (4) em (5), chega se a equacéo (6):

of
f (X, yO):_(XO YO)X0+ (Xo Yo) Yo+C,0U

Assim, substituindo (6) em (5), obtém-se o plano tangente ao grafico de w="f (x,y)
no ponto P( Xy, Yo, Wy ) Pela equacéo (7):
o (7) h(x,y)="1 (X, Yo)+ fx(Xo, Vo) (X=%o) + fy (X5, Yo)-(¥ = Vo)

Diferenciabilidade para funcdes de duas variaveis
Diz-se que a funcdo f (x,y) € diferenciavel no ponto (x,,Yy,) se as derivadas

parciais ﬂ(x Yo) € i(x Yo) existem e se
ox 010 ay 01 )0

° (8) lim f(va)_h(X1 y):
(x9)=>00.30) |(%,Y) = (X, Yo)|
Na equacéo (8), se tem:
o h(x,y)="1 (X, Yo) + fx(Xo, Yo) (X=%Xo) + fy (X5, Yo)-(Y = Yo):

o 10X, Y) = (%, Yo) | = (X=%)> + (Y= Yo)° -

Observacéao
De uma maneira informal, dizemos que f (x,y) é diferenciavel em (X,,Y,) se 0
plano dado pela equagdo (7) nos fornece uma “boa aproximagao” para f (X,Y) no ponto

(X0 Yo)-

Proposicao
Se f (x,y) e diferenciavel no ponto (X,,Y,), entdo f & continua nesse ponto.

Exemplos

134. Pela definicdo acima, provar que a fungdo f (x,y)= x*+y? é diferenciavel em R 2.
Resolucéo:
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Resposta: Logo, f é diferenciavel em R?2.

Nos exercicios a seguir, verifique se as funcdes dadas sdo diferenciaveis na origem,

135, f(x,y)=yx2+y?.

Resolucéo:

Resposta: Logo, f ndo é diferenciavel na origem.

2y°
136 f(X,¥)=1x24y2 " (x,y)#(0,0).
0,se  (xy)=(0,0)

Resolucéo:
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Resposta: Logo, f ndo é diferencidvel na origem.

Plano Tangente
Seja f: R2—>R diferenciavel no ponto (X0, Yo)- Chama-se de plano tangente ao
graficode f noponto (x,, Yy, f (X, Yo)) a0 plano dado pela equagéo a seguir.

wW—Tf (Xg,Yo) = fx (X0, Vo) (X=%0) + fy (X0, Yo)-(Y = Yo)-
Z

The surface
x* Fyr g —~B=10
Py(1,2,4)

Normal line

Tangent plane

Exemplos

Determine, se existir, 0 plano tangente ao gréfico das fungdes dadas nos pontos
indicados.

137.  w=x?+y?2 nos pontos: a) P1(0,0,0); b) P2(1,1,2).
Resolugéo:

Resposta:
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138.  w=4/2x%+y? nos pontos: a) P1(0,0,0); b) P2(1,1,+/3).

Resolucéo:

Resposta:
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6.2 Gradiente

Seja w=f (x,Y) que admite derivadas parciais de 12 ordem em (X, , Y,)- O gradiente
de f noponto (x,,Y,) € um vetor com as derivadas f, e f, tal que:

grad f (Xg,Yo) = (%(XO’yO)’%(XOIyO)jOUV f (X0, ¥0) =(F (X, ¥o): fy (X0, Yo))-

Generalizando este conceito, temos:

w="f(x,Y), w=f(x,y,2) ..., wW="f (X, Xp,..., Xy );
R A R A A N S A
ox oy ox 0y oz axl ax2 OX,
Proposicao

Seja f (x,Yy) uma funcéo tal que, através do ponto Po( X, Y,), passa uma curva de
nivel ¢, de f.Segrad f (X,,Y,) ndo for nulo, entdo ele € perpendicular a curva de nivel c,
em (X, , Yo), isto €, ele € perpendicular a reta tangente a curva ¢, no ponto Po.

Exemplo

139. Seja w=f (x,y)= x*+y?. Graficamente, o grad f (Xo, Yo) € dado por:
Resolucéo:

grad f(x,.yo)
Yo Py
X
\ J\ck (<) = k

\ f(X07YO):£af(Xo’y0)aaf(X =(2x9,2Yo)

Resposta:
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140. Seja w=f (x,y)= x*—y. Graficamente, o grad f (2,4) é dado por:

Zero change

decrease in f / inf

x i &
Most rapid Vi=i+]j

increase in f

Resolugéo:
Ya
P
: grad f (2 ,4)
{ X
\ 2
Co: F(x,y)=0
Resposta:
Observacao:
O gradiente é um vetor que indica o sentido de mais rapido crescimento de uma
funcdo em um ponto.
X e=foy)
_ x2 y
’ =5 + 5

I

}

|

|

|

|
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6.3 Diferenciais
Seja w=f (x,Yy) uma funcéo diferenciavel no ponto ( x,, y,)- A diferencial de f em
(Xo, Yo) € definida pela fungéo ou transformacéo linear:

T:R?2 N
T X, Y = Yo) = 2 (X o) (X—%0) *+ 2 (%o Vo) (¥ — Vo)
0 Yo o 0+ Yo 0 oy 0+ Yo Yo):

ou,para h=x-x, e k=Yy—-y,:

of of
T(h,k)za—X(XOvYO)h‘*E(Xo’YO)k (01)

T da uma aproximagdo do acréscimo Aw em (g, Yo ):

Aw=f (x,y)—f(Xy, o)

Emrelacdoa x e Yy, 0s acréscimos sao:

AX=X=Xy eAy=Y-Yj,.

Define-se a diferencial das varidveis independentes X e Yy como 0s acréscimos Ax e

AY:

dx=AXx edy=AY.

A diferencial de f em (x,Y) relativa aos acréscimos Ax e Ay € indicada por dw ou
df :

aw=2(x,y)der 2 (x,y)ay ©2)
OX oy

dw é a DIFERENCIAL TOTALde w=f (x,Y).

Exemplos

141.  Calcule a diferencial de f (x,y)= x+./xy no ponto (1,1).
Resolucéo:

Resposta: df (1,1) :g dx+% dy.
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142. Dadaa fungdo w=x?+y2—xy.

e a) Determine uma aproximacao para o acréscimo da varidvel dependente quando (x,Y)
passa de (1,1) para (1,001;1,02).
Resolucéo:

Resposta:  Aw=0,021.
e b) Calcular Aw quando as variaveis independentes sofrem a variacdo em a).
Resolucéo:

Resposta: Aw =0,021381
e ) Calcular o erro obtido da aproximacdo de dw como Aw .
Resolucéo:

Resposta: 0,000381

6.3.1 Generalizando as diferenciais
Tome w=f (X,Y,z)em(X,, Yy, Zg), Sua diferencial é:

dw:i(x,y,z)dx+i(x,y,z)dy+ﬂ(x,y,z)dz.
OX oy 0z
Tome w=f (X, X,,...,x,) em (x2,xJ,...,x°), sua diferencial é:

dw:ﬂ(xl,xz,...,xn)dx1+gi(xl,xz,...,xn)dx2+...+i (X, Xopeeey Xp ) OX,

X X2 n
Exercicios

143.  Calcule a diferencial total da funcdo: w=x?+ y%+e*?.
Resolucéo:

Resposta:  dw=(2x+Yyz ¥ )dx+(2y +xz e®*)dy +xy e dz

144.  Calcule a diferencial total da fungdo: w=>X; X, —X, X3+ X3 X4 .

Resolucgéo:

Resposta: AW =X, dX; +( X — X3 ) AXy +( X4 — X5 ) AXg+ Xg AX, .
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145. Nos itens a) e b), calcule o valor aproximado para a variacdo da area na figura quando
os lados sdo modificados de:

e a) 4cme 2cm para4,0lcm e 2,001cm, num retangulo;
Resolucéo:

4

Resposta:  0,024cm?,
e b) 2cme 1lcm para 2,01cm e 0,5cm, num tridngulo retangulo.

Resolucao:
1&

2

Resposta:  —0,495cm?.

146. Calcular o valor aproximado de (1,001)*%,
Resolucéo:

Resposta:  (1,001)3%2=1,003.
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147. O didmetro e a altura de um cilindro circular reto medem, com um erro provavel de
0,2 pol em cada medida, respectivamente, 12 pol e 8 pol. Qual é, aproximadamente, o

maximo erro possivel no calculo do volume?

Resolucéo:

Resposta:  dV =16,8x pol®

148. Dada a superficie z :%, se no ponto x=4, y=2, x e Yy sdo acrescidos de %

qual € a variacdo aproximada de z ?
Resolucéo:

Resposta: Az =-0,01075
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149. As dimensdes de uma caixa sdo 10cm, 12cm e 15cm. Essas medidas tém um
possivel erro de 0,02cm. Encontre, aproximadamente, o maximo erro no céalculo do
volume.

Resolucéo:

Resposta:  Logo: AV =9cm?®.
6.4 Derivadas de Fungbes Compostas

6.4.1 Regra da Cadeia para Funcdes de Duas Variaveis Intermediarias

Se w=f (x,Yy) for diferencidvel e x e y forem funcdes diferenciaveis de t, entdo
w serd uma funcao diferenciavel de t e:

dw ow dx  ow dy

dt ox dt oy dt

(DIAGRAMA)
W
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Exemplo

150. Use a regra da Cadeia para encontrar a derivada de w=x-y em relacdo a t ao longo

do caminho x=cost, y=sint. Qual é o valor da derivada em t:g?

Resolucéo:

Resposta: -1

6.4.2 Regra da Cadeia para Funcdes de Trés Variaveis Intermediarias
Se w=f (x,Yy,z) for diferenciavel e x, y e z forem fungbes diferenciaveis de t,

entdo w sera uma funcdo diferenciavel de t e:

dw ow dx 8wﬂ+@d_z

dt ox dt oy dt oz dt

(DIAGRAMA)
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Exemplo

151. Encontre (?1_\:, sendo que w= x y+2, x=cost, y=sint e z=t. Determine o valor

da derivada em t=0.
Resolucéo:

Resposta: 2

6.4.3 Regra da Cadeia para Duas Variaveis Independentes e Trés Variaveis
Intermediérias
Sejam w=f (x,y,z), x=9g(r,s), y=h(r,s)e z=k(r,s). Se todas as quatro

funcdes forem diferenciaveis, entdo w tera derivadas parciais em relacdo a r e s, dadas
pelas formulas a seguir.

ow_ow ox owdy ow oz
or ox or oy or 0z or

OW _Ow OX Ow gy Ow oz

85 X 05 oy 0s 0z 0S

(DIAGRAMA)
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Exemplo

152. Expresse g_w e aa_w emtermosde I e s se: W=Xx+2Yy +22, X:L, y=r’+hs,
r S S

zZ = 2r.
Resolucéo:

Resposta: ;ﬂ:—ﬂz re—=

6.4.4 Regra da Cadeia Generalizada

Suponha que W= (X;,Xy,.... %), %=01 (Y1, Y22 Ym)s X2=02( Y1, Y21 Y )s
ey X =0,(Y1,Y2,..., Yy) Sejam todas fungdes diferenciaveis, entdo w terd derivadas

parciais em relagcdo a y,,Y,,..., Y, , dadas pelas formulas:

ow ook A 0 OF O
oy 0%y Oy OX, OYq OXn OYq
ow of ox of ox, of ox,
- = — Q=2 4+ — 4 4+ .. 4 — N
53_’2 0%, 0Y; OXy 0y, OXn 0y,
ow of ox of ox, of ox,
- = — % 4+ — < 4 .4+ —
Ym OX; Oy OXy Y OXn O
oW ow  Ox ow of
ou — =k — obs.: —=—.
oy oOx oy OX OX
REPRESENTACAO EM FORMA MATRICIAL:
oy, 0y, Ym
@_[@ ow ﬂ} a_w_[@ ow 6_w} o [Te T 2
o Lo oy, oy x on % Tax, oy | TP |
_ayl ayz aym_
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Exemplo

153. Dada a funcdo w=x’+y?+z2 e sabendo que x=r cosOsiny, y=rsin0siny e

z = r cosvy, calcular as derivadas da funcdo w emrelacdoa r,0evy.
Resolucgéo:

Resposta: ?:Zr , —=0e —=0
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Exercicios:

154. A altura de um cone circular & de h =100 pol e decresce a raz&o de 10 pol/seg . O raio
da base € de r =50 pol e cresce a razdo de 5 pol/seg . Com que velocidade esta variando
0 volume, quando h =100 pol e r =50 pol ?

Resolucéo:

Resposta: Portanto, o volume cresce a taxa de 26180 pol®/seg no dado instante

155. Use a lei do gas ideal com k =10 para encontrar a taxa de variacdo da temperatura no
instante em que o volume do gas é 120cm® e o gés esté sob uma pressdo de 8din/cm?, se
o volume cresce & taxa de 2cm®/seg e a pressdo decresce a taxa de 0,1din/cm? (din,
unidade de forca) por segundo.

Resolucéo:

Resposta: A temperatura cresce a taxa de 0,4 graus por segundo no dado instante.

6.4.5 Derivadas de Func@es Implicitas

12 Caso: F(x,y) =0 comy = f(x)

Tendo g—F;t 0 no ponto (x, f(x)), pode-se obter Z—y aplicando-se a regra da cadeia
y X
_oF
para F (x,Y). Entdo: ﬁa—X+ﬁ6—y:0:> ﬁa_y:_ﬁ = a_y_ e
ox 0x 0y Ox oy Ox  0OX ox OF
=1 ay
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Exemplo:

156. Encontre Z—y para y2—x%—sin xy =0.
X

Resolucéo:

0y _2X+ycosxy

Resposta:
OX 2y —XCOSXy

157. Dada a equacdo x*+y2=1, encontre 2_y usando derivacao por duas formas:
X

a) Derivando implicitamente;

b) Derivando através de funcdo de uma variavel.
e a) F(x,y)=x?+y>-1
Resolucéo:

Resposta: Y X
OX y
e b) y=v1-x°
Resolucgéo:
Resposta: Y X
OX y

22 Caso: F(x,y,z) =0 com z =f(x,y)

Tendo ﬁi 0 no ponto (x,Y, f(x,y)), podem-se obter a e a aplicando-se a
0z OX oy
regra da cadeia para F (x,y,z).

oF
e Emrelacioa x: oF ox [ OF oy OF 0z_y_ 02_  ox
ox 0x 0y 0x 0Oz Ox ox oF
-1 = oz
_oF
e Emrelagioa y: oF Ox [ OF Oy JOF &z_q_ 0z_ Oy
ox oy oy oy oz oy oy OF
ey = 3
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Exemplo

158. Sabendo que z = f (x,y) é definida por x* y +y3+2z%+2 =5, determine 2—2 e Z—Z
X y

Resolucéo:

oz —4ax’y o 02 _ —(x* +3y?)
oX 3z2°2+1 oy 322 +1

Resposta:

6.5 Maximos e Minimos de Funcdes de Varias Variaveis
Seja w= f (P)uma funcdo de n variaveiseseja P,e D(f).

Definicdo 1: Maximo Local (ou Maximo relativo)
f (Ry) € um valor maximo local de f se f (P,)>f (P) para todo ponto P
pertencente a uma vizinhanga de P, .

Definicdo 2: Minimo Local (ou Minimo relativo)
f (Py) € um valor minimo local de f se f (PR,)<f (P) para todo ponto P

pertencente a uma vizinhanga de P, .

Local maxima

//l'. N
f (no greater value of fnearby)
™\ - \
/

Surface z = f(x, y)

/

Local minimum
(no smaller value
of fnearby)

Observacéao
P, é ponto de maximo ou minimo de f .
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Definicéo 3: Ponto Critico
P, € um ponto critico de w= f (P) se, todas as derivadas parciais de f se anulam
Ou ndo existem em B, .

Z

Teorema 1
Se w=f (P) tiver um valor de maximo ou minimo local em P,, entdo, P, € um
ponto critico de f . (A reciproca ndo é verdadeira).

Teorema 2

Tome P e®R? ou P=(x,y). Seja Py=(X,,Y,) um ponto critico de w=f (P),
diferenciavel até a segunda ordem e H (P ) o seu Hessiano definido por:

o%f 0%t
5X2 0yoX fXX fxy .
H(P)=H(x,y)= = . Determinante
P)=HOD=150 Sr e o) ( )
oxoy oy’
Entdo:
e (i)Se H(R))>0, w=f (P)admite extremos em P, e:
2
(@) Tem um valor méaximo se % <0;
X
2
(b) Tem um valor minimo se %> 0.
X

e (ii) Se H (P,) =0, nada se pode afirmar.
e (iii) Se H (P,) <0, w=f (P ) ndo admite extremos em P,, P, tem um ponto de sela.
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Exercicios

159. Classificar os pontos criticos da funcdo f (x,y)=3x y?+ x3-3x.

Pontos criticos:
Resolucéo:

Resposta:  A(0,1) 6 PONTO DE SELA; B (0,-1) é PONTO DE SELA; C (1,0) é
MINIMO LOCAL de f e D(-1,0) ¢ MAXIMO LOCAL de f .
. 2 > 3 3 - .
160. Considerando f (X,Y)=X"+X y+y +—+; +5, verifique se o ponto (1,1) é ponto
X

critico, classificando-o.
Resolucéo:
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Resposta: (1,1) é MINIMO LOCAL de f .

161. Seja f (x,y)=2x+2 y2—6x—6y . Analisar os pontos de méximo e minimo de f no
conjunto aberto A da figura a seguir.

Ay
3
-3 3
X
_3\ o
Resolucao:
Resposta: f possui um ponto de minimo e um de maximo local. Séo eles: (1,1) e

(-1,-1).

6.5.1 Teorema de Weierstrass
Seja f:AcR? »>%R com w=f (x,Yy) uma funcdo continua no conjunto fechado e
limitado A.Entdo existem P, e P, € A tais que
f(R)< f(P)< f(R)
qualquer que seja P € A.

Observacao

Esse teorema garante a existéncia do ponto de maximo e do ponto de minimo de uma
funcdo continua com dominio fechado e limitado.
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Exercicio

162. Tome f (x,y)=2x*+2y3-6x-6y do exercicio anterior. Determinar o valor
méaximo e o valor minimo de f no conjunto B delimitado pelo triangulo MNP da figura

a sequir.

Resolucéo:
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Resposta: O valor de minimode f é f (1,1) =-8. O valor de méximode f é f (0,3) =
f (3,0) = 36.

6.5.2 Aplicacbes: Exercicios

163. Quais as dimensdes de uma caixa retangular sem tampa com volume 4m?® e com a
menor area de superficie possivel?

Resolucéo:
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Resposta: (x,y,2)=(2,21).
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