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Capitulo 1

INTEGRAL DEFINIDA

Objetivos (ao final do capitulo espera-se que o aluno seja capaz de):

1.

2.

10.
11.

12.

13.

14.

Definir integral inferior e integral superior;

Calcular o valor da integral definida por definicao;

. Aplicar o teorema fundamental do calculo e suas propriedades;

Calcular integral definida por substituicao de variaveis;

Resolver exercicios que envolvam integrais improprias;

Resolver exercicios que envolvam integrais improprias de funcoes descontinuas;
Calcular areas delimitadas por funcoes em coordenadas retangulares;

Calcular areas delimitadas por funcoes em coordenadas polares;

Calcular areas delimitadas por funcoes em coordenadas paramétricas;
Calcular volume de um solido de revolucao;

Calcular o comprimento de um arco em coordenadas retangulares, paramétricas e po-
lares;

Calcular a superficie de um soélido de revolucao;

Resolver problemas através da integral nas areas de fisica, produc¢ao, economia entre
outras aplicacgoes;

Resolver exercicios usando uma ferramenta tecnologica.

A prova serd composta por questdes que possibilitam verificar se os objetivos foram
atingidos. Portanto, esse é o roteiro para orientagoes de seus estudos. O modelo de formu-
lacao das questoes é o modelo adotado na formulagao dos exercicios e no desenvolvimento
tedrico desse capitulo nessa apostila.



1.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a integral definida. Uma das principais aplicagoes da integral
definida encontra-se em problemas que envolvem célculo de area e volumes. Por exemplo,
seja f : [a,b] — R uma fungao continua tal que f(x) > 0 para todo = € [a,b]. Nosso
proposito é determinar a area da regiao delimitada pela curva y = f(z), pelo eixo x e pelas
retas * = a e x = b, conforme Figura 1.1 abaixo:

a y b

Figura 1.1: Area da regido R

Estimando o valor da area R: Sabemos como calcular a area de um retangulo (base
X altura). A area de um poligono podemos obter subdividindo-o em triangulos e retangulos.
No entanto, nao é tao facil encontrar a area de uma regiao com lados curvos. Assim, parte do
problema da area é utilizar uma ideia intuitiva do que é a drea de uma regiao. Recordemos
que, para definir uma tangente, primeiro aproximamos a inclinagao da reta tangente por
inclinacoes de retas secantes e entao tomamos o limite dessas aproximacoes. Utilizaremos
uma ideia semelhante para obter areas.

Por exemplo para calcular a area da regiao R vamos dividir o intervalo [a, b] em 2 subin-
tervalos de comprimento Az = b*T“ Denotamos os extremos destes subintervalos por z;,
onde i € {0,1,2}. Veja que, neste caso, temos xy = a, r1 = ¢ e ro = b. Na Figura 1.2,
considere os retangulos de largura Az e altura M; = Maz{f(z): x € [r;_1, x;]}.

a y b

e

Figura 1.2: Estimativa por soma de areas de retangulos

Deste modo obtemos um poligono circunscrito a regiao R cuja area ¢ dada pela soma
da area dos dois retangulos. Como a base é a mesma, podemos dizer que a area é dada

2
por Z M;Ax, onde M; = Maz{f(z): z € [x;_1,2;]}. Vocé acha que podemos comparar a
i=1
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area da regiao R representada pela Figura 1.1 e a regiao formada pelos retangulos da Figura
1.27 A diferenga é muito grande? O que aconteceria com esta diferenca se dividissemos o
intervalo [a,b] em n subintervalos com n = 3,4,5,6,---?

A defini¢ao formal de integral definida envolve a soma de muitos termos pequenos (dife-
renciais), com a finalidade de obter-se uma quantidade total apos esta opera¢ao. Assim ha
uma conexao entre o calculo integral e diferencial, onde o Teorema Fundamental do Calculo
relaciona a integral com a derivada. As integrais estao envolvidas em intmeras situacoes:
usando a taxa (derivada) podemos obter a quantidade (integral) de 6leo que vaza de um
tanque durante um certo tempo; utilizando a leitura do velocimetro de um o6nibus espacial é
possivel calcular a altura atingida por ele em um dado intervalo de tempo. Assim, pode-se
usar a integral para resolver problemas concernentes a volumes, comprimentos de curvas,
predicoes populacionais, saida de sangue do coracao, forca sobre uma represa, poténcia con-
sumida e a energia usada em um intervalo de tempo na cidade de Joinville, etc.

O Calculo da Area

Primeiramente aproximaremos a area da regia R delimitada por graficos de fungoes
por soma de areas de retangulos inscritos ou circunscritos para entao tomarmos o limite das
areas desses retangulos, a medida que se aumenta o ntimero destes, conforme a Figura 1.3.

Ay Ay
N

Figura 1.3: Aproximando areas com n retangulos

E desta forma, a area total desejada seré obtida pela soma das areas retangulares quando
suas bases se tornam cada vez menores, isto é, quando Az — 0 (ou equivalentemente, quando
o ntmero de retangulos se torna cada vez maior, isto é, n — 00). Vocé consegue formalizar,
matematicamente, este resultado?

Para dar inicio a essa formalizacao, veremos algumas defini¢oes auxiliares.

1.2 Particao

DEFINICAO 1.2.1 Seja [a,b] um intervalo. Denominamos particaode [a,b] ao conjunto or-
denado de pontos
P ={zxq,21,29,....,%; ..., Ty}

tais que
a=20<T1<T9<..<xp,=0>b

e que dividem |a,b] em n-subintervalos, a saber,

[170,.%1] s [171,$2] s [1'2,.1133] g ey [331‘,1, .lel] y eeny [l‘n,h ilj'n] s
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denominados intervalos da particao. Além disso, podemos escrever

H$0>~T1” =121 — 2o = Az
|[$1,$2]| = T9 — X1 = AZC2

|[12, 23]| = 23 — 22 = Awg
|[$i—1a ZL‘l” =T — Ti—1 = AI'Z
|[$n717xn]| =Tp — Tp—1 = Axn

Exempro 1.2.2 Considerando o intervalo [1,12], o conjunto de pontos P = {1,2,4,8,12} ¢
uma particao de [1,12]. Os intervalos dessa parti¢ao sao [1,2],[2,4],[4,8] e [8,12].
Naturalmente, temos 1 =xg <2 =11 <4 =29 < 8 =123 < 12 = 14.

DEFINICAO 1.2.3 Seja [a,b] um intervalo e considere
P = {$o,£€1,9€2,"' L Tgy e 7$n} e Q= {x07x17$27”' Y0yt Ty 7$n}
duas partigoes de [a,b]. Dizemos que a particao Q € um refinamento da particao P se P C Q.
ExXEMPLO 1.2.4 Consideremos o intervalo [1,12]. Os conjuntos de pontos
P={1,2,4,812} e Q={1,2,3,4,5,8,10,12}

sao duas partigoes de [1,12] com P C Q. Entao Q é um refinamento de P.

1.3 Soma Superior

Consideraremos sempre uma fungao continua f : [a,b] — R definida num intervalo fechado
[a, b] e limitada nesse intervalo, isto é, existem m, M € R tais que m < f (z) < M para todo
x € [a,b].

DEFINICAO 1.3.1 Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada e seja P = {xo, 1, To, ..., Tiy ..., Tp }
uma particao de |a,b], com a = xy < 11 < T3 < ... < x, = b. Seja M; o valor supremo de f
no intervalo [x;_1,z;], onde i =1,2,3,---  n. Denominamos soma superior de f em rela¢ao
a particio P e denotamos por S(f, P) a expressio:

g(f, P) = Ml(flfl — .T()) + MQ(IQ - (L’1> + ..+ Mn(l'n - xn—l) = Z M1<IZ — ZL’i_l). (131)

ExEmMPLO 1.3.2 Considere a fungao f : [0,2] — R definida por f(x) = xsenx. Na Figura
1.4 podemos ver o grdfico de uma soma superior referente a uma particao composta por 15
pontos. Jd uma soma superior referente a uma particio com maior nimero de pontos (80
pontos), € ilustrada pela Figura 1.5.

Note que, conforme aumentamos o nimero de pontos da particao, aqui uniformemente
distribuidos, a soma superior S(f, P) vai se aproximando da area sob o grafico de f(x) =
xsinx, no intervalo [0, 2].



0.5

f(x)=xsen x

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 X

Figura 1.4: Soma Superior, S(f, P), P com 15 pontos: A = 1,863 u.a.
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Figura 1.5: Soma Superior, S(f, P), P com 80 pontos: A = 1,746 u.a.

1.4 Soma Inferior

DEFINICAO 1.4.1 Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao limitada e seja P = {xo, 1, X9, ..., Ti, ..., Tp }
uma particao de [a,b], onde a = xo < x1 < Ty < ... < x, = b. Seja m; o valor infimo de f
no intervalo [z;_q,x;] para i =1,2,3,...,n. Denominamos soma inferior de f em relag¢io a
particao P e denotamos por S(f, P) a expressao:

ﬁ(f, P) = ml(Il - 370) + m2($2 — 961) + ...+ mn(xn - xn_l) Zmi(xi — xi_l). (1.4.1)

ExempLO 1.4.2 Considere a fungao f :[0,2] — R definida por f(xr) = xzsenx. Na Figura
1.6 podemos ver o grdfico de uma soma inferior referente a uma particao composta por um
nimero reduzido de pontos (15 pontos) e na Figura 1.7 de uma soma inferior referente a
uma particao com maior nimero de pontos (80 pontos).

Note que, aumentando o nimero de pontos de [a, b] a soma inferior S (f, P) vai se apro-
ximando da &rea sob o grafico de f (z) = zsinz no intervalo [0, 2].



0.5

f(x)=xsen x
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Figura 1.6: Soma Inferior, S(f, P), P com 15 pontos: A = 1,642 u.a.
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Figura 1.7: Soma Inferior, S(f, P), P com 80 pontos: A = 1,718 u.a.

1.5 Funcao Integravel
DEFINIGCAO 1.5.1 Seja f : [a,b] = R uma fungao. Dizemos que f é integrdvel se

lim S(f,P)= lim S(f,P)

n—-+oo n—-+oo
ou seja, se
LI TR RS SR
sendo P ={xg, 1,29, - ,Tn} qualquer particao de [a,D].

No caso de uma funcao integravel, denotaremos a integral definida de f de a até b
por

b
f(z)dr = lim E f () (@i — 2io1), onde x; € [zio1, 4]
a n—-+o0o

OBSERVACAO 1.5.2 As somas superiores e inferiores acima definidas sao casos particulares
n

de Somas de Riemann, que sio quaisquer expressoes da forma S = g f (w;) Az;, onde
i=1

w; € [T-1,x;] nao € ne-cessariamente um mdzimo ou um minimo de f em cada subintervalo
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da particao considerada, nem Ax; € necessariamente constante. No entanto, em nossos
Propositos, nao iremos considerar esses casos mais gerais.

Ainda, como f(x) pode ser negativa, certos termos de uma soma superior ou inferior
também podem ser negativos. Consequentemente, nem sempre S(f, P) e S(f, P) irdo repre-
sentar uma soma de dreas de retangulos. De forma geral, estas somas representam a soma
das dreas dos retdngulos situados acima do eizo-x (onde f > 0) com o negativo das dreas
dos retingulos que estao situados abaizo deste eizo (onde f < 0).

OBSERVACAO 1.5.3 Para calcular integrais definidas usando a defini¢cao de somas superiores
ou inferiores, serao usadas as sequintes expressoes:

() 14141+ +1=F

k vezes

(1+ k)k
2

k(k+1)(2k+1)

(i) 1+24+3+..+k=

(iii) 12 +22 432+ ... +k* =

k2 (k+1)°
4
k(k+1)(6k>+9k*+k—1)
30

(iv) B+282 433+ .+ =

(v) "+20 43+ L+ k=

EXEMPLO 1.5.4 Usando a defini¢cao de soma superior, encontre a drea delimitada pelas curvas
y=1224+1,2=0, =4 ey =0 (sabendo que a funcdio é integrdvel).

Solugao: Tomamos P = {x x1, T, ..., ¥, } uma parti¢ao do intervalo [0, 4], conforme ilustra
a Figura 1.8

0 1 2 3 4 X

Figura 1.8: Soma Superior de f(x) = 2?4+ 1 com 10 retangulos

Como os subintervalos da particao podem ser quaisquer, podemos admitir que todos

possuem o mesmo diametro, isto ¢, Axr = Az; = Azxy = ... = Ax,. Portanto, temos que
4—-0 4
Ax = = — e podemos atribuir valores para cada x; € P como sendo
n n

9 =0, 11 = Ax, 15 = 2Ax, v3 = 3Ax, ..., x, = nAx.



Seja M; o supremo de f(z) = 2* + 1 no intervalo [z;_1, z;]. Como neste exemplo temos
uma funcao crescente, o maximo de f em cada subintervalo ocorre no seu extremo direito,
ou seja, M; = f(x;). Assim, a soma superior de f é dada por

S(f,P) = MAx+ MyAx + MsAx + ... + M,Ax

— f(a)Aa+ f(r2)Dx+ fas)Ar + . + f(w,)Ax
f(Ax)Ax + f(2Az)Ax + f(3Az)Az + ... + f(nAx)Ax
= Az[(Az)*+ 1+ (2Az2)* + 1+ (3A2)* + 1 + ... + (nAx)* + 1]
= Az[l+1+ .. +1+(A2)*+4(A2)* +9(Az)* + ... + n*(Ax)?]
= Azx[n+Ar*(1+22+ 3%+ ... +n?)]

_ As (n N A$2n(n+ 1)(2n + 1))

6
4 n+4_2n(n+1)(2n—|—1)
n n? 6
64 (n+1)(2n+1)
_l’__
6 n?
32 ( 3 1) 64 32 2

S Wl (5 DI S T .
+3 +n+n2 +3+n+3n2

= 4

Portanto, a area desejada é dada por

! 432 32
/(:U2+l)dx: lim (4—1—6——#3——1—3—):@.
0

n—-+oo 3 n 3n2

Agora, se desejarmos encontrar a soma inferior de f, quais modifica¢oes deveremos efetuar
nos calculos acima? Sugere-se que o estudante refaca este exercicio, prestando bastante
atengao no que ocorre com as alturas dos retangulos inscritos e nas consequéncias deste fato.

EXEMPLO 1.5.5 Usando a definicao de soma inferior, encontre a drea delimitada pelas curvas
=16—2*, =1, v =4 ey =0 (sabendo que a funcdo € integrdvel).

Solugao: Tomamos P = {zgx1, %2, ..., &, } uma partigao do intervalo [1, 4], conforme ilustra
a Figura 1.9

y
16 \
12 l

Figura 1.9: Soma Inferior de f(x) = 16 — 22 com 10 retangulos



Como os subintervalos da particao podem ser quaisquer, podemos admitir que todos

possuem o mesmo diametro, isto é, Az = Az; = Axy = ... = Ax,. Portanto, temos que
4—-1 3 _
Axr = = — e podemos atribuir valores para cada z; € P como sendo
n n
ro=1,21=14+Ax, 29 =1+ 2Ax, x3=14+3Ax, ---, x, =1+ nAx.

Seja m; o infimo de f(z) = 16 — 2% no intervalo [z;_1,2;]. Como no intervalo [1,4] a

funcao é decrescente, o minimo de f em cada subintervalo ocorre no seu extremo direito, ou
seja, m; = f(x;). Assim, a soma inferior de f é dada por

S(f,P) = miAzx+moAx + m3Ax + .... + m,Ax

= f(x1)Az + f(z2)Ax + f(xs) Az + ... + f(z,)Ax

= f(1+Az)Az + f(1+2Az)Az + f(1 4+ 3Az)Ax + ...+ f(1 + nAx)Ax

= 16— (1+Az)* +16 — (1 +2A2)* +16 — (1 + 3Ax)* +--- + 16 — (1 + nAx)*|Az

= 16nAz +[1+2Az + (Azr)* +1+2-2Az + (2Az)* + 1+ 2 3Az + (3Ax)* +

+o 4+ 142 nAx + (nAz)?|Ax

= 16nAz —nAz —2(1+2+3+---+n)(Ar)* — (12 + 22 +3* + .- + n?)(Ax)?

n+1) n+1)(2n+1)

= 15nAx—2-n( 5 -(Aw)Q—n( 5 - (Ax)?
2 on3 2
_ 15n‘§_9‘n +n_9. n’ +3n°+n
n n? 2n3
9 27 9 45 9
— 45-9_2_9g_2t T _op 2 _ 7
59 n 9 2n  2n? 7 2n  2n2

Portanto, a area desejada é dada por

4
/ (16 — 2?)dz = lim (27 B i) = 27.
1

n—+o00 2n 2n2

OBSERVACAO 1.5.6 Até 0o momento nao erigimos que a func¢do seja continua. Isso porque a
condi¢cao de continuidade nao € necessdria para que uma funcao seja integrdvel. Daqui para
frente so trabalharemos com funcgoes continuas. A integrabilidade de funcoes nao continuas
nao serd objeto de nosso estudo.

Propriedades das Integrais

Se f,g: [a,b] — R sao fungdes integraveis, entao sao validas as seguintes propriedades:

b
i. Se f(x) é uma funcao constante, i.e., f(x) = ¢ entao / cdr = c(b—a).
b b
ii. Se k é uma constante entao / kf (x)dr = k:/ f(z)dx.
b b b
. / I (2) + g (2)]dz = / f (&) da +/ g (x) dz.

iv. Se f (z) < g(z) para todo x € [a, b] entao /bf (x)dr < /bg (x) d.



v. Se m < f(z) < M para todo = € [a,b], entao m (b —a) < /f Ydz < M (b—a).

SecEabentao/f dx—/f dm+/f

vii. A troca dos limitantes de integracao acarreta a mudanca no sinal da integral definida,

ou seja, ,
dr = — d
/a f () dzx /b f(x) dx

viii. /a f(z)dx =

EXEMPLO 1.5.7 Determine a soma superior e a soma inferior para f(x) = 2% — 2z + 2 no
intervalo [—1,2]. A seguir, utilize-as para calcular a drea da regiao situada abaizo do grdfico
de f e entre as retasy =0, x = —1 e x = 2.

Solugao: A Figura 1.10 ilustra o grafico da soma superior de f referente a uma particao
composta de 15 pontos. Observe que as alturas dos retangulos circunscritos nao possuem
o mesmo comportamento em todo o intervalo. Isso ocorre porque a funcao é decrescente
no intervalo [—1,1] e crescente em [1,2]. Para obter a expressao para a soma superior de f
usaremos a Propriedade v. Tomaremos uma partigao para o intervalo [—1, 1] e outra para o
intervalo [1,2].

y

v

-

Figura 1.10: Soma Superior de f(x) = z* — 2x + 2 com 15 retangulos

Soma Superior para o intervalo [—1, 1]

Seja P = {x¢ 21,22, ..., T, } uma particao do intervalo [—1, 1], de tal forma que todos os

subintervalos de P possuam o mesmo diametro, isto é, Az = Axry = Axy = -+ = Aux,.
1—(-1 2

Portanto, temos que a base de cada um dos retangulos é dada por Ax = # = —e
n n

assim podemos atribuir valores para cada x; € P como sendo
xo=—-1, r11=—-14+Ax, xo=—-1+4+2Ax, 235=—-1+3Az, ---, x, = -1+ nAx.

Agora vamos determinar as alturas dos retangulos circunscritos. Seja M; o supremo de
f(x) = 2® — 22 + 2 no subintervalo [x;_1, z;]. Como neste intervalo a fungao é decrescente o

10



méaximo de f em cada subintervalo ocorre no seu extremo esquerdo, ou seja, M; = f(z;_1).
Assim, a soma superior de f é dada por

S(f,P) = MAx+ MyAx + MsAx + -+ + M, Az
= f(wo)Az + f(z1)Az + f(22) Az + -+ + f(20o1)A2
= f(-DAz+ f(-1+Az)Azx+ f(-14+2Az)Ax+ -+ f(—=1+ (n — 1)Az)Az
= Az{5+ [(-1+Az)* = 2(—1+ Az) + 2] + [(=1+2Az)* — 2(—1 + 2Az) + 2] +
oo+ (14 (n = 1D)AZ)? = 2(=1+ (n — 1)Az) + 2]}

= Az{5+ [(1-2Az+ (Az)*) +2 = 2Az + 2] + [1 —4Az + 2°(Az)” + 2 — 4Az + 2] +

+oF [1-2n—1)Az + (n—1)*(Az)* + 2 — 2(n — 1)Az + 2]}
= Ac{5+ [5— 427+ (A0)"] + [5 - 8Az + 2%(An)"] +
_|_..._|_[5— (n—l)A:I:—i—(n—l)( )2]}

= Ar[on—4Ar (1424 +(n—=1) + (Ax)" (1 +22 4+ + (n = 1)*)]
_ 2.l5n—4 2 nn=1) +(2> Anzn 6(2n_1)
_ %-{571—4(71—1)—1—% (%)1

8 4 3 1 14 4 4
= 2+E+§ 2——4+—= )= — 4+ -4+ —

n  n? 3 n  3n?

Soma Superior para o intervalo [1, 2]

Seja @@ = {xo,x1, 29, ...,2,} uma particao do intervalo [1,2], de tal forma que todos os

subintervalos de () possuam o mesmo diametro, isto é, Az = Axry = Axy = -+ = Aux,.
Portanto, temos que a base de cada um dos retangulos é dada por Ax = 21 = l e assim
podemos atribuir valores para cada x; € () como sendo " "

xo=1, z1=1+Ax, x9=1+4+2Ax, z3=1+3Azx, ---, v, =1+ nAx.

Como neste intervalo a funcao é decrescente as alturas dos retangulos circunscritos, M;,
ocorre no extremo direito de cada subintervalo, i.e., M; = f(x;). Assim a soma superior de
f em [1,2] relativa a parti¢ao @ é dada por

S(f,Q) = M Ax+ MyAr + MsAx + --- + M,Ax
= flz)Az + f(z2)Az + f(23)Az + - + f(zn) A
= [f(14+Az)+ f(14+2Az) + f(14+3Az) + --- + f(1 + nAzx)|Az
= {[Q1+Az)* =21+ Az) + 2] + [(1 +2Az)*> — 2(1 + 2Az) + 2] +
+[(143Az)> —2(1 + 3Az) + 2] + - - - + [(1 + nAz)* — 2(1 + nAz) + 2]} Ax

= {[1+ (A2)’]+ [1 + (2A2)*)] + [1 + (3Az)?*] + - - - + [1 + (nAx)*]} Az
= nAr+ (12 + 224+ 324 .- +nH)(Az)?

L, nn+1)n+1) (l P41 1

n

- "y 6 372 o2
Portanto, a soma superior de f em [—1,2] é
14 4 4 4 1 1 9 3
PUQ)==+—-F5+s+—+-—5=06+——+ —.
5(1. Q) + +Z377,2+?)+2n+ n? +2n+2n2
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Para determinar a soma inferior de f, basta encontrar as alturas dos retangulos inscritos.
A Figura 1.11 ilustra o grafico da soma inferior de f referente a uma particao composta de
15 pontos. Observe que as alturas dos retangulos inscritos nao possuem o mesmo comporta-
mento em todo o intervalo. Isso ocorre porque a fungao é decrescente no intervalo [—1,1] e
crescente em [1,2]. Para obter a expressao para a soma inferior de f usaremos novamente a
Propriedade v, tomando uma parti¢ao para o intervalo [—1, 1] e outra para o intervalo [1, 2].

l y
l 4

Figura 1.11: Soma Inferior de f(z) = 2? — 2x + 2 com 15 retangulos
Soma Inferior para o intervalo [—1,1]

Considere a particao P tomada acima. A altura dos retangulos inscritos, m;, ocorre no
extremo direito de cada subintervalo [z;_1, x;], i.e., m; = f(x;).
Assim, a soma inferior de f em [—1, 1], relativa a parti¢ao P, ¢ dada por
S(f,P) = miAz+ moAx +mgAzx+ - +m,Ax
= f(x1)Az + f(z2)Ax + f(x3)Az + - + f(z,)Az
= f(=1+Az)Az + f(—14+2A2)Az + f(—=1+3Az)Az + -+ f(—=1+nAz)Ax
= Az{[(-1+Az)* = 2(—1+ Az) + 2] + [(-1 + 2Az)* — 2(—1 + 2Az) + 2] +
+ 4 [(-1+nAz)®* = 2(-1+nAz) + 2] }
= Az{[l-2Az+ (Az)* +2 - 2Az+ 2] + [1 —4Az + 2°(Az)* + 2 — 4Az + 2] +
+-o 4 [1 = 2nAz 4+ n*(Az)? + 2 — 2nAz + 2] }
= Az{[56—4Az + (Az)’] + [6 — 8Az + 2°(Az)’] 4+ - - + [ — dnAz + n*(Az)*] }
= Av[5n—4Az(1+2+ - +n)+ (Azx)® (1+22+ - +n?)]

.[5n_4.z.w+(z)?n<n+1><2n+1>

n 2 n 6

2

n

2 2 on?+3 1
_ _.{571_4(%1”_.(%)]

n 3 n

o, 8.4 (3 1) _14 4 4
N n 3 n o 3n?%

n  n?

12



Soma Inferior para o intervalo [1,2]

Considere a particao ) tomada acima. A altura dos retangulos inscritos, m;, ocorre no
extremo esquerdo de cada subintervalo [x; 1, ;] i.e., m; = f(x;_1).
Assim, a soma inferior de f em [1,2], relativa a parti¢do @, é dada por

S(f,Q) = miAz+myAx +msAx + -+ m,Ax
= flzo)Az + f(z1)Az + f(22)Az + -+ + f(2no1) A2
= f(DHAz+ f(1+Ax)Az+ f(1+2Az)Az+ -+ f(1+ (n—1)Az)Azx
= Az{l+[1+Az)* —2(1+Az) +2] + [(1 +2Az)* — 2(1 + 2Az) + 2] +
+o+ [(T+ (n—1)Az)> —2(1+ (n — 1)Az) + 2]}
Ar{l+ 14 (Az) ]+ 1+ Az + -+ [1+ ((n — DAz)?]}
= nAz+[12+2°+ .-+ (n—1)?(Ax)?
B n'l+(n—1)n(2n—1)'(l)3:4 11

n 6 n 3 2n ' 6n2

3 2n  6n?

Portanto, a soma inferior de f em [—1,2] é

14 4 4 4 1 1 9 3
S(FPUQ)= —— -4 — 4+ - — — 4+ — =6 — — + —.
(S, @) 3 n+3n2+3 2n+6n2 2n+2n2

Finalmente, utilizando a soma superior de f, obtemos que a area da regiao desejada é
dada por

1 2
A = /(x2—2x—|—2)dx+/(x2—2x+2)d:17
- 1

1

. 14 n 4 n 4 T 4 n 1 n 1 14 n 4 6

= lim [—+ -4 — im |-+ —4+—|=—+=-=6.
n—+oo \ 3 n  3n? n—stoo \ 3 2n  6n? 3 3

Note que obteriamos o mesmo resultado utilizando a soma inferior de f.

1.5.8 Teorema do Valor Médio para Integrais

b
TEOREMA 1.5.9 Se f : [a,b] — R € continua, existe ¢ € [a,b] tal que / f(x)de =
f(e) (b—a).

4
76
ExXEMPLO 1.5.10 No Fxemplo 1.5./ obtemos que / (2% + 1)dx = 3 Determine, se existir,

0
um numero que satisfaca o teorema do valor médio para esta integral.

Solugao: Como f(z) = 2?+1 é uma fungio continua no intervalo [0, 4] o Teorema do Valor
Médio para Integrais garante que existe ¢ € (0,4) de modo que

/0 (22 + 1)dz = f(c)(4— 0).

Assim,



V3

Observe que ¢ = ——— nao esta no intervalo que procuramos a solucao. Portanto, ¢ = 3

satisfaz a conclusao do Teorema 1.5.9.

O Teorema do Valor Médio para Integrais tem uma interpretacao geométrica interessante

se f(x) > 0 em [a,b]. Neste caso / f(x)dx & a area sob o grafico de f de a até b, e 0 nimero

f(c) do Teorema 1.5.9 é a ordenada do ponto P do gréfico de f com abscissa ¢ (veja a Figura
1.12) Tragando-se uma reta horizontal por P a éarea da regiao retangular limitada por essa
reta, pelo eixo z e pelas reta © = a e x = b é f(c)(b— a) e que, pelo Teorema 1.5.9, ¢ a
mesma que a area sob o grafico de f de a até b.

4y y=f(x)

P(c, f(c)

X
Figura 1.12: Interpretagao geométrica do Teorema 1.5.9

OBSERVACAO 1.5.11 O nimero ¢ do Teorema 1.5.9 nao é necessariamente inico. De fato, se
f for uma funcao constante entio qualquer nimero ¢ pode ser utilizado.

OBSERVAGAO 1.5.12 O nimero

1 b
- a/ f(z)dz € dito valor médio de f em [a,b].

1.6 Teorema Fundamental do Calculo

Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua integravel. Vamos fixar o limite inferior a e variar
o limite superior. Definiremos a funcao

:/wf(t)dt Vz € [a,b].

Caso f (t) seja sempre positiva, entao F' (z) serd numericamente igual a area do trapezoide
curvilineo da Figura 1.13.

TEOREMA 1.6.1 Seja f : [a,b] — R uma func¢io continua no intervalo [a,b], entio a
fungao F (x) = / f(t)dt é uma primitiva da fungao f, ou seja, F' (z) = f (z).

a

14



ZER

F(x)
Flxray) )

a X X+AXx X

Figura 1.13: Representagao geométrica de F'(x)

DEMONSTRAGAO: Utilizando a definicao de derivada, temos que

/ . F(z+Ax) - F(z)
Fiz) = Alggo Az

. 1 r+Ax T
= AI;IEOA_:U{/(; f(t)dt—/a f(t)dt]
T r+Ax T
_ Alixgoﬁ[/a f(t)dt+/x f(t)dt—/a f(t)dt]

1 rz+Azx

T A ), SO

porém, pelo Teorema 1.5.9, sabemos que existe ¢ € [z, x + Az] tal que

[ rwd= 1@ s A0 = foar

e portanto
F'(z) = lim f(c)

Az—0

mas, quando Az — 0 temos que ¢ — = como f é continua, obtemos que f (¢) — f(z) e
assim fica demonstrado que
F Azx)—F
Fl(2) = tim LEFADZF@) oy

Az—0 Az

Uma consequéncia desse teorema ¢é o corolario que segue:

COROLARIO 1.6.2 Se [ : [a,b] = R for continua no intervalo |a,b], entao F : [a,b] — R ¢
derivdvel em (a,b) e F' (z) = f (x).

A fungao F : [a,b] — R, definida acima, é denominada primitiva de f : [a,b] — R e pelo
Teorema 1.6.1 toda func¢ao continua num intervalo [a, b] possui primitiva em |[a, b].

TEOREMA 1.6.3 Se f : [a,b] — R for continua em [a,b], entio

b
| #a)iz =) - 6t
onde G é qualquer primitiva de f, isto €, uma funcao tal que G' = f.

15
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DEMONSTRACAO: Seja F(x) = / f(t)dt. Pelo Teorema 1.6.1 sabemos que F'(z) = f(z),

a
isto ¢, F' ¢ uma primitiva de f. Se G for qualquer outra primitiva de f em [a,b], entao elas
diferem por uma constante, isto é,

GO~ Gla) = [FO) + ~ [F@+ = [ s~ [ foae= [ s

Trocando ¢ por x obtemos
b
| #a)iz =) - 6t

como queriamos demonstrar. [ ]

A notacao usual é
b

[ e =)

a

O teorema fundamental do célculo permite que sejam determinadas as integrais definidas
das func¢oes continuas em intervalos fechados sem usar o método visto para encontrar somas
superiores e inferiores.

ExXEMPLO 1.6.4 Utilizando o Teorema Fundamental do Cdlculo encontre a drea sob o grdfico
de f:10,4] — R definida por f () = 2* + 1.

Solucgao: Pelo Teorema 1.6.3 a area desejada é dada por

4 3 4
64 76
A= [ @@+ 1)de = = = 4=
/O(x—l—)x 3+:r;0 5t 3

Compare este resultado com o resultado obtido no Exemplo 1.5.4.

ExeMPLO 1.6.5 Calcule a drea da regido situada entre o eizo x e a curva f(x) = §(2?—22+8),
com x no intervalo de [—2,4].

Solugao: Uma representacao grafica pode ser visualizada na figura 1.14.
Pelo teorema fundamental do calculo temos que

41 1 3
A = /2§(x2—2:v+8)dx:§(%—x2+8x)_2
1 [43 (—2)3
= — | -4 4) — 2)?2 -2
s|5-eesw- (G- corasen)
1 [64 8 60 15
= S| = —164+32+-+4+16| = — = — wa.
8[3 6+3 —|—3+ +6} 3 5 U0

16
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Figura 1.14: Area sob o gréfico de f(z) = §(2? — 2z + 8)

1.6.6 Foérmulas Classicas para Resolver Integrais (Revisao)

Para utilizar o teorema fundamental do calculo, é essencial que se saiba obter a primitiva
(anti-derivada) de uma fungao. Vamos entao relembrar, do calculo I, alguns processos clas-
sicos de integracao que serao muito titeis na resolucao de problemas que envolvem integral
definida.

i. Mudancga de Variavel

TEOREMA 1.6.7 Sejam f : [a,b] — R uma funcdo continua e g : [, f] — R uma fungdo
derivdvel tal que g’ € integrdvel e g ([, B8]) C [a,b] e, além disso g () = a e g () =b. Entao

b B
[ r@aa= [ g wa

DEMONSTRAGAO: Sejam f : [a,b] — R uma fungao continua e g : [a, 8] — R uma funcao
derivavel com ¢’ integravel e g ([a, 8]) C [a,b] com g(a) = a e g(8) = b. Entao f possui
uma primitiva F' : [a,b] — R e, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

[ 1@ a=rFe) - o),
Por outro lado, pela regra da cadeia temos que
(Fog) ()= F'(9(0) g (1) = £ (9.(1)) ¢ 1
para todo t € [«, ], consequentemente,
(Fog)(t): 0,8 » R

¢ uma primitiva da fungao integréavel f (g (¢)) ¢’ (t). Portanto, obtém-se:

B b
[ty wi=ri@)-Fa@)= [ 1w

Vr—1

X

5
ExXEMPLO 1.6.8 Calcular a integral definida / dz, usando o Teorema 1.6.7.
1

17



Solugao: Primeiro vamos encontrar a funcao g (t). Seja t = v/z — 1 (note que ¢ > 0), entao
podemos escrever x = t? + 1 e assim obtemos ¢ (t) = t* + 1, cuja derivada é ¢ (t) = 2.
Vamos agora determinar os valores de o e 5. Como temos que g (o) =a=1eg(f)=b=5
segue que

?+1=1 = a’>=0 = a=0
B+1=5 = p’=4 = p=2

Na sequéncia, determinaremos f (g (t)). Como f (z) = , obtemos
Vo —1 V2r1-1 t
Fla(®) = _VEHL-L b
g () 241 241

Finalmente, vamos determinar o valor da integral, usando o Teorema 1.6.7, obtemos:

5 2 2 2 2 42
V=1 t t 2411
v = / _ 2tdt—2/ dt = /+—dt:
T 0t+]. 0 t2 1 0 t2+1

2 42
241
= 2 dt — 2 =
/0t2+1 t2+1 / /t2

2

= 2t| —2arctant| =4 — 2arctan?2.

0 0

ii. Integracao por partes

TEOREMA 1.6.9 Sejam f,g: [a,b] — R fungdes que possuem derivadas integrdveis, entdo

L/f@W@szﬂ@ﬂ@

Na pratica, costumamos chamar

e substituindo na igualdade acima, obtemos:

b b b
/udv:uv —/ vdu.

a
. . 3 .3
EXEMPLO 1.6.10 Determine o valor da integral sin® xdx.
0

jus

Solugao: Nesse caso, fazemos:

u=sgin’x = du=2sinzxcosxdr
dv =sinzdr = v:fsinxd:c:—cosx

18



e encontramos

s
jus 3 s
3 .3 .9 3 .
/ sinxdx = sin®x(—cosz) —/ — cos z(2sin z cos z)dx
0 0 0
s
3 jus
-2 3 2 .
= —sin“zcosz —|—2/ cos” z sin xdx
0 0
jus
3
2 2 3

= (—sin T CosT — 7 o8 )

1.7 Integrais Improprias

DEFINICAO 1.7.1 Seja [ : [a,00) = R uma fungdo continua para todo x € [a,+00). Defi-

nimos
—+o0

b
fa)da = lim_ [ f(@)d

a

desde que o limite exista.

1

T2

+oo
ExXEMPLO 1.7.2 Encontre o valor numérico da integral /
0

.8
0.6
0.4

0.2

5 ) 3 2 4 0 1 2 3 4 5 X

Figura 1.15: Area sob o gréfico de f(z) = —

1422

Solugao: Veja o grafico de f na Figura 1.15. Pela defini¢ao 1.7.1 temos que

b

+o0o 1 b 1
/ dr = lim / dr = lim arctanz
0 14+ 22 b—+oo Jo 14 22 b—+00

T
= lim (arctanb — arctan0) = lim arctanb = —.
b—+o0 b—+o00 2

0

DEFINICAO 1.7.3 Seja f : (—00,b] — R wma fun¢ao continua para todo x € (—o0,b).
Definimos

[ r@a= g [rea

a

desde que o limite exista.

E |
14 22

EXEMPLO 1.7.4 Fncontre o valor numérico da integral /

—0o0

19



Solucgao: Pela definicao 1.7.3 temos que

1 ° 1
/ sdr = lim ——dr = lim arctanz
oo 1 + x a——oo [, 1 +x a——00 .
. : T 0
= lim [arctan0 — arctana] = — lim arctana = — (——) = —.
a——00 a——00 2 2

DEFINICAO 1.7.5 Seja f : (—00,00) = R uma fun¢ao conti nua para todo x € (—oo, +00).

Definimos
+o00 b
f( = lim /f )dx + lim /f(:c)d:z:
_ a——00 b—+o00 c
desde que os limites existam.
400 1
EXEMPLO 1.7.6 Fncontre o valor numérico da integral / T Sdx.
oo T
Solucgao: Pela definicao 1.7.5, tomando ¢ = 0, obtemos
400 1 0 1 b
/ dr = lim ;dr + lim
e 122 as—oo J, 14 x botoo Jo 1+ a2

0 b

4+ lim arctanz
b—+oo

= lim arctanzx
a—r—0o0

a 0
= lim (arctan0 — arctana) + lim (arctanb — arctan0)

a——00 b—+o00
= lim arctanae + lim arctanb
a——00 b—+o0
= —|—= — =T
2 2

1.8 Integral de uma Func¢ao Descontinua num Ponto c
€ |a, b]

DEFINICAO 1.8.1 Seja f : [a,b] — R wma fungao continua no intervalo [a,b], exceto no
ponto ¢ € [a,b]. Definimos

b « b
/ f(x)dx = lim f(x)dx + ﬁlim f(z)dx
a a—C a —Cc B

desde que os limites acima existam.

1

. . 1
EXEMPLO 1.8.2 Encontre o valor numérico da integral / —dx.
1 X
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,
2 0 2 S
X

Figura 1.16: Area sob o gréfico de f(z) = =

Solugao: O integrando é continuo em todo ponto pertencente ao intervalo [—1,1], exceto
em x = 0 (observe a Figura 1.16). Pela defini¢ao 1.8.1, temos que

1 1 ' @ 1 . 1 1
/ —dxr = lim —dx + lim —dx
_q z? a—0- ) _4 2 g0+ Jg a2

@ 1
-1
= lim —

+ lim |frac—1z
a—0— X B—0T

-1

=t |- ()] - ()]

= [+oo— 1]+ [-1+4 0] = 00
. r . . .
Consequentemente, a fungdo f(z) = —; ndo ¢é integravel no intervalo [—1, 1].
x

OBSERVACAO 1.8.3 Quando os limites que aparecem nas defini¢coes anteriores existirem e
forem finitos, dizemos que a integral imprépria converge. Caso contrdrio, ou seja, quando
um dos limites nao existir, dizemos que a integral impropria diverge.

1.9 Aplicacoes da Integral Definida

1.9.1 Area em coordenadas retangulares

Vimos que, se uma fungao f for nao negativa, isto é, f (z) > 0 para todo x no intervalo
[a, b], entdo a area da regiao delimitada pelas curvas x =a, x =b,y =0e y = f(z) é dada
por

A:/abf(a:)dx.

No caso mais geral, estaremos interessados em calcular a area da regiao situada entre os
graficos de duas funcgoes f e g, com f(x) > g(z) para todo = € [a,b], de acordo com a Figura
1.17.

Nesta situagao, devemos utilizar uma diferenca de areas e obter que

a= [ [y = [ G - g e

21



a b Bc
Figura 1.17: Regiao entre duas curvas

Na expressao acima, o termo f(x) — g(z) corresponde a altura de um retangulo infinite-
simal de base dx.

Note que, se uma func¢ao g for negativa, isto é, se g(x) < 0 para todo = € [a,b], a &rea
da regiao situada entre as curvas x = a, x = b, y = 0 e y = g () serd dada por

A= /ab (0 — g(z)) dz = —/abg(x)dx.

ExEMPLO 1.9.2 Calcule a drea da regiao situada entre o eizo x e o grafico da fungao f (x) =
2x, com x no intervalo [—2,2].

Solugao: A representagao grafica de f pode ser observada na Figura 1.18. Como esta fungao
tem imagem negativa no intervalo [—2, 0] e nao negativa no intervalo [0, 2], devemos proceder
como segue

Figura 1.18: Area entre o eixo x e o grafico de f(z) = 2z

0 2 0 2 0
A= / (0 — 2x)dx + / (2z — 0)dx = / —2xdx + / 2vdr = —2°
—92 0 —2 0

-2

2

+z° =8 u.a.

0

Logo, a area sob o grafico da func¢ao f (x) = 2z, no intervalo [—2,2], é igual a 8 unidades de
area.

22



ExeMPLO 1.9.3 Calcule a drea da regido delimitada pelas curvas y = x° e y = /7.

Solugao: Nesse exemplo nao foi especificado o intervalo em que esta situada a regiao deli-
mitada pelas curvas. Devemos determinar este intervalo encontrando os pontos de intersecao
das curvas.

y=a’

Para isso, basta resolver o sistema de equacoes { Y= F E facil ver que a solucdo

vem da igualdade 22 = /7 e os valores de x que tornam essa sentenca verdadeira sio x = 0
e z = 1. Desse modo, a regido delimitada pelas curvas y = 22 e y = /7 fica determinada se
z € [0, 1].

r
1‘y

»
05 1
0 X

Figura 1.19: Regido delimitada por y = 2 e y = /7.

De acordo com a Figura 1.19, podemos observar que a area desejada pode ser obtida
através da diferenca entre as areas das regioes situadas sob o grafico de y = /z e sob o
gifico de y = 22, com z € [0,1].

Assim, temos que

1
Portanto, a 4rea desejada é igual a 3 unidades de area.

EXEMPLO 1.9.4 Calcule a drea da regiao hachurada na Figura 1.20.

y=1/x

05f==========="" “““““"": """""""""""""" "

Figura 1.20: Area sob o gréfico de f(z) = 3(2? — 2z + 8)

Solugao: Primeiro vamos identificar a lei que define as funcoes lineares presentes no grafico.
Uma reta passa pelos pontos (0,0) e (1,1) e a outra passa pelos pontos (0,0) e (2, %) Portanto
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as equacoes destas retas sao y = x e y = 7, respectivamente. Existem vérias maneiras de

calcular esta adrea, uma delas esta apresentada a seguir:

! 1 27101
A = /0 <x—1x)dx+/1 (E_z_lx)da:
3 1

Portanto, a area desejada é igual a In(2) unidades de area.
EXEMPLO 1.9.5 Achar a drea da regiao delimitada pelos grdficos de y +x?> =6 e y + 2z = 3.

Solucgao: Inicialmente, encontramos as intersecoes das curvas:
=6 — z2
{y Y o 6-22=3-20 = 22-20-3=0 = r=—loux=3

A seguir, fazemos a representacao grafica da area delimitada, conforme ilustra a Figura
1.21.

Figura 1.21: Area delimitada por y + 22 =6 e y + 2z = 3.

Podemos entao obter a area desejada calculando a &rea sob a parabola e descontando a
area sob a reta, no intervalo de [—1, 3], ou seja,

A = /[(6—9&2)—(3—2x)]dx

-1

3
= / (3 — 2* + 27)dx
-1

3 3

x
= 31— " + 22
X 3+x ,
27 1 32

— 09— 9 (34-41)=2ua
3—|- ( +3+) 5 u-a
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32
Portanto, a area desejada é igual a 3 unidades de area.

EXEMPLO 1.9.6 Encontre o valor da drea delimitada pelas curvas y = 2%, y = 2 — 2% e
=2z + 8.

Solugao: Inicialmente vamos fazer uma representacao grafica, conforme ilustra a Figura
1.22. Na sequéncia, vamos encontrar as intersecoes das curvas.

/4 3 -2/ K] 1 \2 3 4
Figura 1.22: Regiao delimitada pory =22, y=2—2%ey =2x+38

y=a’

=2 +8 cujas solucoes sao r = 4, y =

Para a reta e a parabola, temos o sistema {

16ex=-2 y=4.

2
. . = . ~ ~
Para as duas pardbolas, temos os sistemas { Y 5 cujas solugoes sao x = 1, y =
y=2—=x

lex=-1, y=1.
Como ocorre duas trocas no limitante inferior da regiao, devemos dividir a area desejada
em trés partes, a saber:

-1 -1
A = / (20 + 8) — (22)dx = / (20 + 8 — 22)dx — 2
—2 —2

1 1
Ay = /(2I+8)—(2—1‘2)dx:/ (2$+6+x2)dx:§,

Ay = /4(23: +8) — (z%)dx = 18.

Portanto, a area desejada é dada por

8 38 100

ExeEmpPLO 1.9.7 Calcule, de duas formas distintas, a drea da regiao delimitada pelas curvas
x:y+1 ex:yQ—l.

Solucgao: Iniciamos com a representacao geométrica da regiao, que esta esbocada na Figura
1.23. A seguir, devemos encontrar os pontos de intersecao entre as curvas, igualando suas
equacoes, obtendo

Y —1l=y+1 = yYP—-y—-2=0 = y=-1 e y=2
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Figura 1.23: Regido entre as curvas z =y +lex =19% — 1

N
©
=v

e ainda,
y=—1 = 22=0 e y=2 = z=3.

Uma primeira forma de calcular a drea desejada é proceder como nos exemplos anteriores,
onde tomamos x como variavel de integracao. Para isso, devemos isolar y em funcao de =z,

obtendo
y=xz—1 e y==xvr+1

Note que o sinal positivo na tltima equacao corresponde a porcao da parabola situada
acima do eixo x e o sinal negativo corresponde a parte situada abaixo do eixo.
Como ocorre troca na limitacao inferior da regiao, devemos tomar uma soma de integrais

para calcular sua area, conforme segue
0 3
A = / Va+ —(—\/:U+1)dx+/ Ve+1—(z—1)dx
-1 0
0 3
= / 2\/:c—|—1d:c+/(\/:c+1—:z:+1)dx
1 0

3
4 2 2
= 3 (xr+1)3 +§ (x—}—l)?’—%—I—x
-1 0
_ 4169 . 2
- 3732 32"

Uma segunda maneira de calcular esta area é mantendo y como variavel independente e
tomar a integracao em relacao a y. Neste caso, a curva superior esté situada a direita,ou seja,
é areta ¥ = y+ 1 e a curva inferior esta situada a esquerda, ou seja, é a parabola z = 3% — 1.
Como desta forma nao ocorre troca de limitacao, podemos calcular a drea tomando uma

Unica integral




Observe que a troca da variavel de integracao resultou numa expressao cuja integral
era mais simples de ser resolvida. Desta forma, é importante saber escrever integrais que
permitem calcular areas tomando tanto x quanto y como variaveis de integracao, para depois
optar por resolver aquela que se mostrar mais simples.

EXEMPLO 1.9.8 Fscreva a(s) integral(is) que permite(m) calcular a drea da regiao delimitada
simultaneamente pelas curvas de equacoes y =\/x — 2, x +y =2 e x + 2y = 5, tomando:

(a) integracao em relagao a x. (b) integrag¢ao em relagio a y.

Solugao: Iniciamos com a representacao geométrica da regiao, esbhocada na Figura 1.24.
Note que temos apenas o ramo superior da parabola, pois y = vx —2 > 0.

Ay

3

2

=V

K 1 2\ 3 4

Figura 1.24: Regiao delimitada pory=+vx —2, 2 +y=2ex+2y=>5

O proximo passo é obter as interse¢Oes entre as curvas.
r+y=2

T2 =5 , cuja solucao é x = —1, y = 3.

Entre as duas retas, temos o sistema {

. =+\r—2 . -
Entre a parabola e uma das retas, temos o sistema { yx n y:v_ 5 o CUjA solucao é r = 2,
y=0.
. =V —2 . ~
E entre a outra reta e a parabola, temos o sistema { yx+ 2;_ 5 v cuja solucao é =z = 3,
y=1.
Agora podemos montar as integrais que permitem calcular a area desejada.
. - - . N dD—x
(a) Tomando integracao em relagao a x, devemos isolar y em funcao de z,obtendo y = 5

para a reta superior, y = 2—x para a reta inferior e y = v/x — 2 para a parabola, que também
¢ um limitante inferior. Como ocorre troca na limitacao inferior em x = 2, precisamos de
duas integrais.

A = /21(5;$)—(2—x)da;+/23(5;36)—( v —2)da

2 3 _
= / 1+xd:v+/ (5 JE—\/x—2>dgc.

(b) Tomando integracao em relac¢ao a y, devemos isolar = em fungao de y, obtendo z = 5—2y
para a reta superior, = 2 — y para a reta inferior e x = y? + 2 para a parabola, que neste
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caso também é um limitante superior. Como ocorre troca na limitacao superior em y = 1,
necessitamos também de duas integrais.

/D(y2+2)—(2—y)dy+/l(5—2y)—(2—y)dy
- /01(y2+y)dy+/1 (3 —y)dy.

Neste exemplo, as duas expressoes obtidas envolvem soma de integrais. Mesmo assim,
é facil notar que a expressao na qual y é a variavel independente é a mais simples de ser
resolvida. Assim, se o enunciado solicitasse que fosse calculado o valor numeérico da area em
questao, deveriamos optar por resolver esta expressao.

A

1.9.9 Area delimitada por curvas escritas em equacoes paramétri-
cas

Seja y = f (z) uma fungao continua no intervalo [a, b], cujo grafico delimita uma regiao R.
A seguir, vamos obter uma nova expressao para a area da regiao R, utilizando as equacoes
paramétricas x = ¢ (t) e y = ¢ (t), com t € |«, 5], da curva descrita por f. Para isto, basta
lembrar que a area de uma regiao retangular é dada por

A:/abf(x)dx:/abydx.

Agora, fazendo a substituicao y = ¢ (t) e dv = ¢'(t)dt e supondo que a = ¢(«) e
b= ¢(f) obtemos a expressao para o calculo de drea em coordenadas paramétricas:

B
A= [ oo

2 2
EXEMPLO 1.9.10 Encontre a drea delimitada pela elipse — + vo_ 1.

a?  b?
Solugao: As equagoes paramétricas da elipse dada sao
r=¢(t) =acost e y =1 (t) = bsint.
Desse modo, temos que
dr = ¢' (t)dt = —asintdt
Vamos agora determinar os valores de o e 5. Utilizando a quarta parte da area desejada,
temos que x varia de 0 até a. Assim, podemos fazer r = ¢ (o) =0 e 2 = ¢ () = a. Logo
gb(oz):0:>acosoz:():>coscv:0:>a:g
¢(f)=a=acosf=a=cosf=1=p3=0.

Agora, para obter a area total interna a elipse basta utilizar a simetria da regiao e obter
que

0 0
A = 4/ bsint(—asint)dt = —4ab/ sin® tdt
3 3

s
T 2

51 1
- 4ab/2—(1—0082t)dt:2ab <t——sin2t>
. 2 2

0

= 2ab z—lsinw—O = abr.
2 2
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. . . : = 2cost
ExeEMPLO 1.9.11 Calcular a drea da regiao que € interior a elipse E7 = { i_ Asint
T = 2cost

exterior a elipse Foy = { y = sint

Figura 1.25: Regiao entre as elipses.

Solucgao: A regiao cuja area desajamos calcular pode ser vista na Figura 1.25. Novamente,
podemos utilizar argumentos de simetria e calcular a area da regiao situada no primeiro
quadrante do plano xy e multiplicar o resultado por quatro. Neste quadrante, temos que
x € [0,2]. No entanto

r=0=2cost=0=1t=7F
r=2=2cost=2=cost=1=1=0,

logo, para descrever a regiao que nos interessa, em coordenas paramétricas, devemos integrar
de t = 5 até ¢ = 0. Assim, notando que neste exemplo devemos tomar a diferenga entre as
areas sob as elipses F; e Fs, obtemos

0 0
A = 4/ [4sint(—28int)dt—4/ sint(—2sint)]dt

0 0
= /(—3251n2t+85in2t)dt:/ —24sin® tdt

2 2
31 12
- 24/2 Z(1 = cos 2t)dt = (12t - —sin2t)
. 2 2

Jus
2

= 67 u.a.

0

1.9.12 Area de um setor cuvilineo em coordenadas polares

Seja r = f (f) uma fungao continua que descreve uma curva em coordenadas polares, no
intervalo [a, §]. Como nosso interesse é determinar a area da regiao delimitada por r = f ()
vamos tomar uma partigao do intervalo [« 8], conforme ilustra a Figura 1.26.

Seja X = {6y, 01, 0,,05,...,0,} uma partigao de [«, 5] em que

a:90<91<92<03<...<9n:ﬁ.

Sejam A6y Aby Abs ..., Ab, os subarcos da particao X e seja r; o comprimento do raio
correspondente a um angulo & € Af;, isto é, 6, 1 < & < 0,.
A area do setor circular de raio r; e arco A#; é dada por

% (7“2‘)2 Agl

e a area aproximada area da regiao delimitada por r = f (0) é dada por

A=
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0=p

=1(0) 0=0i

T 0=0i-1

AOi 0=a

Figura 1.26: Regiao Polar, com Af; =0, — 0, 1 e r; = f(6;).

i=1

Seja |Af| o subintervalo de maior diametro da particao X. Entao, se n tender a infinito
teremos que |Af| tendera a zero. Desse modo poderemos escrever

N UV B L
A=l = i 305 0 a0 = [ ras
ou seja,
1 [P
A:§/7%a (1.9.1)

que nos fornece uma expressao para o calculo de areas delimitadas por curvas em coordenadas
polares.

EXEMPLO 1.9.13 Determine a drea da regiao que € simultaneamente exterior a cardioide r =
1 —cosf e interior ao circulo r = 1.

Solugao: A Figura 1.27 ilustra a regiao considerada.

Figura 1.27: Regiao delimitada por um cardidide e por uma circunferéncia.
Como esta regiao é simétrica em relacao ao eixo z, podemos calcular o dobro da area

da porcao situada no primeiro quadrante do plano xy. Neste quadrante, temos que o angulo
polar # varia no intervalo [0, 7]. Ainda, devemos notar que a area desejada é dada, em
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coordenadas polares, pela diferenca entres as areas da circunferéncia e da cardioide. Assim,
usando a expressao 1.9.1, obtemos

2 [z 2 [32 3
A = —/ 12do — —/ (1 —cosf)?df = / (2cos — cos® §)df
2 Jo 2 Jo 0

2 1 1,1 :
= / QCOSQ—5(1+COS29)d9:28in9—§9—ZSiHQQ

0

—2_

e

™
Portanto, a area desejada é igual 2 — — unidades de area.

EXEMPLO 1.9.14 FEscreva, em coordenadas polares, a integral que calcula a drea da regiao
simultaneamente exterior a circunferéncia r =1 e interior a rosdcea r = 2 cos(20).

Solucgao: A Figura 1.28 ilustra a regiao desejada. Para determinar os pontos de intersecao
das duas curvas fazemos

1
2cos(20) =1 = cos20 = 5= 20 = - = 6 = — ( no 1° quadrante).

T T
3 6

Figura 1.28: Regiao delimitada por uma rosacea e uma circunferéncia

Vamos calcular a area da regiao delimitada com 6 no intervalo de [0, ¥] e multiplicar por
8, ja que as demais areas sao simétricas. Utilizando a Formula 1.9.1 e verificando que a area
desejada é igual a area da rosidcea menos a area da circunferéncia, obtemos

A=38. %/06[(2 cos(20))? — (1)2]d6 = 4/06(4 cos2(20) — 1)d0.

EXEMPLO 1.9.15 Escreva a integral que permite calcular a drea da regiao que € simultanea-
mente interior as curvas r = 5cosf e r = 5v/3sin 6.

Solucgao: Inicialmente, devemos identificar as curvas dadas. Utilizando as relagdes polares
x=rcosf, y=rsind e r* = 22 + 3%, obtemos que

5\° 25

7":50059:>7’2:57’6089:>$2+y2:53::>(x—é) —I—yzzz

: 2 : 2 2 2 5\/52
r=5V3sinf = 12 = 5v3rsinf = 2> + > =53y =z +(y—T) = —
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Figura 1.29: Regiao situada entre circunferéncias

e assim, vemos que a regiao que nos interessa esta situada no interior de duas circunferéncias,
de centros deslocados da origem, conforme ilustra a Figura 1.29.
A seguir, devemos determinar a intersecao entre as curvas

3
5v/3sinf = 5cosf = V3tanf=1 = tanf = g = 0= %
Finalmente, observamos que ao descrever a regiao desejada, devemos considerar r =
5v/3sinf para 0 € [0, %] e r = Hcosl para 0 € [%,g] Portanto, como ocorre troca de

limitagao para o raio polar, necessitamos de uma soma de integrais para calcular a area
desejada

A = %/6(5\/§sin9)2d9+%/2(5c089)2d9
0 &

1 [% 1 [z
- = / 75sin? 0df + = / 25 cos? db.
2 /s 2

us

1.10 Comprimento de Arco

1.10.1 Comprimento de Arco em Coordenadas Cartesianas

Seja y = f(x) uma fungao continua no intervalo [a,b], cujo gréafico descreve o arco ZE,
conforme ilustra a Figura 1.30.

P4
To0) M M,
M., F As Ay
foxi) \
\[‘41 Ax M1
a X Xi-1 Xi h x

Figura 1.30: Comprimento de arco
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Vamos dividir o arco AB em subarcos por meio da particao
X = {M07 Ml> M27 ) Mn}
em que
A=My< M, <My<..<M,=B

cujas abscissas sao
To, T1, T2, .--y; Tp-

Tracemos as cordas

MOMh M1M27 Ty MiflMZ} Tty Mnfan

e designemos os seus comprimentos por
ASy, ASy, - AS;, -+ AS,.
Obtém-se entao a linha poligonal
AMgM; --- M, 1B
ao longo do arco AB cujo comprimento aproximado ¢ dado por
ln = A5 +ASy +-- -+ AS; +--- + AS,

ou seja,
l, = > AS;. (1)
i=1

Mas AS; é a hipotenusa do triangulo de lados Az; e Ay;, de modo que podemos escrever
(AS)” = (Az)* + (Agi)*,
dividindo tudo por Ax; obtemos
2
@

(82) = ()
AS; Ay \?
A T (Ai)

as =11 (25 A (IT)
o Al’z i

ou seja,

e assim

Agora, como
Ar,=x;—1; 1 € Ay = f (%) — f(zi1)

segue que

Ay; o f(xi) = f(wi)

Al’i T; — Tj—q

e pelo teorema de Lagrange, sabemos que existe &; € [r;_1,x;] tal que

f(x) = f(wi1)

Ty — Tj—1

= f'(&)-
Portanto, obtemos que
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Ay;
A.T}i

Substituindo (/1) em (1) resulta que

zi; J1+(52) A:BZ (IV)

e substituindo (/1) em (IV') resulta que

éx/ (' (&))*Ax;.

Seja |Ax| o intervalo de maior diametro de cada parti¢ao de AB. Entao, se n — oo, segue
que |Az| — 0 e (&) — x. Assim:

b
[ = liml, = lim Z + (f' (&) Ax; = / V14 (f (2)de
n—o0 | x|—0 ;= a
Portanto, o comprimento do arco AB no intervalo la, b] é dado por

I = /ab 1+ (f (z)°de. (1.10.1)

EXEMPLO 1.10.2 Determinar o comprimento do arco da curva descrita por y = \/x, com x
no intervalo [0,4].

=&, (1)

Solugao: A Figura 1.31 ilustra o comprimento de arco considerado.

Figura 1.31: Arco de f(z) = /x

Como y = f (x) = v/z temos que [’ (z) = ﬁ:} Aplicando a formula 1.10.1, obtemos

b 5 4 1 2
I = L+ (f dx = / 1+ —=) d
[ Vi@ | 5= ) ds
4 4 4
1 4 1 1 V4 1
= /\ll—k—dx:/\/ v dm:—/ x—+d$
0 4x 0 4z 2 Jo NZ

Note que esta tultima integral é improépria, pois o integrando nao é continuo em x = 0. No
entanto, neste exemplo nao seré preciso aplicar limites para resolver a integral, pois podemos

utilizar uma mudanca de variaveis. Fazendo a substituicao t* = x, encontramos dz = 2tdt e
como z € [0,4], obtemos que ¢ € [0,2]. Logo

1 Va2 +1 2
— —/ VAL :/ VA2 + 1dt.
2J)o Ve 0
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Como o novo integrando agora é continuo no intervalo de integracao, podemos utilizar o
teorema fundamental do calculo e uma tabela de integrais para encontrar que

2

| = —tx/ﬁhﬁT%— ln(2t—l—\/4t?7>

0

= \/_7—1—41n(4—|—\/_)uc

1.10.3 Comprimento de um arco em coordenadas paramétricas

Sejam x = ¢ (t) e y = ¢ (t), com t € [a, 8], as equagOes paramétricas da curva descrita
por y = f (z). Entao, como dx = ¢’ (t)dt e dy = ' (t) dt, podemos escrever

dy 0 (@0dt ()
dr @ (0)dt & (1)

Substituindo na férmula 1.10.1 obtemos

/ﬂh+wmwm
[
(@ (1))
_ / \/ il t»;f(; ¢ (t) dt

(& (0 + W (1)
-/ ¢%> ¢ d

=0[wafﬂwwwt

Portanto, o comprimento de arco em coordenadas paramétricas é dado por

B
- / V@ ) + (v (1) d. (1.10.2)

EXEMPLO 1.10.4 Mostre, usando coordenadas paramétricas, que o comprimento de wma cir-
cunferéncia de raio r € igual a 27r.

f'(x) =

Solugao: Em coordenadas paramétricas, a circunferéncia é descrita por

x(t) =rcost
{yi%—rsint com t € [0, 27].

O seu comprimento de arco, em paramétricas, de acordo com 1.10.2 ¢ dado por

2 2m
[ = \/ rsint)? + (rcost)?dt = / \/TZ(sinzt + cos?t)dt = / rdt = rt|" = 27
0 0 0

ExXEMPLO 1.10.5 Calcule o comprimento de arco da astroide descrita por

¢ (t) =3cos®t,  (t)=3sin®t  comt € [0,2n].
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Figura 1.32: Astroide

Solucgao: A curva pode ser visualizada na Figura 1.32.

Como ha simetria, podemos encontrar o comprimento do subarco situado no primeiro
quadrante, tomando ¢ € [0, 5] e multiplicar o resultado obtido por quatro.

Como ¢' (t) = —9cos?sint e ¢’ (t) = 9sin® ¢ cos t, substituindo na formula 1.10.2, obtemos

3 3
| = 4/ \/(—9 cos? tsint)? + (9sin®¢ cost) dt =4- 9/ Vcost tsin? ¢ 4 sin’ ¢ cos? tdt
0 0

us
2

g . 2 . 2 % . . 2
= 36/ \/cosztsm t ((:os2 t + sin t) dt = 36/ costsintdt = 18sint
0 0

=18 u.c.
0

Portanto, o comprimento de arco da astroide dada é 18 unidades de comprimento.

EXEMPLO 1.10.6 As equacoes paramétricas do movimento de uma particula no plano sao

dadas porx =3t ey = 212, Qual serd a distancia percorrida pela particula entre os instantes
t=0et=17

Solugao: A distancia percorrida pela particula é igual ao comprimento de arco da curva
que descreve a sua trajetoria. Aplicando a formula 1.10.2 para

r=¢(t)=3t e  y=u(t)=2t>

I = /\/32 2)2dt = /\/mdt

_ / VIFtdt=2(1+1)2

com t € [0, 1], obtemos

= 2(2)7 —2(1)7 =4v2 - 2 u.c.

Portanto, a distancia percorrida pela particula entre os instantes ¢t =0e ¢ =1 é igual a
4+/2 — 2 unidades de comprimento.

1.10.7 Comprimento de arco em coordenadas polares

Sejam ¢ (0) = rcosf e ¢( ) = rsinf as coordenadas polares da curva r = f (#), com 0 €
[, B]. Substituindo r por f (6) nas equagbes paramétricas vem

¢ (0) = f(0)cosd e ¥ (0) = f(0)sind
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e assim
¢ (0) = f'(0)cost — f(0)sinf = 1" cosh — rsinf

' (0) = f'(0) senb + f (0) cosf = r'send + rcosf.

Agora
(&' (1)” + (@' () = (r' cos O — rsend)® + (r'send + 1 cos §)°
que apods aplicar os produtos notéaveis e simplificar, resulta em
(&' () + (' (1)" = ()" + 2.
Substituindo na equagao 1.10.2, obtemos a férmula para o calculo do comprimento de

arco em coordenadas polares, que é dada por

I = /B \/ () + r2d6. (1.10.3)

EXEMPLO 1.10.8 Encontrar o comprimento de arco do cardidide r = a (1 + cos ).

Solucgao: Por simetria, podemos determinar o comprimento do arco situado no primeiro
e segundo quadrante e multiplicar por dois. Como r = a (1 + cosf) tem-se ' = —asiné.
Substituindo na féormula 1.10.3 vem

e

= 2/7r \/(—asin 0)> + (a (1 + cos9))’do

= Qa/ \/sin20—|—1+20080—|—00829d9
0

= 2a/ V2 + 2 cos 0db
0

= 2a-2/ COSQCM
O 2

™

1
= 4a-2sin 58 = 8a u.c.

0
Logo, o comprimento de arco do cardidide r = a (1 + cos ) é igual a 8a u.c.

EXEMPLO 1.10.9 Determine o comprimento de arco da por¢io da espiral r = 2€2° (com 6 > 0)
que esta situada dentro da circunferéncia r = a, onde a > 2.

Solugao: Inicialmente, vamos obter os limitantes de integracao. Na intersecao da espiral
com a circunferéncia, temos que
1

2620 = 22 59=In> = f=-In=
(& a = € 2:> Il2 = 2H2

Portanto, a porcao da espiral que nos interessa é descrita por 6 € [O,%ln %] . Ainda,
como temos r = 2e% segue que 1’ = 4e?’ e assim, substituindo na expressio 1.10.3 obtemos
o comprimento em coordenada polares

1,0
zIng

linhe

| = / T Ae®)E 1 (2e)2dh = V2040
0 0

In

N|=
vle

a
1112

= / 2v5e20dl = /52
0

N|=

= \/5(%—1) Uu.c.

0
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1.11 Volume de um Sdélido de Revolucao

Considere o solido T' gerado pela rotacao da curva y = f(r) em torno do eixo x, no
intervalo [a, b] como na Figura 1.33

1y
Y Cdlculo do elemento de volume

Area plana

N
i~
=v

[N

dv=n r*dx
dv=n|f(x)|*dx

Figura 1.33: Rotacao de uma curva em torno do eixo x

Seja P = {xg, 21, ,x,} uma particdo do intervalo [a,b] e sejam Azy, Axy, -+, Ax,
os subintervalos da parti¢ao. Se §; € Ax;, entao o volume do cilindro de raio f (§;) e altura
Ax; é dado por

Vi = [f (&) Az

e o volume aproximado do solido sera dado pela soma dos volumes dos n — cilindros, isto é,
2
Vo=> w[f (&) Az,
i=1

Seja |A6)] o subintervalo de maior didmetro, entao se n — 0o, segue que |Af| — 0, & — x
e o volume V do s6lido T serd dado por

n

b
= 1i - 1 M2 A = 2 dr.
V= Jimte =t Sonls 0 Av= [l @)
Portanto, o volume de um solido de revolu¢ao (em torno do eixo z) é calculado pela
expressao

V= 7r/ [f (2)]? da. (1.11.1)

EXEMPLO 1.11.1 A fim de que nao haja desperdicio de racao e para que seus animais estejam
bem nutridos, um fazendeiro construiu um recipiente com uma pequena abertura na parte
inferior, que permite a reposicao automdtica da alimentacao, conforme mostra a Figura 1.34.
Determine, usando sdlidos de revolugao, a capacidade total de armazenagem do recipiente,
em metros cubicos.

Solugao: Vamos encontrar o volume do cilindro (V7) e do cone (V5.) Assim, o volume total
serda dado por V =V; + V5.
Para determinar V; vamos rotacionar a reta y = 2 em torno do eixo x (Figura 1.35).
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4m

6m

Figura 1.34: Forma do recipiente.

Ay
Ly

=y

Figura 1.35: Cilindro de Revolugao

Aplicando a expressao 1.11.1, obtemos

4
V1:7r/ 2%dr = 47 - 4 = 167.
0

J& para o cone, como temos um raio r = 2 e altura h = 6, obtemos a reta y = %as para
rotacionar em torno do eixo x (Figura 1.36).

A

X x

Figura 1.36: Cone de Revolugao

Aplicando a expressao 1.11.1 mais uma vez, obtemos

1 1
Vo = 7r/0 §x2dx = 2—77Tx3

Portanto o volume desejado é dado por V = 167 + 87 = 2471 w.v.

ExewmpLO 1.11.2 Calcule o volume do sélido gerado pela rotacdao da curva f(x) = 23, com x
no intervalo [1,2], em torno do eizo x.

Solucgao: O solido desejado pode ser visualizado na Figura 1.37.
E o volume desejado é dado por

2 2 712
127
V:’/T/ (:1:3)2dx:7r/ a:%xzﬂ = T
1 1 7 1 7

u.v.
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3

S x

Figura 1.37: Solido gerado pela rotacao de y = 2° em torno do eixo =

Ay Ay

e

Figura 1.38: So¢lido gerado pela rotacao de uma regiao plana em torno do eixo x

EXEMPLO 1.11.3 Determinar o volume do solido gerado pela revolug¢ao da regiao delimitada
pelas curvas y = 2 ey = x + 2 em torno do eivo = (veja a Figura 1.58).

Solucgao: Nesse exemplo nao foi especificado o intervalo em que esta situada a regiao delimi-
tada pelas curvas. Para determinar este intervalo, devemos encontrar os pontos de intersecao
das curvas dadas. Igualando suas equagoes, obtemos

P=r4+2 = 2*—-z-2=0 = x=—-lex=2.

A Figura 1.38 indica que o sélido desejado esta situado entre duas superficies. Assim,
seu volume é dado pela diferenca entre os volumes externo e interno. De acordo com 1.11.1,
temos que

vV o= W/_z(x+2)2dx—7r/2 (?)* d

1 -1

2
= 7T/ (2° + 4+ 4 — 2")dx
-1

72
= —T u.v.

2
1 1
= 7T (gxg + 222 + 4z — —:E5) 3

5

-1

EXEMPLO 1.11.4 Encontre o volume do solido de revolugao gerado pela rotagao da curva
(x —2)2+y?> =1 em torno do eizo y.

Solugao: Observe na Figura 1.39 a circunferéncia geratriz do solido.
Isolando a variavel  na equagao da circunferéncia, obtemos
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Figura 1.39: circunferéncia (z —2)* +y? =1

(x—2)2=1—149 =  r=2+,/1—y

Observe que o volume do solido desejado é formado pelo volume obtido pela rotagao da
curva £ = 2+ /1 — 92 em torno do eixo y, menos o volume obtido pela rotacao da curva
x =2 — /1 — 92 Portanto, o volume desejado ¢é igual a

V - ‘/1 - ‘/27
onde )
T
~1
¢ 1
Vs —/ (2 - V1-y?)’dy
~1
ou seja,

V= /1(2+ VI1I—192)? = (21 —y2)dy = /18\/1 — y2dy.

Para resolver esta integral, utilizamos a substituicao trigonométrica y = sinf, com dy =
cos 6df e assim, obtemos que

V = /28 1 — sin? 6 cos Ad6

- 8/2 00829d9:4/2 (14 cos26)db

us
2

Wl

[VE]

= 460 + 2sin (20) = 4.

Wl

Portanto, o volume desejado é igual a 47 unidades de volume.

1.11.5 Rotacao em torno de uma Reta Paralela a um Eixo Coorde-
nado

Até agora consideremos somente soélidos gerados por rotagdes de curvas em torno de um
dos eixos coordenados, onde y = f(z) ou x = g(y) eram os raios dos cilindros de revolucao
(elementos de volume).

No caso mais geral, podemos rotacionar a curva y = f(x), com x € [a,b], em torno da
reta y = ¢, de acordo com a Figura a 1.40.
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=V

=V

Figura 1.40: Solido obtido pela rotagdo y = f(x) em torno da reta y = ¢

Neste caso, o raio do cilindro infinitesimal é igual a distancia entre a curva e o eixo de
revolucao, ou seja, é dado por

r=c— )

e o volume do soélido resultante é dado por

V= W/ab(c — f(z))dx.

De forma semelhante, se a curva z = g(y), com y € [a,b], for rotacionada em torno da
reta = ¢, o volume do soélido resultante ¢ dado por

b
vzf/@—g@fw.

Note que quando ¢ = 0 temos novamente a revolucao em torno dos eixos coordenados.

ExeEmPLO 1.11.6 Calcule o volume do solido obtido quando a porcao da pard bola y = 2 — 2
que estd situada acima do eizo x € rotacionada em torno da reta y = 3.

Solugao: Na Figura 1.41 podemos observar a curva geratriz, o eixo de revolucao e o sélido
de revolucao obtido.

4
I 4

Z

Figura 1.41: Curva geratriz e solido de revolucao obtido pela rotacio de y = 2 — 2% em torno
de y = 3.

Como rotacionamos em torno de uma reta paralela ao eixo das abscissas, devemos efetuar
a integracao em relagao a z. O intervalo de integragao, definido aqui pela parte da parabola
situada acima do eixo x, é descrito por x € [—\/5, \/5]
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J& o raio de rotagao, dado pela distancia entre a curva e o eixo de rotagao, é dado por
r=3—(2—2% =142
e assim, o volume desejado é dado por

V2 V2 94
V:w/ (1+:172)2d3::7r/ (1+22* + 2*)dz = ——V/27.
) 3 15

EXEMPLO 1.11.7 Escreva as integrais que permitem calcular o volume do solido obtido quando
a regido situada entre as curvas y = x° e y = 2z € rotacionada em torno:

(a) do eizo y; (b) da reta y = 5; (c) da reta x = 2.
Solucgao: A regiao a ser rotacionada esta representada na Figura 1.42.

y

Figura 1.42: Regiao a ser rotacionada
As intersecoes entre as curvas sao dadas por
=21 = 2(x—2)=0 = z2=0,r=2 = y=0, y=4.

No item (a), rotacionamos em torno do eixo das ordenadas e, por isso, devemos tomar a
integracao em relacao a y. Como o s6 lido resultante sera vazado, devemos tomar a diferenca
entre os volumes dos solidos externo e interno.

O raio externo, definido pela pardbola, é dado por x = /y. O raio interno é definido pela

reta e é dado por xz = % Assim, o volume desejado é calculado pela integral

ver [wit-n [(Gray=r [ (1= )

Ja no item (b), como rotacionamos em torno de uma reta paralela ao eixo das abscissas,
devemos tomar a integracao em relacao a z. Novamente o solido resultante serda vazado e
devemos tomar a diferenca entre os volumes dos soélidos externo e interno.

O raio externo, definido pela distancia entre a parabola e o eixo de rotagao, é dado por
r =5 — 2% e o raio interno, definido pela distancia entre a reta e o eixo de rotacao, é dado
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por r =5 — 2x. O volume do novo solido é calculado pela integral

2 2
vV = 7T/ (5—$2)2d:x—7r/ (5 — 2z)%dx
0 0
2
= 7r/ (25 — 102° + %) — (25 — 20z + 42%)dx
2
= 7r/ (—142% + 2* 4 20z)dx.
0

Por fim, como no item (c¢) rotacionamos em torno de uma reta paralela ao eixo das
ordenadas, devemos tomar a integracao em relacao a y. Mais uma vez devemos tomar a
diferenca entre os volumes dos s6 lidos externo e interno.

O raio externo, neste caso, é definido pela reta e é dado por r = 2 — 5 e o raio interno,

agora definido pela pardbola, ¢ dado por r =2 — | /y.
Assim, o dltimo volume desejado é calculado pela integral

V = 7r/0(2—%)2dy—7r/0(2—\/§)2dy
= ﬂ/0(4—2y+yz2)—(4—4\/§+y)dy

4 2
= 7r/ (—3y+z+4\/§)dy.
0
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1.12 Exercicios Gerais

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Dadas as fungdes f, g : [1,3] — R definidas por f () = z+2 e g (v) = 2* +x encontre
S(f,P)eS(g,P).

Dada a funcdo f : [~2,5] — R definida por f (z) = 22 + 2 encontre S(f, P).

Determine as expressoes para a soma superior e para a soma inferior de f(z) =
5 — 22, considerando z € [1,2].

Utilize somas superiores para calcular a area da regiao situada entre as curvas y =
2 +2,x=0,r=1ey=0.

3
Utilize a defini¢ao de integral definida para calcular / (2% — 2z)dx.
1

4
Utilize soma de areas de retangulos inscritos para calcular / (—2* — 1)dx.
0

Utilize soma de areas de retangulos circunscritos para determinar a area sob o gréafico
de f(z) =2® + 1, para x € [0,0], onde b > 0 é arbitrario.
x

Calcule, usando somas superiores, a area da regiao situada entre o grafico de f(z) = e
e 0 eixo x, entre as retas ¢ = —1 e x = 2.

Utilize somas inferiores para calcular a area da regido situada entre a curva z = y? e
0 eixo y, com y € [0, 2].

1
Seja f:[0,1) — R definida por f(x) = Verifique se / f (z) dx existe.
0

1
Vi—a?
Considere f : [a,b] — R uma fungao continua. Mostre que:
(a) Se f & uma fungdo par, entdo [ f(z)dx =2 [ f(x)dz.
(b) Se f € uma fun¢ao impar, entdo [° f(x)dz = 0.

(c) Interprete geometricamente os itens anteriores.

Um metereologista estabelece que a temperatura 7' (em °F'), num dia de inverno é dada
por T'(t) = 55t(t — 12)(¢t — 24), onde o tempo ¢ é medido em horas e ¢ = 0 corresponde
a meia-noite. Ache a temperatura média entre as 6 horas da manha e o meio dia.
Sugestao: utilize o teorema do valor médio para integrais.

Encontre uma funcao f continua, positiva e tal que a area da regiao situada sob o seu
gréifico e entre as retas v = 0 e x = t seja igual a A(t) = t?, para todo t > 0.

Determine uma funcao f diferenciavel, positiva e tal que / ft)dt = [f(x)]2 para todo
0
x e R.

Seja f : ]R — R uma funcao continua e defina uma nova funcao g : R — R por

/ f(t)dt. Calcule o valor de ¢'(1), sabendo que f(1) = 2.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Encontre, se existir, o valor de cada uma das seguintes integrais:

(a) /0 1 (:1:+\/_ ;5) dr (e) ; ﬁdx (i) /0 4%@ (m) /_ ;exd:z:
(b)[ <\/E+%+€/E> dx (f)/fﬁdm (j)/OJrooxexdx (n) /_j%dm

(0) /0 ;tanxdx (9) /1 +Oo5l_xdx (k) 1:00 x\/%dx (0) /0 :%dx
Iy — W[ o A= w2

Determine o valor das seguintes integrais, se possivel.

a) f1\/5 v~ dx () /7, mdx (c) fog tan? r sec? xdx
d) fol x sin xdx (e) fi)oo retdr ) fo?’ L dx

(9) [ya?n(@)de  (h) [;7 Lcos(L)de (i) [ welotldy

1

Os engenheiros de producao de uma empresa estimam que um determinado poco pro-
duzira gas natural a uma taxa dada por f(t) = 700e~5! milhares de metros ciibicos,
onde t é o tempo desde o inicio da producao. Estime a quantidade total de gas natural
que poderd ser extraida desse poco.

+o0o
Determine todos os valores de p para os quais / —pdx converge.
.

1
z(lnz)p

+oo
Determine para quais valores de p € R a integral / dx converge.
e

Calcule, se possivel, as seguintes integrais impréprias:

(a) [ ze " dx (b) o0 actans g, (c) f? sin 2xdx

1 co z2+1

d) follena:d:x (e) foge% x fo \/%

Em equacgoes diferenciais, define-se a Transformada de Laplace de uma funcao f por

+o0
L(f(x)) = / e f(x)da

para todo s € R para o qual a integral impropria seja convergente. Encontre a Trans-
formada de Laplace de:

(a) f(z) = e™ (b) f(z) = cosx (¢) f(z) =sinz
A funcao gama é definida para todo x > 0 por

+o00
[(x) = / t" e tdt.
0

(a) Calcule I'(1) e I'(2).
(b) Mostre que, para n inteiro positivo, I'(n + 1) = nI'(n).
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Encontre a area da regiao limitada pelas curvas:

a)y=sinz, y=cosr,r=0ex=7.
Hy—xz=6,y—2>=0e2y+z=0.
c)y=—-2>+9ey=3—u.
d)y=sinz,y=xsinz, r=0ex = 7.

e)28—y—br=0,r—y—2=0,y=2xey=0.

Represente geometricamente a regiao cuja area ¢ calculada por
2
A= [ w40 - (VI Py
0

Calcule a area de cada regiao delimitada pelas curvas dadas abaixo através de:
(1) integragao em relacdo a = (ii) integra ¢do em relacdo a y.

a)y=z+3 e v=—y>+3.

V2x4+y=-2, c—y=—-1 e Tx—y=17.

Jy=a*—-1, y=3 e y=32"

+2=6, r=9> e y+2=3x.
Represente geometricamente a regiao cuja area é calculada pela expressao
2 4
2 62 — 15z 2
e Lo (Das [ (255) - (2)
1 T 9 4 x
A seguir, reescreva esta expressao utilizando y como variavel independente.

Estabeleca a(s) integral(is) que permite(m) calcular a area da regiao hachurada na

4
figura abaixo, delimitada simultaneamente pelas curvas y = z, y = 22 e y = T
x —
mediante:
(a) integracdo em relagio a . (b) integragdo em relacdo a y.

—
X

Encontre uma reta horizontal y = k£ que divida a area da regiao compreendida entre
as curvas y = 2 e y = 9 em duas partes iguais.

A area de uma determinada regiao R pode ser calculada pela expressao
vz
A= /f (\/1—x2—\/§x2> dx.
—V2
=

Reescreva esta expressao, utilizando:

(a) integragao em relacao a y; (b) coordenadas paramétricas.

47



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.
39.

40.

41.

Represente geometricamente a regiao cuja area, em coordenadas paramétricas, é dada
por

0 0
A= 2/ 3sint(—3sint)dt — 2/ 3sint(—2sint)dt.

Uma cicloide ¢ uma curva que pode ser descrita pelo movimento do ponto P(0,0) de
um circulo de raio a, centrado em (0, a), quando este circulo gira sobre o eixo x. Pode-
se representar esta cicloide através das equagoes x = a(t —sint) e y = a(1 —cost), com
t € [0, 27]. Determine a area da regiao delimitada pela cicloide.

Uma curva de equacao T3 + y% = a3 ¢é chamada astroide. Calcule a area da regiao
delimitada pela astréide obtida quando a = 5.

Calcule a area da regiao situada simultaneamente no interior dos seguintes pares de
curvas:
a) r=3cosf er =1+ cosb,

by r=14cosfer=1;
)

d) r? = cos(20) e r? = sin(20);

(

(

(¢) r=sinf er=1—cosb;

(

() r=2(1+sinf) er =2(1+ cosb).

Encontrar a area simultaneamente interior ao circulo r = 6cosf e exterior a r =
2(1 + cosb).
Calcule a area da regiao simultaneamente interior a curva r = 4 + 4 cosf e exterior a

r = 06.

Calcule a area da regiao simultaneamente interior a curva r = 1 + cosf e exterior a
r = 2cosé.

Calcule a area da regiao simultaneamente interior as curvas r = sin(260) e r = sin6.

Determine a area da regido simultaneamente interior as rosiceas r = sin(26) e r =
cos(26).

Escreva a integral que permite calcular a area sombreada entre as curvas r = sin(26)
e r = /3 cos(26), dada na figura abaixo.

Seja R a porcao da regiao simultaneamente interior as curvas r = 2cosf e r = 4sin 6
que esté situada no exterior da curva r = 1. Escreva as integrais que permitem calcular:

(a) a area da regiao R;

(b) o comprimento de arco da fronteira da regiao R.
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42. Calcule a area das regioes sombreadas nas figuras abaixo:

(a)r=1e r=2cos(20) (b)r=2ei’ (c)r=sin(30) e r=-cos(30)

43. Represente geometricamente a regiao cuja area, em coordenadas polares, é dada por

1 x 1 T
[=2 [— / sin? 0df + - / 0082(29)d9] .
> J, 2 )

44. Monte a(s) integral(is) que permite(m) calcular a &rea hachurada na figura abaixo,
delimitada pelas curvas r = 2 4+ 2cosf, r = 4cos(30) e r = 2.

45. Calcule o comprimento de arco das curvas dadas por:
1,3, 1 .

(a) v =3y° + 3;, com 2 < y < 5
b)x =3+t e y=06+2t* com 1 <t <5;
c)x =5t e y=2t3 com 0 <t <1;
d) x =e'cost e y=e'sint,com 0 <t < T
r=e? com0<0 <2m;
r=cos?26, com 0 < 6 < ;
46. A posicao de uma particula, num instante ¢, é dada por z(t) = 2cost + 2tsint e

y(t) = 2sint — 2tcost. Calcule a dista ncia percorrida por esta particula entre os
instantes t =0 e t = 7.

47. Suponha que as equacoes z(t) = 41> + 1 e y(t) = 2t3 descrevam a trajetoria de uma
particula em movimento. Calcule a distancia que esta particula percorre ao se deslocar
entre os pontos A(5,2) e B(33,32v/2).

48. Calcule a distancia percorrida por uma particula que se dgsloca, entre os instan’ges
t=0et =4, deacordo com as equagoes z(t) = 1 + 2cos(3t2) e y(t) =5 — 2sin(3t2).
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49.

50.

ol.

D2.

93.

o4.

99.

56.

57.

58.

Figura 1.43: Espiral logaritmica

A curva descrita por z(t) = 3e " cos 6t e y(t) = 3e ' sin 6, chamada de espiral logarit-
mica e esta representada geometricamente na Figura 1.43. Mostre que o arco descrito
por esta espiral, quando t € [0, +00), possui comprimento finito.

Encontre o comprimento das curvas que limitam a regiao formada pela intersecao das
curva r = v/3sinf e r = 3cos 6, situada no primeiro quadrante.

Represente graficamente o arco cujo comprimento é calculado pela integral

= /6 \/480082«9+48sin2 0d0—|—/2 \/1681n20+ 16 cos? 0d6.

0 s
Monte as integrais que permitem calcular o comprimento do arco da fronteira da regiao
que é simultaneamente interior & r =1+ sinf e r = 3sin 6.

Calcule o volume do s6ido obtido pela revolucdo da curva ya? = 1, com = > 1, em
torno do eixo .

2 2

Determinar o volume do sélido de revolugao gerado pela rotagao da curva — + Zz =1

em torno do eixo z.

Determinar o volume do toro gerado pela rotagao do circulo de equacao x4+ (y — b)2 =
a? em torno do eixo x, supondo a < b.

Obtenha o volume do so6lido obtido pela revolucao da regiao delimitada por:

Jy=+v4—x,3y=xey=0,em torno do eixo z;

2 x=—-2ex=1em torno do eixo z;

)y_|l’|+2 y=x,
yy=212% e y=2, em torno da reta y = 2;
)

(a
(b
(c
(d)y=1—2* ¢ x—y =1, em torno da reta y = 3;

(e)z+y=3 e y+a?=3, em torno da reta z = 2.

Determine o volume do sélido obtido quando a regiao situada sob a curva y = e*, com
x < 0, é rotacionada em torno da reta y = 2.

Um hiperboldide de uma folha de revolucao pode ser obtido pela rotacao de uma
hipérbole em torno do seu eixo imaginario. Calcule o volume do s6lido delimitado
pelos planos * = —3, x = 3 e pelo hiperboldide obtido pela rotacido de 9y? — 42?2 = 36
em torno do eixo .
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59.

60.

61.

62.

63.

64.

Quando uma determinada regiao R é rotacionada em torno do eixo y, o volume do
solido resultante pode ser calculado pela expressao

2 2 2
7—3 1
ver | [( y) —(—)]dy.
1 2 Y
3
Represente geometricamente a regiao R e, a seguir, calcule o volume do sélido obtido
quando R é rotacionada em torno da reta y = 3.

Considere a regido R delimitada simultaneamente pelas curvas y = 2% e x = 1.
(a) Obtenha a(s) integral(is) que permite(m) calcular o perimetro da regidao R.

(b) Calcule o volume do solido obtido quando a regidao R é rotacionada em torno do
eixo y.

(c) Escreva as integrais que permitem calcular o volume do so6lido obtido quando a
regiao R é rotacionada em torno da reta y = 1.

Escreva as integrais que permitem calcular o volume do s6lido obtido quando a regiao
delimitada pelas curvas y = 22 —4 e y = x — 2 é rotacionada em torno:

(a) do eixo x (b) da reta y = 2 (c) da reta z = —3.

Considere a regido R delimitada pelas curvas y = 23
primeiro quadrante e abaixo da reta y = 2 — x.

e y = 2x, que esta situada no

(a) Determine o volume do solido obtido quando a regiao R é revolucionada em torno
do eixo x.

(b) Escreva as integrais que permitem calcular o volume do sélido obtido quando a
regiao R é revolucionada em torno da reta z = —1.

Mostre, via volume de s6lidos de revolucao, que o volume de um cone de raio r e altura

mr2h
héV =
¢ 3

Mostre, via volume de so6lidos de revolucao, que o volume de uma esfera de raio a é
4

V = —ma’.
3
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1.13 Respostas

10.

11.

12.
13.
14.

15.

4
3n?

3 1
2n  6n2

Dica para os itens (a) e (b): use propriedades para quebrar o lado esquerdo em duas

integrais, use a definicao de fungao par (ou impar) e use a substituigdo de variaveis

16. .

17. .

18
19
20

_ 2 — 38 10
P) = - P)y=—+4—
S(f,P)=8+— ¢ S(9,P)=—5+—
175 133 133
Py = 2 20 700
S(f,P) 3 2n  6n2
8 3 1 8
S(faP>_§+2__6? e §(f»P)—3
— 11 1 1 1
P)=— 4 — 4+ _
S P) 5 2 3n?  30n*
2
3
_16
3
1+
e? — et
8
3
! 1
dr — =
u = —x para reescrever uma das integrais.
18,9°F
f(t) = 3t?
flz) =3
g(1) =2
(a) —3 (e) 0.40547 (1) 4
B3.2008 (AT ()1
(¢) In2 (g9) 4 (k) im
(d) 7 (h) 1 (1) 2
(a) se7t — 172 (b) %\/ﬁ - %\/5
(d) sinl—cos1 (e) —1
(9) $In2—¢ (h) sinl

. 3500 m3
. Converge para p > 1.

. Converge para p > 1.

52

m)e=2.7183
n) nao existe

0)
)

p

8

(
(
(
(

nao existe



‘(a) se (b; 0 (¢) nao existe

@=1 @2 -2 ()0
1
(a)s—a para s > a (b)52j—1 para s >0 (0)524—1 para s >0

()T =1, T2 =1
(a) 2v2 -2 (b) 22 (c) 12 (d) 2 —2sin1 (e) 17

2 3 4
(a)A:/ (* — 2) dv + < —x>daz‘

1 9 z—1

1+%/ﬁ 4 y+4
(b)A:/1 (y—\/@dyﬂLﬁ+2m T y)dy
_ 9
h=a

. g\/@ 1
= ~ 1_ 2
(a) A 2/0 \Ll/ﬁdy—l—2/¢25 V1 —y2dy

27
4

™ V2
(b) Az/ —sin%dt—/f\/itzdt

(@ B)5r—2 ()3r—2 (@1-% (e)6r—82



35.
36.
37.
38.
39.
40.

41.

42.

47

183 — 47

Uma das varias respostas possiveis é:

™ us

1] 51 11
A :/ 5(\/§C0820)2d9—|—/6 §(Sin20)2d9—|—/ 5(\/§COS 20)d0
0 0

Jus

1 arctan L 1 z
(a)A:E/ 2(16sim2«9—1)dt9—|——/3 (4cos”f — 1) db
a arctan 3

rcsin Z

arctan 5 % %
(b)l:/ 4d9+/ 2d0+/ do
arcsin % arctan % arcsin %

(a) 2B 1 (b) 4eT — 8eT + det (c)

2

|3
=

43. .

44.

45. .

46.

Uma das varias respostas possiveis é:

jus

1 (5 1 (%
+—/ 4d9+—/ (4 cos 30)*df
2/, 2/

(a) 32 (b) 24v/5 (c) 8v/31 — 20
(d) vV2e5 () V2(1—e?)  (f)2

47. ==

48.
49.

50.

O comprimento desejado é finito e igual a v/333.
1 s
W3+ 2

o4

1 2
[(2+2cos6)* — (4cos36)*] df + 3 / [(2+ 2cos )

— 4] do



ol.

52.

93.
54.
59.
96.
57.
58.
99.

60.

Arco composto de dois subarcos de circunferéncias, conforme figura abaixo:
vy

- / \/960320+9sin29d0+2/2 Jcos2 0+ (1 + sin 6)2dd

0 5

3
4rab?

3
2m2a’b

(@) 37 (b)) 2= (o) BV2r  (d) 1Br (e) 37
7
§7T
327w

410
T 6mrln6

(a)l:/ll (Wﬂ/uéx?‘)d:p (b) V = 2x

(c) V:7r/ (1—3/5)2—(1—$3)2d:v+7r/0 (1—2%)? - (1 - V2)de

-1

61. .

62.

63.

64.

2 2
(@) V = 7T/ (¢! — 922 + 4z + 12)da (b) V= 7r/ (20 — 132 — o' + 8z)da
-1
0

-1
0 -3

(C)V:ﬂ'/ (y—|—8+4\/y+4)dy—7r/ (y+8—4\/y+4)dy—7r/ (y* + 8y + 16)dy
—4 —4

-3

(a) Br (1) V:ﬂ/ol(l—i-{"/g)Q— (1+%>2dy+ﬂ/f(3—y)2— (1+2) ay

Dica: Note que um cone tal como desejado pode ser obtido pela rota¢ ao em torno do
eixo y da reta y = ’;lx, com z € [—r,r] ey € [0, h].

Dica: Note que a esfera pode ser obtida pela rotacao da circunferéncia 2?4+ y? = a? em
torno de qualquer eixo coordenado.
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Capitulo 2

FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS E
DIFERENCIAGCAO PARCIAL

Objetivos (ao final do capitulo espera-se que o aluno seja capaz de):

1.

2.

10.
11.
12.
13.

14.

Definir fungoes de varias variaveis e dar exemplos préticos;

Encontrar o dominio e fazer o grafico (esferas, cones,cilindros, paraboléides, planos e
intersecoes entre essas superficies) com fungoes de varias variaveis com duas variaveis
independentes;

Usando a definicao mostrar que o limite de uma fun¢ao de duas variaveis existe;

. Verificar se uma funcao de duas varidveis é continua num ponto;

Encontrar derivadas parciais e interpreta-las geometricamente quando a funcgao for de
duas variaveis independentes;

Encontrar derivadas parciais de func¢oes compostas;

Encontrar as derivadas parciais de fungoes implicitas;

Resolver problemas que envolvam derivadas parciais como taxa de variagao;
Representar geometricamente as diferenciais parciais e totais;

Resolver problemas que envolvam diferenciais parciais e totais;

Encontrar derivadas parciais de ordem superior;

Encontrar os extremos de uma fun¢ao de duas variaveis quando existem;
Resolver problemas que envolvam extremos de fungoes de duas variaveis;

Resolver exercicios usando uma ferramenta tecnologica.

A prova serd composta por questoes que possibilitam verificar se os objetivos foram
atingidos. Portanto, esse é o roteiro para orientacoes de seus estudos. O modelo de formu-
lacao das questoes é o modelo adotado na formulagao dos exercicios e no desenvolvimento
tedrico desse capitulo, nessa apostila.
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2.1 Introducao

Um fabricante pode constatar que o custo da producao C de um determinado artigo de-
pende da qualidade do material usado, do salario-hora dos operéarios, do tipo de maquinaria
necessario, das despesas de manutencao e da supervisao. Dizemos entao que C é funcao de
cinco variaveis, porque depende de cinco quantidades diferentes. Neste Capitulo estudare-
mos as funcoes de varias variaveis, comecando com o caso de funcoes de duas varidveis e
estendendo entao a um numero arbitrario de variaveis. Como exemplo de funcao de duas
variaveis podemos utilizar a area de um retangulo, funcao esta muito conhecida.

Consideremos o retangulo de base a e altura b. A area desse retangulo é

A = ab.

Por outro lado, se a for uma variavel x podemos escrever a area desse retangulo em funcao
de z, isto é,
A(x) = xb.

Desse modo, temos a drea como funcao de uma variavel. Podemos também, fazer variar
a base e a altura simultaneamente. Nesse caso, tomando b = y teremos a area dada por

Az,y) = zy,

ou seja, a area é expressa como funcao de duas variaveis.

A funcgio A (z,y) é definida para todo par de pontos pertencentes ao plano R? e a imagem
¢ um namero real. O convencional é escrever A : R? — R.

Um raciocinio andlogo pode ser feito para o volume de um paralelepipedo. Sejam a, b e
¢ as dimensoes de um paralelepipedo. O volume sera dado por

V = abe.

variav \% A\ i
Por outro lado, se a for uma variavel x podemos escrever o volume desse paralelepipedo
expresso como funcao de uma variavel x, isto é,

V (z) = zbe.

Podemos também, fazer variar as dimensoes a e b simultaneamente, isto é, tomando b =y
teremos o volume do paralelepipedo expresso como uma funcao de duas variaveis x e y, ou
seja,

V (z,y) = zyc.

Também é possivel variar as trés dimensoes simultaneamente e, nesse caso tomando z = ¢
o volume do paralelepipedo sera expresso como uma funcao de trés variaveis x, y e z, isto é,

V(z,y,2) = zyz.

A fungao V (x,v, z) é definida para toda tripla de pontos pertencentes ao espaco R e a
imagem ¢ um ntmero real. O convencional é escrever V : R — R. Vejamos um exemplo
que envolve mais do que trés variaveis.

EXEMPLO 2.1.1 Suponhamos que uma pessoa vd a um supermercado e a nota de compras seja
descrita conforme o modelo abaixo.

a7



Nota de compras

Produtos | Unidades | Preco por unidade | Total
Leite 2 pacotes 1,00 2,00
Pao 10 0,10 1,00

Laranja 2kg 0,50 1,00
Maca 2kg 2,50 5,00

Actcar bkg 0,60 3,00
Total a pagar 12,00

uponham u variavei representem, r ivamen i a
Suponhamos que as variaveis x, y, z, w e t representem, respectivamente, leite, pao,
laranja, maca e agiicar, entao podemos escrever a funcao "total a pagar” por

T (z,y,z,w,t) =2+ 0,1y + 0,5z + 2, 5w + 0, 6¢.

A funcgao T ¢ uma funcao de cinco variaveis. Para encontrar o total a pagar referente a
tabela anterior, fazemos
T7(2,10,2,2,5) =2+0,1(10)4+0,5(2)+2,5(2) +0,6(5)
=24+1+14+5+3=12,

A funcao T (x,y, z,w,t) é definida para todo ponto (z,y, z,w,t) € R®>. O convencional é
escrever T : R% — R.

Note que, em todos os exemplos acima, a imagem da fung¢ao é um ntimero real. Com
base nesses exemplos vamos definir funcoes de vérias variaveis.

2.2 Funcao de Varias Variaveis

DEFINIGAO 2.2.1 Seja D um subconjunto de R" e seja (x1,x9,23, -+ ,x,) € D. Se a cada
n—upla ordenada pertencente a D corresponder um unico nimero real f (x1,To, X3, ,Ty),
dizemos que f € uma funcao de n—varidveis, definida em D com imagem em R. O subcon-
junto D é chamado dominio de f. Convencionalmente escreve-se f : D C R — R.

ExXEMPLO 2.2.2 Vejamos alguns exemplos de fungoes de vdrias varidveis:
(a) f: D CR? — R definida por f (z,y) =2z + 3y + 1.
(b) f: D CR?— R definida por f (z,y,z) = 2*+y+ 2 + 6.
(¢) f: D CR*— R definida por f (z,y,z,w) = 2>+ y*> + 2 + w + 6.
(d) f: D CR5— R definida por f (x,y,z,w,t) =22+ y* + 2 +w + t> + 6.

ExXEMPLO 2.2.3 A funcao z = € uma funcao de duas varidveis, cujo

1

dominio é D = {(z,y) € R? tal que y > x}. Geometricamente, D é formado por todos o0s
pontos do plano xy que estao situados "acima"da reta y = x. Jd a fung¢ao w = f(x,y,z) =
(w2+y2+22)*% ¢ uma fungao de trés varidveis cujo dominio sao todos os pontos (z,y, z) € R3
para os quais %+ y? + 2% # 0, ou seja, todos os ponto de R3, com excecdo da origem.

EXEMPLO 2.2.4 A temperatura em um ponto (x,y) de uma placa de metal plana € dada por
T(x,y) = 2* + 4y* graus.

(a) Determine a temperatura no ponto (3,1).

(b) Determine e represente geometricamente a curva ao longo da qual a temperatura tem
um valor constante igual a 16 graus.

Solugao: (a) Temos que T'(3,1) = 3% + 4 = 13 graus.
(b) A curva desejada tem equacao T'(z,y) = 16, ou seja, x? + 4y* = 16, que nos fornece a
elipse % + % = 1, representada na Figura 2.1.
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Figura 2.1: 16 graus ao longo da elipse.

2.2.5 Grafico de uma Funcao de Varias Variaveis

DEFINICAO 2.2.6 Seja f: D C R" = R uma func¢ao de n varidveis. Definimos o grdfico
de f como o subconjunto de R"! formado por todos os pontos da forma

(l’l,(EQ,- .. 7;(;mf(x17x27 ce 7xn)) C Rn—&-l’
onde (1,9, -+ ,T,) € R".

No caso n = 2, o grafico de f é uma superficie em R?. Quando n > 3, ndo é mais possivel
visualizar o grafico de f, pois este sera um subconjunto de R*.

ExEMPLO 2.2.7 O grdfico de f(z,y) = 9 — 22 — y* € um paraboldide, conforme mostra a
Figura 2.2.

28 N N S S e e e

Figura 2.2: Paraboloide z = f(z,y) = 9 — 2% — 2

A equacao de uma superficie pode ser escrita na forma implicita ou explicita, em funcao
de duas variaveis, isto é, F'(z,y,2z) =0 ou z = f(z,y).

EXEMPLO 2.2.8 A equacdo da esfera centrada na origem pode ser escrita como seque
o Implicitamente: 22+ y*> + 2> — R = 0.

e FExplicitamente em funcao de x ey, com z = =/ R?> — 22 — 92,
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Representagao Grafica de uma Superficie
Para representar graficamente uma superficie procede-se como segue:

1. Determina-se as intersecoes com os eixos cartesianos determinando os pontos

(x,0,0), (0,9,0) e (0,0, 2).

2. Determina-se os tracos das superficies sobre os planos coordenados

(a) zy fazendo z = 0 na equagao da superficie;
(b) 2z fazendo y = 0 na equagao da superficie;

(c) yz fazendo x = 0 na equagao da superficie.
3. Determina-se as simetrias

(a) em relac¢ao aos planos coordenados
e Uma superficie é simétrica em relagao ao plano zy se para qualquer ponto P(x,y, 2)
existe um ponto P'(z,y, —z);
e Uma superficie é simétrica em relagao ao plano zz se para qualquer ponto P(z,y, 2)
existe um ponto P'(z, —y, 2);
e Uma superficie é simétrica em rela¢ao ao plano yz se para qualquer ponto P(x,y, 2)
existe um ponto P'(—x,y, 2).
(b) em relagao aos eixos coordenados
e Uma superficie é simétrica em relacao ao eixo x se para qualquer ponto P(z,y, z)
existe um ponto P'(z, —y, —z2);
e Uma superficie ¢ simétrica em relagao ao eixo y se para qualquer ponto P(z,y, z)
existe um ponto P'(—x,y, —2);
e Uma superficie é simétrica em relagao ao eixo z se para qualquer ponto P(z,y, z)
existe um ponto P'(—z, —y, 2).
(c) em relagao a origem
e Uma superficie é simétrica em rela¢ao a origem se para qualquer ponto P(z,y, z)
existe um ponto P'(—x, —y, —z).

4. Seccoes e Extensao: Quando os tracos principais nao forem suficientes para caracte-
rizacao da superficie, recorre-se a determinacao de seccoes com planos paralelos aos
planos coordenados. Para isso fazemos

e > = k sendo k uma constante na equacao F(z,y, z) = 0, isto é, teremos a equagao
F(z,y,k) = 0 sobre o plano coordenado xy;

e y = k sendo k uma constante na equacao F'(x,y, z) = 0, isto é, teremos a equagao
F(z,k,z) = 0 sobre o plano coordenado zz;

e = = k sendo k uma constante na equagao F'(x,y, z) = 0, isto ¢, teremos a equagao
F(k,y,z) = 0 sobre o plano coordenado yz.

EXEMPLO 2.2.9 Fsbocar geometricamente a superficie de equagao

372 y2 2’2

TRt e
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Solugao: Vamos proceder conforme os passos listados acima.

1. Interse¢oes com os eixos coordenados: Os pontos (z,0,0) e (0,0, 2) ndao sao reais e o
ponto (0,y,0) é duplo ou seja temos os pontos P(0,4,0) e P'(0,—4,0).

2. Tracos sobre os planos coordenados

2,2
e Sobre o plano zy : Fazendo z = 0 tem-se a hipérbole —% + % =1 (Figura 2.3).

Figura 2.3: Traco sobre xy

e Sobre o plano xz : Fazendo y = 0 tem-se o conjunto vazio.
2 2

e Sobre o plano yz : Fazendo x = 0 tem-se a hipérbole yeR 1 (Figura 2.4).

Figura 2.4: Trago sobre yz

2

. . .. - 2 2 .
3. Simetrias: Explicitamente, a equagdo —%z + {3 — 5z = 1 pode ser escrita como

x? 22 2 22
y:4\/1+?+§ ou y:—4\/1+§+§

logo, é simétrica em relagao aos planos coordenados, aos eixos coordenados e a origem.

w

4. Seccoes e extensoes: fazendo z = k, com k € R, obtemos uma familia de hipérboles de
eixo real paralelo ao eixoy. Fazendo y = k, com k > 4 ou k < —4, obtemos uma familia
de elipses. Fazendo x = k, com k € R, obtemos novamente uma familia de hipérboles
de eixo real paralelo ao eixo y.

e Por exemplo, fazendo z = 3 temos a equac¢ao de uma hipérbole (Figura 2.5)

ZE2 y2 32 IE2 y2
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Figura 2.5: Trago sobre o plano z = 3.

e Por exemplo, fazendo y = £8 temos a equagao de elipses (Figura 2.6)

2 (£8)% 22 2 2P 2 22
et Tl T mTeT Y T oty

Figura 2.6: Tracos sobre os planos y = £8.

5. Construcao da superficie. Os elementos fornecidos pela discussao acima permitem
construir a superficie hipebolica de duas folhas, conforme a Figura 2.7.

AZ

Figura 2.7: Hiperboldide de duas folhas

2.2.10 Curvas e Superficies de Nivel (Opcional)

Uma curva ao longo da qual uma fun¢ao de duas variaveis z = f(z,y) tem valor constante
(como a elipse do Exemplo 2.2.4) é denominada curva de nivel ou curva de contorno de
f

A equagao de uma curva de nivel k para f é da forma f(z,y) = k. Quando a fungao
f representa uma distribuicao de temperatura, suas curvas de nivel sao chamadas isoter-
mas. Se f representa o potencial elétrico, as curvas de nivel de f sao chamadas de curvas
equipotenciais.

62



Suponha que uma superficie S é o grafico de uma fungao z = f(x,y). Se a intersecao de
S com o plano z = k é nao vazia, entiao ela é uma curva de nivel f(z,y) = k. A cada ponto
desta curva de nivel corresponde um tnico ponto na superficie S que esta k unidades acima
do plano zy, se k > 0, ou k£ unidades abaixo dele, se £k < 0. Ao considerarmos diferentes
valores para a constante k, obtemos um conjunto de curvas chamado de mapa de contorno
de S.

Tal mapa de contorno facilita a visualizacao da superficie. Quando as curvas de nivel sao
mostradas em intervalos equi-espacados de k, a proximidade de curvas sucessivas nos déa a
informacao sobre a aclividade de S. Quanto mais proximas as curvas, significa que os valores
de z mudam mais rapidamente do que quando elas estao mais afastadas, ou seja, quando
curvas de nivel estao juntas, a superficie é "ingreme".

ExeEmPLO 2.2.11 Seja f(x,y) = x* + y*. Fagca um mapa de contorno de f, mostrando as
curvas de nivel em 1,2,3,4,5.

Solucao: As curvas de nivel sdo as circunferéncias 22 + y? = k. Um mapa de contorno de f
pode ser visto na Figura 2.8.

-
N

&2

Figura 2.8: Curvas de Nivel: 2% +¢% =k

Embora nao possamos visualizar o grafico de uma fungao de trés variaveis w = f(x,y, 2),
podemos considerar as superficies de equagoes f(z,y, z) = k, que sao chamadas de superficies
de nivel de f. Ainda, toda superficie definida por uma equacao em x, y, z pode ser considerada

como uma superficie de nivel de alguma funcao de trés variaveis. Por exemplo, o hiperboloide

x2 y2 22

da Figura 2.7 é a superficie de nivel g(z,y,z) = 1 onde g(z,y,2) = = -+ Z 3

2.2.12 Distancias e Bolas no Espaco

Sejam P (z1,x9, -+ ,x,) € A(y1,y2,- - ,yn) dois pontos de R". A distancia de P até A,
denotada por ||P — Al|, é dada por

1P = All = /(21 — 1) + (22 — 1) + -+ + (w0 — ya)™

DEFINICAO 2.2.13 Sejam A (y1,Y2, -+ ,Yn) um ponto de R™ e e > 0 um nimero real. De-
nominamos bola aberta de centro A e raio € ao conjunto de todos os pontos P (xq, 29, ,T,) €
R™ tais que ||P — A|| < &, ou seja,

B(A,e) = {(x1,29, - ,2,) €R"; ||P— Al <e}.
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Figura 2.9: Bola aberta B ((1,2),1).

EXEMPLO 2.2.14 No plano, para ¢ = 1 e A(1,2) temos a bola aberta
B((1,2),1) = {P(z,y) € R [|(z.y) - (1,2)]| <1}
que € graficamente representada pela Figura 2.9.
ExEMPLO 2.2.15 Sejam A(1,1,2) e e =1 entao a bola aberta
B((1,1,2),1) = {P(z,y,2) € R® ; ||(z,y,2) — (1,1,2)]| < 1}

estd graficamente representada pela Figura 2.10.

Figura 2.10: Bola aberta B((1,1,2),1)

2.3 Limite de uma Funcao de duas Variaveis

Vamos estudar a existéncia do limite de uma funcao de duas varidveis. O raciocinio
andlogo € feito para func¢oes de n varidveis.

DEFINICAO 2.3.1 Seja f uma fungao de duas varidveis definida numa bola aberta B (A,r),
exceto possivelmente em A (xo,o). Dizemos que o nimero L é o limite de f (x,y) quando
(x,y) tende para (zo,yo) se, dado € > 0, podemos encontrar um § > 0 tal que |f (z,y) — L| <
e sempre que 0 < ||(x,y) — (w0, y0)|| < d. Nesse caso, escrevemos

lim  f(x,y)=L.

(z,y)—(x0,y0)

EXEMPLO 2.3.2 Mostre que  lim 2z + 3y = 11.
(z.y)—(1,3)
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Solugao: Devemos mostrar que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |f (x,y) — 11| < & sempre
que 0 < ||(z,y) — (1,3)|] <. Assim

|f (x,y) — 11| = |22+ 3y — 11|
= |2z —2)+ (3y — 9)|
= [2(@-1)+3(y—3)|
< 2@ =1+ 3y —3)]
= 2|(z-D[+3|(y—3)| <e

e obtemos que
2 =D +3[y=3)|<e. (T)

Por outro lado, de 0 < ||(x,y) — (zo,y0)|| < 0, seque que

O<\/(91;—1)2+(y—3)2<(5.

Agora, pela definicao de mddulo, temos que

=1 =P <\ — 1)+ (y = 3)* <5

y-3= vV 8F <o 1P+ -3 <o

€ assim
2/(x —1)|+3|(y—3)| <26 +36=56.  (II)
Portanto, de (I) e (II) podemos formar o sistema de inequagoes

{ 2[(x = D[+3](y=3)| <¢
2[(x =1+ 3[(y —3)| <50

Assim, podemos admitir que 50 = € e encontrar que = =

€
Logo, dado ¢ > 0 existe 6 = % tal que | f (x,y) — 11| < e sempre que 0 < ||(x,y) — (1,3)]] <
0, 0 que prova pela definicao que lim 2x + 3y = 11.
(z,y)—(1,3)
OBSERVACAO 2.3.3 No Cdlculo 1, vimos que para existir o limite de uma funcao de uma va-

ridvel, quando x se aproxima de xy, € necessdrio que os limites laterais lim+f(x) e lim f(x)
T T—=T)

existam e sejam iguais. Jd para funcoes de duas varidveis, a situacao andloga é mais com-
plicada, pois no plano hd uma infinidade de curvas (caminhos) ao longo das quais o ponto
(x,y) pode se aproximar de (xo,%o). Porém, se o limite da Defini¢ao 2.3.1 existe, é pre-
ciso entao que f(x,y) tenda para L, independentemente do caminho considerado. Essa ideia
nos fornece uma importante regra (Teorema 2.3.4) para investigar a existéncia de limites de
funcoes de duas varidveis.

TEOREMA 2.3.4 Seja f uma funcdio de duas varidveis definida numa bola aberta centrada
em A (xo,y0), exceto possivelmente em A (xo,y0). Se f(x,y) tem limites diferentes quando
(x,y) tende para (xq,yo) por caminhos diferentes entao

lim  f(z,y) mnao existe.
(z,y)—=(zo,y0)
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A
EXEMPLO 2.3.5 Vamos mostrar que lim 2—3/ nao existe.
(z,9)—(0,0) 22+ y?

Solucgao: Considere C; = {(z,y) € R?, x = 0}. Note que C} é exatamente o eixo y e é um
caminho que passa pelo ponto (0,0). Assim,
0-y

lim r,y) = lim 0,y) = lim =0
(w,y)a(oﬂ)f( v) (07y)—>(070)f( 2 y—0 02 + 32

Considere agora Cy = {(x,y) € R? y = kx}. Note que Cy é o conjunto de retas que
passam pelo ponto (0,0). Assim

rkx
lim x = lim x, kx lim ————
(@) (0.0) f(z.y) (,kz)—(0,0) A )= (2.52)(00) 22 + (kx)”
lim i _ &
=0 22 (1 +k2) 1+ k2

Mostramos entao que

lim T lim T
s (Oo)f( ) %( i (Oo)f( )

. , Ty - .
e com isso, concluimos que  lim ———— nao existe.
() —(0,0) 12 + y?

22y ,
EXEMPLO 2.3.6 Vamos mostrar que lim ——>— emiste.

(2.9)—(0,0) 2% + y?
Solugao: Primeiro vamos verificar se, por caminhos diferentes, o limite tem o mesmo valor
numérico. Considerando C; = {(z,y) € R?; y = kx}, o conjunto de retas que passam pelo
ponto (0,0) temos

3xkx
lim T = lim x, kx lim _—
(z,y)—>(0 0) f ( y) (z,kx)—(0, O)f ( ) (z,kx)—(0,0) .1'2 (]i]l')
3k . zk

00 22 (1+ k2) 250 1+ k2

Considerando agora Cy = {(z,y) € D; y = kz*}, o conjunto de pardbolas que passam
pelo ponto (0,0), temos que

, 5 _ 32 ka?
lim f(z,y) = lim f (x,/{:zc ) = lim —_—
(20)500) (.ka?)—(0.0) (wka?)>(0.0) 22 + (ka2)
3atk ) 322k
== 11m = l1m =
=0 2 (1 + k22%) 20 14 k222
Como lim f(x,y) = lim f(z,y), segue que ha probabilidades de que L = 0
G (0 0) G (00

seja o limite de f(z,y) = xffgﬂ

satisfeita. Devemos mostrar que, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que |f (z,y) — 0| < & sempre
que 0 < ||(x,y) — (0,0)]] <. Assim,

Para confirmar, devemos verificar se a Definigao 2.3.1 esta

66



3%y | _ [32%y[ _ 32’y
22 4 12 _|x2+y2|_m2+y2
De 0 < ||(z,y) — (0,0)]| < § obtemos 0 < /22 +y? < 6. Sendo 2? < 2 +y* e |y| =

VY% < /22 + y? podemos escrever

3|9U2| Y| 3(962+y2)|y|
< =3 < 3v/x2 +y? < 36. 11

<e. (1)

|f(x,y) _O| =

w| ™

Comparando (I) com (II) podemos admitir que 36 = ¢, donde vem § =

. . . . 322y
Portanto, mostramos que existe o limite existe e que  lim 5 =
(z,y)—=(0,0) =+ Yy

] . 3zt (y — 1)*
ExeEmPLO 2.3.7 Calcule, se possivel, o valor de  lim 1 5 :
(@y)—(01) (x*+y? —2y+1)3
Solugao: Iniciamos investigando a existéncia do limite, utilizando diferentes caminhos que
passam pelo ponto (0, 1).
Utilizando os caminhos lineares C; = {(z,y) € R?; y = kxz + 1} temos que
_ 3zt (y — 1)4 , 3zt (k)
lim 1 g = lim SRR
(2.) 3 (01) (x* 4 (y — 1)?) (zka+1)—(0,1) (2% 4 (kx)2)
3kia®

= I g

Agora, usando os caminhos parabolicos Cy = {(x,y) € R?; y = kx® + 1} temos que

. 3zt(y — 1)* i 3zt (kx?)*
lim = lim —_—
() 01 (x* 4 (y — 1)?)3 (wka2+1)—(0,1) (2% + (kx?)?)3
RY A Ry

lim .
=0 22(1+ k23 (1+ k%)

Portanto, como obtemos limites diferentes por caminhos distintos, concluimos que o limite
nao existe.

2 3
ExEMPLO 2.3.8 Calcule, se possivel, o valor de lim (z+2y+2) )
(@w.2)=31-5) (z—3)(y — 1)(z +5)

Solucgao: Iniciamos investigando a existéncia do limite. Como temos uma funcao de 3 va-
riaveis, devemos usar caminhos em R3. Se v = (a, b, ¢) sdo as coordenadas de um vetor diretor
de uma reta que passa pelo ponto (3,1, —5), podemos utilizar as equagoes paramétricas para
definir o caminho retilineo

Cy={(z,y,2) €R* w=3+at, y=1+bt, z=—5+ct}.

Para nos aproximarmos de (3,1, —5) por C, basta fazermos o parametro ¢ — 0 e assim

’ (x+2y+2)3 1 (3+at+2+2bt — 5+ ct)?
1m = 11m
()2 (315 (2= 3)(y — 1)(2 +5) t-50 (at)(bt)(ct)
. (at+2bt+ct)®  (a+2b+c)?
= lim = .
t—0 abct3 abc

Atribuindo diferentes valores para a, b, ¢, ou seja, utilizando caminhos retilineos distintos
para nos apro-ximarmos de (3,1, —5) obtemos limites também distintos. Portanto, pela
regra dos dois caminhos, o limite em questao nao existe.
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2.3.9 Propriedades dos Limites

(i) Se f: R? — R é definida por f(z,y) = ax+by+c, entao ( )liI(Il )f (,y) = axo+bys+c.
z,Y)—(Zo,Y0

(ii) Se lim  f(z,y) e lim g (z,y) existem e ¢ € R, entao:

(.T,y)—>(.7?0,y0) (x7y)_>(x07y0)
(@) lim  [f(z,y)+g(z,y)= lim f(z,y)+ lim g(zy).
(x,y)%(xo,yo) (:v,y)ﬁ(:vo,yo) (x,y)%(xo,yo)
(b) lim  cf(zy)=c lim f(z,y)
(.7?7y)—>($0,y0) (%Z/)*(xo,yo)
() lim [f(z,y)g(zy)l= lim f(z,y)- lim g(z,y).
(ZB,y)*)(:Bo,y()) (Zvy)*)(xo»yt?) ((E,y)—)(.’EO,yo)
lim  f(z,y)

f (Zﬂ,y)] _ (x,y)—.>(x0,y0) desde que lim q (x,y) 7& 0.
lim  g(z,y) (z.9)—(20,90)
(z,y)—(z0,y0)

d lim
(d) (@)= (zo,y0) g(2, )

(e) lim  [f(z,9)]" = < lim )f (x, y))n para todo n € Z* .

(z,y)—(z0,y0) (z.y)— (20,0
PROPOSIC AO 2.3.10 Se g é uma fungao de uma varidvel, continua num ponto a, e f(zx,y)

€ uma funcao tal que lim  f(x,y) = a, entdo lim  (go f)(x,y) = g(a), ou seja,
(x,y)—>(x0,y0) (x7y)—>(x07y0)

lim g(f(fay)):g( lim f(I,y))-

(x,y)%(xo,yo) (m,y)—)(mo,yo)

ExeEMPLO 2.3.11 Calcular  lim  In(z? + 2y — 1).
(z,y)—=(1,2)

Solucgao: Considerando as fungoes
fle,y)=2>+2y—1 e g(u)=Inuy,

temos que  lim f(z,y) =2 e que g é continua em u = 2. Aplicando a proposigao acima,

(z,y)—(1,2)
obtemos
lim o f)(x, = lim In(2® + a2y —1
(x’y)%m)(g )z, y) e ( y—1)
= In lim (2?2 +x —1>:1n2.
<(m7y)—>(1,2)( Y )

PROPOSIC AO 2.3.12 Se ( )lir(n )f(x, y) =0 e g(x,y) € uma fungao limitada em alguma
z,y)—(Zo,Y0

bola aberta de centro (xo,yo) entao

lim  f(z,y).9(z,y) =0.
(z,y)—(w0,y0)
2

x
EXEMPLO 2.3.13 Mostre que  lim 5 i 5
(z.y)—=(0,0) 7+ Y

= 0.
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Ty
2 + y2 :
Sabemos que ( l)inzo O)x = 0, entao basta mostrar que g(x,y) é limitada.
1‘7y % K

Escrevendo g em coordenadas polares, temos que

Solugao: Consideremos f(z,y) =z e g(z,y) =

xy r cos 6sin 0

= cosfsinb.
x2 + y? 72

g(w,y) =

Evidentemente, |cosf@sinf| < 1 e portanto temos que g(x,y) é limitada. TLogo, pela
. : z?y
proposi¢do anterior, lim ——=— =0
(zy)—(0,0) 22 + y?

2.4 Continuidade de uma Funcao de duas Variaveis

DEFINIGAO 2.4.1 Seja f : D C R? — R uma funcio de duas varidveis e (xg,yo) € D.
Dizemos que [ ¢ continua em (xq,yo) Se, e somente se, satisfaz as condigoes:

(1) f(x0,y,) existe
(i) lim  f(x,y) eziste

(z,y)—(z0,y0)

(444) lim  f(z,y) = f (zo,%0) -

(z,y)—(x0,y0)

T

se (x,y) # (0,0)

EXEMPLO 2.4.2 Verifiqgue se a funcao f(z,y) = { 2 + y? ¢ continua
e (z,y) = (0,0)
m (0,0).

Solucgao: Devemos verificar se f satisfaz as condigoes da Definicao 2.4.1.
(i) Como f(0,0) =0, a primeira condi¢ao esta satisfeita.

(ii) Vimos no Exemplo 2.3.5 que  lim
(z,y)—(0,0)
da Definicao 2.4.1 nao é satisfeita.

s~ nao existe. Portanto, a segunda condigao
x+y )

Logo, f (x,y) nao é continua em (0,0).

EXEMPLO 2.4.3 A funcao definida por f(x,y) = 2+ (y—1)2 se (@,y) # (0,1) é con-

0 se (z,y) = (0,1)
tinua em (0,1)7?

Solugao: Devemos verificar se f satisfaz as condi¢oes da Definigao 2.4.1.
(i) Como f(0,1) =0, a primeira condigao esté satisfeita.

(ii) Vamos verificar se “ I)IH%O 1)f (x,y) existe e é igual a zero (se for diferente a func¢do nao
7y %

serd continua no ponto

)
il it O ol (R O | U O
+(

= 0.
y—1)2%  (@y—01) 22+ (y —1)2

lim
(z,y)—(0,1)
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(iii) Dos itens anteriores, segue que

lim f(z,y) =0= f(0,1).

(z,y)—(0,1)

Portanto, a funcao f(z,y) dada é continua no ponto (0, 1).

32
EXEMPLO 2.4.4 Verifique se a fun¢ao f(x,y) =< 22 + y2 se (2,y) # (0,0)

0 se (x,y) = (0,0)

€ continua em

(0,0).
Solucgao: Devemos verificar se f satisfaz as condigoes da Definicao 2.4.1.
(i) Como f(0,0) =0, a primeira condi¢ao esta satisfeita.

3y

(ii) Como vimos no Exemplo 2.3.6, lim = 0, a segunda condicao esta satisfeita.

(z.9)=(0.0) 2 + Y
(iii) Segue dos itens anteriores que

lim f(z,y) = f(0,0).

(2,y)—(0,0)

Portanto, as trés condi¢oes da Defini¢ao 2.4.1 estao satisfeitas. Logo, f (z,y) é continua
em (0,0).

2.5 Derivadas Parciais

As técnicas, regras e formulas desenvolvidas para derivagao de fungoes de uma variavel
sao generalizadas para fungoes de duas ou mais varidveis.

DEFINIGAO 2.5.1 Seja f : D C R? — R uma funcao de duas varidveis e (x,y) € D. As
derivadas parciais 9f ¢ g—fj de f em (z,y) sao dadas por

oz

2L I

or Az—0 Ax

af(x,y) f(:v,y—i—Ay) —f(a:,y)

2 I

dy Ay—0 Ay

EXEMPLO 2.5.2 Seja f (z,y) = 2%y + xy? encontre afg;,y) e 8f((93::,y)'

Solucgao: Aplicando a Defini¢ao 2.5.1 obtemos
of (z,y) [z + Az,y) — [ (z,y)

—_ 1
ox Az—0 Az
_ oy @A+ An)y® — (2P + 2y’
Az—0 Ax
_  lim 22y + 2eyAz + y (Az)” + zy? + 2 Az — 22y — xy?
Az—0 Ax
_ 2eyAz +y(Az)® +yPAx
= lim
Az—0 Ax
. 2oy +yAr +y?) Ax
= lim
Az—0 Az
= lim 22y + yAz +y? = 22y + >
Az—0
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0f @y) _ . f@y+ Ay +[f(zy)

2
= 22+ 22y
y Ayso Ay Ty

Analogamente, encontra-se que

OBSERVAGAO 2.5.3 Note que, para encontrar % bastou considerar y como uma constante na
funcao f(xz,y) e aplicar as regras de derivagao estudadas na derivag¢ao de fungoes de uma
varidvel. Para encontrar g—i deriva-se em relacao a y, mantendo x constante.

of , of

EXEMPLO 2.5.4 Seja f(z,y) = 32°y + 2sinxy, encontre 5 e 5

Solugao: Tomando y constante no primeiro caso e x no segundo, obtemos

0
ox

0

M = 327 + 2z cos xy.
y

OBSERVACAO 2.5.5 No caso de f ter mais de duas varidveis, sao consideradas constantes
todas as varidveis em relagao a qual f nao estd sendo derivada.

EXEMPLO 2.5.6 Seja f (z,y, 2z, t) = 32y23t? + 2sin2?y23t2. Encontre as derivadas parciais

af of of Of

e —

o’ dy’ Bz Ot
Solucao: Fazendo y, z,t constantes podemos derivar parcialmente em x :

af (:I:7 y7 Z? t)
ox

= 6y t* + dwy2Pt? cos vy 2PtE

Agora, fazendo z, z,t constantes, obtemos a derivada parcial em relacao a y :

af (x’ y? Z? t)
dy

= 32° 231 4 2202237 cos 2Py 212

Tomando z,y,t constantes temos a derivada parcial em z :

af (x7 y7 z7t)
0z

= 92%y2*1? + 622y 2% cos Py 212,

Finalmente, mantendo z,y, z constantes, encontramos

af (l” y? Z? t)
ot

= 62%y23t + 4a?y2>t cos wy 2>t

2.5.7 Interpretacao Geométrica das derivadas parciais

Podemos interpretar geometricamente a derivada parcial como uma taxa de inclinacao.
Seja f (z,y) uma fun¢ao de duas variaveis e seja y = yo. Entao, f (z,10) descreve uma
curva sobre a superficie S. Marcamos um ponto P (g, yo) sobre a curva f (z,y,) e tragamos

uma reta tangente a curva neste ponto com coeficiente angular m = tga. Entao % =
tga, ou seja, W é o coeficiente angular da reta tangente a curva f(x,yy) no ponto

P (z0,90) (veja a Figura 2.11). Analogamente, % é o coeficiente angular da reta tangente a
curva f (xg,y) no ponto P (xg,yo), conforme ilustra a Figura 2.12.
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Figura 2.11: Interpretagao Geométrica de Z-

Figura 2.12: Interpretagao Geométrica de g—’yf

EXEMPLO 2.5.8 Determine a equacao de um plano que seja tangente ao paraboldide z =
22 + 2, no ponto P(1,2,5).

Solugédo: Note que a superficie desejada ¢ o grafico da fungio z = f(z,y) = 2? + y*. Para
determinar a equacao do plano tangente desejado, devemos obter dois vetores pertencentes
a este plano, ou seja, dois vetores tangentes ao paraboldide, no ponto P. Para isso, fazendo
y = 2 encontramos a curva z = f(z,2) = 22 + 4. A reta tangente a essa curva, no ponto P,

é dada por
df (o, yo)
ox

z—2zp= (x — x0) = 2xo(x — ),

ou seja,
z—5=2x—-1) = 2z=2r+3, noplano y=2.

Da geometria analitica, temos que o vetor diretor a esta reta tangente é dado por b, =
(1,0,2). Da mesma forma, fazendo x = 1, obtemos a curva z = f(1,y) = 1 + ¢?, cuja reta
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tangente, em P, é dada por

8f(:c0, yo)

By (?J—yo) = 2yo(y—yo),

zZ— 2y =

ou seja,
z—5=4(y—2) = z=4y+3 noplanoz = 1.

Assim, encontramos o vetor diretor by = (0, 1,4). Agora podemos obter o vetor normal
ao plano tangente desejado, tomando

b="b X by = = (—2, —4, 1)

O =
— O <.
=N

Portanto, a equacao geral do plano desejado ¢ dada por
—2r—4y+1z2+d=0.

Como este plano deve passar por P(1,2,5), substituindo suas coordenadas na equagao
acima, obtemos d = 5. Portanto o plano tangente ao paraboldide z = 2? 4+ y? no ponto
P(1,2,5), tem equagao —2x — 4y + 2z +5=0.

2.6 Derivadas Parciais de Ordem Superior
of

Seja z = f (z,y) uma fungao cujas derivadas parciais 7 e 0 também sao derivaveis.
Z )

Cada uma dessas derivadas parciais poderd ser novamente derivada em relacdo a x e a y.
Denotaremos:

2
) i ﬁ = ﬁ é a segunda derivada parcial de f em relacao a x;
Ox \ Oz ox?

o (0 (of >*f : : . - _
) 7 (% <%>) =93 é a terceira derivada parcial de f em relacao a x;

0 (0 o?
°* — (—f> = é a segunda derivada parcial de f primeiro em relacao a z e depois

oy \Oxr )  Oyox

em relacao a y;

g (of o’f . . . . .
o — | — | = é a segunda derivada parcial de f primeiro em relacao a y e depois
Ox \ Oy 0x0y

em relacao a x;

o (0 (0 o0?
o — | — —f = —f é a terceira derivada parcial de f em relacao a y;
9y \ 0y \ 9y Iy’

No caso da funcao f ter mais de duas variaveis a notacao segue a mesma logica. Por
exemplo, se temos f (z,y, z,t) tem-se

ogﬁﬁa—f _04—f ra representar rta derivada de f, primeir
ot \ 32\ \ oz _Otazay&vpaa epresentar a quarta derivada de f, primeiro

em relacao a x, depois em relagao a y e assim sucessivamente.
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_9fr
0xdydz0t

EXEMPLO 2.6.1 Seja f(1,y,2,t) = 23y*25% encontrar

Solucgao: Derivamos inicialmente em relacao a ¢, obtendo
of

—(z,y, z,1) = 22°y*27t,
5 (@Y%) y

a seguir, derivamos em relacao a z

0 f
—(x,y, z,t) = 1023y* 2%,
para apoOs derivarmos em y
93
8y8§8t (z,y,2,t) = 402y’ 2",
e finalmente derivarmos em x e obter
oNf
— (z,y,2,t) = 1202232
910y0 20t (v.9,2,%) 4
0%u
EXEMPLO 2.6.2 Uma funcao de duas varidveis u € dita harmonica se satisfaz a equagao W—'—
x
0%u
92 0, conhecida como equacio de Laplace em R2. Mostre que a funcao
Y

u(z,y) = e"siny + e’ cosx
€ uma fung¢ao harmonica.

Solugao: Tomando as derivadas parciais sucessivas de u, temos

% = (siny)e” — (sinx)e?
% = (siny)e® — (cosx) e’
g—; = (cosw)e’ + (cosy)e”
giyg = (cosz)e’ — (siny)e”.

Substituindo na equacao de Laplace, obtemos que

0’u  0%u

92 + 6_y2 = (siny) e® — (cosx) e’ + (cosx) e’ — (siny)e® = 0.

Como a funcao u dada satisfez a equacao de Laplace, mostramos que ela é uma funcao
harmonica.
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2.7 Derivada de uma Funcao Composta

Antes de discutir a derivada de uma funcao composta, vamos falar sobre composicao de
funcoes de duas variaveis.

Consideremos as fungoes u(z,y) = x?y +y e v (z,y) = x + y*. Podemos definir uma nova
fungao F por F (u,v) = 2u? + 3v. Reescrevendo F em funcio de z e y temos:

F(u(z,y),v (,y)) = 2[ulz,y)]* +3[v(z,y)]
= 2(z%y +y)* +3(z +y*)
= 2(x'y? + 20%% +y*) + 32 + 32
2242 + 4a?y® + 2% + 3z + 3y°
224 % + 42%y* + 5y® + 3z

e assim,
F(u(1,2),v(1,2)) = 2(1)* (2)* +4(1)*(2)> +5(2)> + 3 (1) = 47.
Ou, como
wr,y) =2’y +y e v(zy) =r+y’
segue que
u(1,2) = (1)°24+2=4 e 0(1,2)=1+4+22=5,
e entao

F(u(1,2),v(1,2)) = F(4,5) = 2(4)* + 3 (5) = 47.

Nosso interesse é encontrar ‘?9—1; e %—5. A funcao

F (z,y) = 22*y* + 42y + 5¢° + 32
pode ser escrita como uma fungao x e y. Isto é,
F (u(z,y),v (2,y)) = 22*y* + 42°y* + 5¢° + 32

e, nesse caso, temos

or
e (z,y) = 82y* + 8xy® + 3
‘ OF
m (z,y) = 4y + 8%y + 10y.

Como podemos observar, obter as derivadas parciais através desse processo nao é muito
animador. Isso é motivacao suficiente para estudar a Regra da Cadeia. Se tivermos
uma funcdo composta f (g (x)) sabemos que [f (¢ (2))]' = f' (g (x)) ¢ (). A mesma teoria é
aplicada para encontrar a derivada parcial de uma funcao composta de varias variaveis.

DEFINICAO 2.7.1 Seja z (z,y) = F (u(z,y),v(x,y)) entao

0z (z,y) _ OF (u,v) du N OF (u,v) dv
or Ou Ox ov Oz
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0z (z,y) _ OF (u,v) du n OF (u,v) v
dy  Ou Oy v Jy

ExemPLO 2.7.2 Consideremos as funcoes u(x,y) = 2’y +y e v(x,y) = z + y>. Definindo
uma nova funcao z por z (z,y) = F (u,v) = 2u* + 3v. Encontre as derivadas parciais de z
em relagao a x e y.

Solugao: Inicialmente, determinamos as derivadas parciais das fung¢oes u(z,y), v(z,y) e

F(u,v) :
oOF ou ov
a?:éllt, a a—xZQQﬂ'y, ?:17
U ) v
ov T Oy b Ay Y

e utilizando a regra da cadeia (Defini¢ao 2.7.1), obtemos as derivadas parciais

0:(r,y) _OFOu  OFudv
ox a 8u88x ov Oz
U

= 42 4 320

£xr X
=4 (z%y +y) (2zy) + 3 (1)
= 8z3y% + 8xy® + 3

e
Oz(z,y) _ OFOu  OF dv
dy  Oudy  Ovdy
= 4u% + 3@
0y dy
=4 (zy+y) (2* +1) +3(2y)
= 4a'y + 8z%y + 10y.
_ JOF OF
EXEMPLO 2.7.3 Determine 5 n para F(z,y) = In ¢/ (2* + 22y + y®) + (2zy + 322).

Solucdo: Podemos reescrever a fun¢io F como F(u,v) = In(u + v)5, onde

u(z,y) = z* + 2zy + y°

v(x,y) = 2zy + 32°.

Usando a regra da cadeia, temos:

oF OF 9u  OF dv

dr ~ Dudr  Ovoa

1 1 du 1 1 dg

5u+vdr  Hu+vox

1 (423 + 2y) + (2y + 6x)

5 2t + y3 + dzy + 322
6z + 4y + 423

202y + 1522 + 5x* + 5y’

O calculo da derivada em relagao a y é deixado como exercicio para o estudante.

76



EXEMPLO 2.7.4 Variacao dos valores de uma funcao ao longo de uma hélice:

w
Encontre — se w = xy+2z onde x = cost, y =sint e z =1t. Qual € o valor desta derivada

emt=207?
Solugao: Pela regra da cadeia, obtemos

d_w 6wdx+8wdy+8wdz

dt Or dt Oy dt Oz dt
= y(—sint) + x(cost) + 1(1)
= sint(—sint) + (cost)(cost) + 1
= —sin®t +cos’t+1 =1+ cos2t.

d
Logo, para t = 0, temos que d—l: =14 cos0 = 2.

EXEMPLO 2.7.5 Sendo « uma constante ¢ w = f(u,v), onde u = x cos @« — y sen « e
v=2x sen a+y cos «, sabendo que f € diferencidvel mostre que

0w N Pw  *w N 0%w

ox2 Oy  Ouz  Ov?

Solucgao: Usando a regra da cadeia para as derivadas parciais de primeira e segunda ordem

obtemos:
ow 8f ou Of ov 8f af
+ = Sa-+ — sen «

dr  Oudr  Ovior 8u ov

8_;;) = cosa% (af(u U)) —i—senaa— <8—£( U))

_ Ffou  Of ovy &f ou  &fov
= NN w2 ar T avouor) T " Y\ Guovor T v o

1 [ *f , 0f

— 2,2 J -4
= cos o o + cos a sen o N + sen « cos o a0 + sen “« 502 (1)
Ou 0f@u+g@_8_f<_ sen a)—i—gcosa
8y oudy Ovdy Ou ov
0*w g (of o (Of
W —senaa—y (8 (u, v)) + cosag— (%(u v))
o (FEu B o
B > ou? dy  Ovdu dy % Y\ Budv dy  Ov? 0y
*f *f *f *f
— 2,2 J _ 20 2
= SeD O o — COS (SN O oo — SeN ( COS O oo + cos “o 502 (2)
Das Expressoes (1) e (2), temos:
62w+82w_82w( 2 4 2>+82w( N - 82w+82_w
0= T T ow sen "o+ cos “a) + - ( sen *a+ cos ‘o 52 T 52

e assim provamos que de fato a equacao dada é verdadeira.
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2.8 Derivadas de Funcoes Implicitas

Seja y = y(r) uma fun¢ao definida implicitamente pela equacao F' (z,y) = 0. Por exemplo,
>+ —9=0ouz*P+ 23> + a2y +x+y—9=0. A equagdo z° + y> — 9 = 0 pode ser
facilmente explicitada em funcao de z ou de y. Porém, nao podemos fazer o mesmo com a
equacio 2% +2%y2 + 2y + 2 +y—9 = 0. Também, fazendo F (z,y) = 22 +y? — 9 facilmente

dx
encontramos <2 e 0 © mesmo nao ocorre se fizermos F (z,y) = 223 +2%y* + xy+x+y—9.
€z Y

Nosso interesse esta em encontrar uma forma de determinar com rapidez as derivadas Z—y e
dx v
d_y'

Inicialmente, vamos resover o problema usando o conhecimento adquirido em Calculo 1.
Vamos derivar y implicitamente em relacao a x, na equacao

2ty oy 4+y—9=0,

obtendo
(2zy3 + 322y*y') + (32%y* + 223y ) + (y+ 2y ) + 1+ ¢y' =0
(3z*y*y + 223y + xy + ) + 2xy? + 32%y* +y+1) =0
Br?y? +28%y +x+ 1)y = — ey’ + 322> +y + 1).
Logo,

, dy 2yt +32% +y+1

4 :%__3x2y2+2x3y+x+1 '

()

Sendo F (z,y) = 2%y3 + 23y> + 1y +x +y — 9, obtemos as derivadas parciais de F, dadas
por
OF
OF (,y) =20y + 3%y  +y+1
Ox
F(z,y)
0

0
— T =3t 228y a4 1
Y

Observando estes resultados e comparando com (I), podemos escrever a formula

OF (z,y)
dy _  ox
dx o 8F8(:1:,y)
Y
F oF F
sempre que F (z,y), OF (x,y) e (z,9) forem continuas em (z,y) e OF (x,9) # 0.
ox oy oy

Se z = z(z,y) é definida implicitamente em funcao de x e y pela equagao F(x,y,z) =0,
usando o mesmo procedimento anterior obtém-se suas derivadas parciais, que serao denotadas

0z 0z
por — e —

ox Oy
0z 0y Ox

ExemPLO 2.8.1 Dada a funcao implicita 2* + y* + 2> — 9 = 0, encontrar —

ox or 0z
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Solugdo: Escrevendo F (z,y,z) = 2* + y? + 22 — 9, obtemos

2z,

=2y,

= 2z.

Agora, substituindo convenientemente na férmula acima, encontramos

EXEMPLO 2.8.2 Uma fungao z(x,y) é dada implicitamente por uma equagao do tipo F' (

oF
0z r
o = oF
0z
oF
%y _ oz
ox 5_F
dy
oF
ox 9z
9. OF
ox

OF (z,y, 2)
ox

OF (x,y, 2)
dy

OF (x,y,2)
dy

B 2z oz

22 2z

B _2[E oz

2y Yy

B 2z _Z

 2r

X

NEeE)

Nl

z

y’ ?

0, onde F(u,v) € uma fung¢ao diferencidvel tal que o # 0. Mostre que z satisfaz a equag¢do
v

diferencial parcial x

0

0z

0z

Ty

2z.

Resolucao: Como z depende implicitamete de x e y, devemos utilizar a expressao para

derivagao implicita

oF
0z 5’_y
oy~ OF
0z

Agora, para obter as derivadas de F, definimos u = — e v = — e utilizamos a regra da

cadeia para obter

()

OF _0F0u  0F0u _oF
or Oudxr Ovdxr Ou
OF _0Fou
0z  Ou 0z
oF B oF ou

oy " oudy  owdy  ou

OF 9v  OF

Qv dz Ou

OF v OF
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8_F
ov

(=)

O+8F I
ov \xz2)

—r\ L 9F
Y2 v’

12

10F

x3 ov’
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Portanto, substituindo nas derivadas implicitas de z, obtemos

OF 10F 2z0F OF
%2 9o _yOu_Sov __atpy 2
or  OF ToF 4y oF " g
9z 22 v v
e
oF —x OF OF
9: oy __y0u gy
gy OF 1 OF R OF
0z 22 v v

Portanto, substiuindo na equacao dada, temos

oF oF 8F 8F
0z 0z B x 5u 2z x3 EN 8u 8u B
En ov En v

2.9 Derivada Parcial como Taxa de Variacao

0
Suponhamos que f é uma funcao de duas variaveis. Entao, a derivada parcial 8_f (o, Y0)
T

nos da a razao instantanea de variagao de f, no ponto P (z,4o), por unidade de varia¢ao
de x. Isto é, a taxa de variagdo de f por unidade de = no ponto P (zg,¥o). Analogamente,
of
dy
EXEMPLO 2.9.1 Suponhamos que o volume de gds em um certo recipiente seja V = 100 cm?,
a temperatura seja T = 90°C' e a constante de proporcionalidade seja k = 8.

(a) Encontre a taza de variagao instantinea da pressao P por unidade de T.

(b) Encontre a taza de variagao instantdnea de V' por unidade de P.

(xo,Y0) nos dé a taxa de variagdo de f por unidade de y.

Solugao: De acordo com a lei dos gases ideais, para um gas comprimido vale a relagao
PV = kT. Na questao (a) do exercicio estamos interessados na taxa de varia¢ao instantanea
da pressao P por unidade de T', de modo que devemos escrever P em funcao de T' e V, isto
¢,

kT

v

A taxa de variacao instantanea da pressao P por unidade de T é dada pela derivada
parcial

P(T,V) =

oP(T,V) k
or Vv’

Asssim, no ponto P (90°,100), obtemos
OP (90°,100) 8

oT =100 = Y&
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Na questao (b) do exercicio estamos interessados na taxa de variagao instantanea de V'
por unidade de P, de modo que devemos escrever V' em funcao de T e P, ou seja,

kT

V(T,P)=—.
( ? ) P

A taxa de variacao instantanea da pressao P por unidade de T é dada pela derivada

parcial
ov(r,r) kT

opP P2
Para determinar P usamos a relacao

PV = kT
e obtemos 00 (8
P = —( ) =7,2
100
Portanto,

oV (90,7.2)  8(90)

or (7,2)°

= —13, 889.

EXEMPLO 2.9.2 A altura de um cone circular é 100 em e decresce a uma raziao de 10cm/s.
O raio da base € 50cm e cresce G razao de 5em/s. Determine a velocidade da variagao do
volume deste cone.

Solugao: Primeiro vamos escrever o volume do cone em funcao do tempo:

logo, pela regra da cadeia, temos que

OV. _ Vdr OVdh _2mrhdr  m?dh
or dt  Ohdt 3 dt 3 dt

ot
2750.100 50)2
— %(5) i %(_10)
_ 500007 _ 250007 250007
-3 3 3 7

2.10 Diferencias Parciais e Totais

Os diferenciais de uma fun¢ao nos dao uma estimativa da variagao da fungao quando
damos acréscimos as variaveis independentes.

Para entender o significado dos diferenciais parciais e total vamos, primeiramente, exam-
inar alguns exemplos.

ExeEMPLO 2.10.1 Consideremos um retangulo de lados x e y. A drea desse retingulo é dada
por A(z,y) = xy. Veja a Figura 2.185.

Se ao lado = for dado um acréscimo infinitesimal dz, a area do novo retangulo sera dada
por
Alx +dx,y) = (v +do)y = xy + ydx
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dy

X dx

Figura 2.13: Acréscimos diferenciais nos lados de um retangulo

e assim obtemos
A(x +dz,y) — A(z,y) = ydx.

A variagao infinitesimal desta area serd dA, = ydzx.

A (z,y)

Sendo W =y, podemos escrever dA, = —————dx.
v ox
. . . . , 0A (2,y)
Analogamente, a diferencial parcial em relagao a y é dada por dA, = 8—dy.
Y

Agora, se aos lados x e y forem dados acréscimos infinitesimais dx e dy,a area do novo
retangulo sera

Ax+dr,y+dy) = (x+dx)(y+dy)
= a2y + ydx + xdy + dxdy
= A(x,y) + ydx + xzdy + dzxdy

e assim,
Az +dx,y+ dy) — A(z,y) = ydx + zdy + dxdy.

A estimativa da variacao total dA, da area sera
dA = ydx + xdy + dxdy.

Sendo % =y, %Z’y) = x e como o produto dos infinitesimais dx e dy é desprezivel,

isto é, drdy ~ 0, podemos escrever

ga= 4@y, 04wy,
ox Jy

ExEMPLO 2.10.2 Consideremos um paralelepipedo de lados x, y e z. Entao o volume deste
paralelepipedo serd dado por V (z,y,z) = xyz. Desenvolvendo um raciocinio andlogo ao do
exemplo anterior obtemos:

V(z+dr,y, z) = (v +dr)yz = zvyz + yzdx

ou seja,
V(l‘+ dl’,y,Z) - V(ZL‘,y, Z) = yde

e a variacao infinitesimal do volume sera dV, = yzdx, que pode ser escrita como

OV (z,y,2)

dz.
ox v

dvy
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Analogamente, obtemos

oV (z,y, 2)
dy

oV (z,y,2)

dz.
0z N

dV, = dy e av, =
Se aos lados = e y forem dados acréscimos infinitesimais dx e dy o volume do novo

paralelepipedo sera

Vi(z+do,y+dy,z) = (x+dz)(y+dy)z
= wyz + yzdxr + vzdy + zdxdy
= V(z,y,2) + yzdx + zzdy + zdzdy

e entao
dVyy = yzdzr + xzdy + zdxdy.

O produto zdxdy tende a zero. Logo, é desprezivel e, portanto, a estimativa da variacao
infinitesimal parcial do volume do paralelepipedo apés dado um acréscimo aos lados x e y
serda dada por
oV (z,vy, Z)dx N oV (z,y, z)

ox Jy

Finalmente, se aos lados x,y, z forem dados acréscimos infinitesimais dz, dy e dz, o
volume do novo paralelepipedo sera

dVyy = dy.

Vi(x+de,y+dy,z+dz) = (x+dx)(y+dy)(z+dz)
= (vy + ydx + zdy + dxdy) (z + dz)
= xyz + yzdr + vzdy + zdrdy + xydz + ydrdz + vdydz + dvdydz

e entao
Vi(z+dr,y+dy,z+dz)-V (x,y, 2) = yzdv+zzdy+zdrdy+zydz+ydrdz+rdydz+dxdydz,

ou seja,
dV = yzdx + xzdy + zdxdy + rydz + ydrdz + xdydz 4+ dzdyd:z.

Na Figura 2.14, podemos ver o parelelepipedo resultante dos acréscimos atribuidos a cada
uma das variaveis e, na Figura 2.15, vemos cada um dos volumes resultantes que compoe o
diferencial de volume dV.

Os produtos zdxdy, ydrdz, xdydz e dxdydz tendem a zero. Logo, a soma destes
termos é desprezivel e, portanto, a estimativa da variacao infinitesimal total do volume do
paralelepipedo, ap6s dado um acréscimo aos lados z, y e z serd dada por

dV = yzdx + xzdy + rydz,
que, em virtude de suas derivadas parciais, pode ser reescrita como

ov ov oV
— (mjy,Z)dl"{‘ (:C’y,Z)dy—‘— (l‘,y, Z)

v ox oy 0z

dz.

Geralmente, escreve-se

ov ov ov
dv = %da: + a—ydy + %dz

De forma geral,
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74

dx Z)/

R

Figura 2.14: Papalelepipedo resultante dos acréscimos atribuidos a cada lado.

df

%

dx d)/

X lI

Figura 2.15: Volumes que compoe o diferencial de volume dV'.

DEFINICAO 2.10.3 Se f (z,y,2) é uma fungao diferencidvel, entao a diferencial total de f
€ dada por
of of of

d —d + ==dy + ==d=z. 2.10.1

= Sy 5 (2101)
EXEMPLO 2.10.4 Uma lata de metal fechada, na forma de um cilindro circular reto, possui
altura interna igual a 6¢cm, raio interno 2cm e espessura 0,1cm. Usando diferencial total
faca uma estimativa da quantidade de material necessdrio para fabricacao dessa lata em cm?.
Solucgao: O volume exato de metal necessario para fabricacao da lata é dado pela diferenca
entre o volume interno e o volume total da lata. Sejam h a altura interna, H a altura total, r
o raio interno e R o raio total. Entao, teremos h = 6cm, H =642 (0,1) = 6,2cm, r = 2cm
e R=2+0,1=2,1cm. Seja v o volume interno e V' o volume total. Temos, entao

v=7r*h =7 (2)°6 = 241 cm®

V =nR*H =7 (2,1)°6,2 = 27,3421 em®.
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Portanto, a quantidade exata de material necessario é
AV =V — v = 3,3421 em?.

Porém, a estimativa do volume de material necesséario para fabricar a lata, obtida através
da diferencial total é:

ov ov 9
dV = Edr + %dh = 27rhdr + wredh

= 27 (2)(6)(0,1) + 7 (2)*(0,2) = 3,21 em?.
Note que, neste caso, a estimativa dV' & menor do que AV, pois
AV = nw(r+dr)®(h+dh) —7r’h

mr2dh + 2wrdrh 4 2xrdrdh + « (dr)* b+ « (dr)” dh

ov ov 2 2
= DYan+ Lar o
8hdh + o dr + 2nrdrdh + 7 (dr)” h + 7 (dr)” dh

e assim podemos ver que desprezamos, no calculo anterior de dV, a combinacao
omrdrdh + m (dr)® h + 7 (dr)* dh,
0 que nos mostra que dV < AV.

EXEMPLO 2.10.5 Usando diferencial, determine a variagcao do volume do recipiente mostrado
na Figura 2.16, quando sua altura aumenta em 3% e seu o raio decresce em 1%.

=

+—>

4

Figura 2.16: Recipiente do Exemplo 2.10.5

Solucgao: O volume desejado pode ser escrito como V = Vi + V5, onde V; é o volume do
cilindro e V5 é o volume do cone. No cilindro temos

—4 3
=7R’h, R=4,h =2, dR = — = —0.04;dh =2— = 0.
Vi =7R’h, R =4, L dR = o0 = —0.04; Tog = 0-06

€ no cone, temos

TR?H —4 3
= =4, H=5 dR=— =-0.04; dH =5— =0.15.
Va 5 R , 5; dR 100 0.04; 5100 0.15

Portanto a diferencial do volume total é igual a
AV = dVi +dVs
(O oV Vs Vs
= <ﬁdR + %dh) + <ﬁdR + 8_HdH

2 2
— 9 RMR 4 wR2dh + T R - TR g,

3 3
o 4.5 16
- 27r-4~2.(—0,04)+7r-16.(0,06)+7TT(—0,04)+T7T(0,15)

1.6r 2.4 0,8
- —O,647r+0,967r—’T7T+’T7T20,327r+’?7r%’0,597r.
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EXEMPLO 2.10.6 Vamos considerar uma lata cilindrica fechada, com dimensoes r = 2cm
eh =5 cm. O custo do material usado em sua confeccio é de R$ 0,81 por cm?. Se
as dimensoes sofrerem um acréscimo de 10% no raio e 2% na altura, qual serd o wvalor
aprorimado do acréscimo no custo da caiza? FE qual € o valor exato do acréscimo no custo
da caiza?

Solugao: Podemos escrever a funcao custo como
C(r,h) = 0.81(27rh + 27r?),

onde 27rh representa a area lateral da caixa e 7r? a area da base e da tampa. Quando o raio
de base sofre um acréscimo de 10%, passa de 2 para 2,2 cm, portanto Ar = 0,2. Quando
a altura sofre um acréscimo de 2%, passa de 5¢m para 5, lem, portanto, Ah = 0, 1. Vamos
usar a diferencial para encontrar o valor aproximado do acréscimo do custo

oc  oC
AC = dr+ —-dh

0,81(2wh + 47r)dr + 0,81.(27r)dh
— 0,81(107 + 87)0.2 + 0,81.(47)0, 1 & 10, 17.

Portanto, o valor aproximado do acréscimo no custo da caixa quando as dimensoes sao
modificadas é de R$10, 17, ou um acréscimo de 14, 28%.
Para saber o valor exato do acréscimo no custo da caixa, temos que calcular

AC = ((2,2;51)—C(2,5)
= 0,81 (2m(2,2) - (5,1) + 27(2,2)*) — 0,81(20m + 87) = 10, 47.

Assim, o valor exato é de R$10,47, ou um acréscimo de 14, 7%. Observamos, assim, que
o erro do célculo aproximado foi de 0,42%.

EXEMPLO 2.10.7 Uma caiza em forma de paralelepipedo, tem dimensoes internas iguais a
6cm, 8cm e 12c¢m. Sendo a espessura das paredes 0,2c¢m, do fundo 0,3cm e da tampa 0,1cm,
fazer uma estimativa em cm?® do volume de material necessdrio a ser usado na confeccio da
caiza.

Solucgao: Vamos usar a diferencial total para fazer a estimativa solicitada. Sejam x = 6,
y=8e z=12. Como a espessura das paredes é 0,2cm temos

de =dy=2(0,2) =0,4
e sendo a espessura do fundo 0,3 e da tampa 0,1 temos
dz=0,340,1=0,4.

Como V = zyz, segue que a estimativa desejada é dada por

ov ov ov
dv = %dfﬂ + a—ydy + adz

= yzddx + vzdy + vydz
= 8.12.0,4+6.12.0,4 4 6.8.0,4 = 86,4 cm?.

ExXEMPLO 2.10.8 O dngulo central de um setor circular é 80° e o raio desse setor € 20 cm.
Qual deverd ser o acréscimo a ser dado no raio para que a drea deste setor circular fique
aprozimadamente inalterada quando o dngulo central sofrer um decréscimo de 1°7
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~ . : ) 0 :
Solucao: Como a area do setor circular é dada por A = 0 com 6 em radianos, devemos

transformar os arcos fornecidos pelo problema, obtendo

47 T
0 = 80°=— rad e dd = —1° = ——— rad.
9 180
O enunciado nos fornece ainda que r = 20 ¢m e pede para encontrarmos dr para o qual
a area nao se altera, ou seja, para que tenhamos dA = 0. Utilizando o diferencial total da

area, temos que

0A 0A r?
A= — —_ — _
d 87’dr+86d9 rédr + 2d6
e subtituindo os dados acima, obtemos
80 10 1
O:TW(ZT—TW = dr:§cm:O,125cm.

Portanto, com um acréscimo de 0, 125 centimetros no raio, a area do setor circular ficar&
aproximadamente inalterada.

2.11 Extremos de uma Funcao de duas Variaveis

Seja f uma funcao de duas variaveis. Dizemos que f tem um méximo relativo no ponto
(a,b) se existir um bola aberta de centro (a,b) e raio € > 0 tal que, para todo (x,y) perten-
cente a bola, tem-se f (z,y) < f(a,b). Por outro lado, se f (z,y) > f (a,b) para todo (z,y)
pertencente & bola, dizemos que f tem um ponto de minimo relativo no ponto (a,b) .

Os pontos de maximos e de minimos de f sdao denominados pontos extremos de f. A
imagem de um ponto de méximo é chamada de valor méaximo de f, da mesma forma que a
imagem de um ponto de minimo é denominada valor minimo de f.

2.11.1 Ponto Critico
of af

DEFINICAO 2.11.2 Seja (a,b) um ponto pertencente ao dominio de f. Se Iz (a,b) e 50 (a,b)
xz Y

sao ambas nulas ou se uma delas nao existir, entao (a,b) é denominado ponto critico de f.
Os pontos criticos de f sao os candidatos a pontos de mdximo ou minimo.

2.11.3 Ponto de Maximo e Ponto de Minimo

TEOREMA 2.11.4 Seja (a,b) um ponto pertencente ao dominio de f. Suponhamos que Z_f’

x
g 0*f 0%f O*f . o0 f
oy’ 0x2" 0y?’ 0xdy Oyox

Suponhamos que (a,b) seja um ponto critico e sejam ainda:

existem e sao continuas numa bola aberta de centro (a,b).

o2 f o2 f
a9 (CL, b) (CL, b) 2
A= gg; aggc}x e e = % (a,b).

axay (CL, b) 8_y2 (a7 b)

Entao:

(i) se A >0 e© <0, a fungao f tem um mdzimo relativo em (a,b);

(i) se A >0 e O >0, a funcao f tem um minimo relativo relativo em (a,b);
(111) se A =0, nada podemos afirmar;

(iv) se A <0, a fungao f tem um ponto de sela em (a,b).
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EXEMPLO 2.11.5 Encontre os pontos criticos da funcdo f(z,y) = dvy —2* —2y* e classifique-
0S8 como pontos de mdrimo, minimo ou de sela.

Solugao: Vamos iniciar encontrando os pontos criticos. Como as derivadas parciais sao

0 0
Ox dy
e estao sempre bem definidas, os pontos criticos de f sao dados por
4dr —4y =10 3 oy P
{43/—4:1:3:0 =zr—2"=0=z2(1-2°)=0=2=0;2==1

Assim os pontos criticos sao P(0,0), Q(1,1) e R(—1,—1). A seguir, vamos analisar o
delta. Como

Az, y) = ‘ —142x2 _44 ‘ = 48x? — 16,
temos que
A0,0) =—16, AL, 1)=32  A(=1,-1) =32
Na sequéncia, vamos analisar o valor de O(z,y) = % = —1222. Temos que

©(0,0) =0 O(1,1) = —12 O(-1,-1) = —-12.
Portanto, de acordo com o Teorema 2.11.4, concluimos que

A(0,0) < 0 e o ponto P(0,0) é de sela,
A(1,1) >0e © <0eoponto Q(1,1) & ponto de maximo,
A(—=1,-1) >0e O < 0eoponto R(—1,—1) é ponto de méaximo.

EXEMPLO 2.11.6 Determine as dimensoes de uma caixa retangular sem tampa destinada ao
acondicionamento de 108 ecm? de volume se queremos usar a minima quantidade em material
para sua confeccao.

Solucgao: Sejam x o comprimento da base, y a largura da base e z a altura da caixa, S a
superficie e V' o volume da caixa. Entao podemos escrever o sistema

S(z,y,z) = xy + 2xz + 2y2
Viz,y,z) = zyz

A fungao S(z,y, z) pode ser escrita como uma func¢ao de duas variaveis, se z for substi-

tuido por —. Desse modo temos
Ty

2V 2V
S(x,y) =ay+ —+ —.
Yy x

Aplicando o Teorema 2.11.4, vamos determinar os pontos criticos de S. Inicialmente,
devemos resolver o sistema de equacoes definido pelas derivadas parciais. Como
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72
oS 2V
a—(%y)_fc—ﬁ
temos que
2V 0
_ 2 _ 9
2 yrs =2V 9 9
x_&_o = {l’y2:2v = yxr: =y
v

como sabemos que x,y # 0, podemos dividir ambos os lados da tltima igualdade por xy e
encontrar que x = y. Portanto, obtemos que 2V = 23 e como V = 108, segue que z =
{/2(108) = 6 e y = 6. Logo, o ponto (a,b) = (6,6) & tinico ponto critico da fungao S(z,y) =

2V 2V
Ty +—+ —.

Yy x

Na sequéncia, vamos classificar este ponto critico. Para isso, precisamos obter os valores

de A(6,6) e ©(6,6). Tomando as segundas derivadas, temos que

% (z,y) = t—‘g donde vem % (6,6) = 1 (ég8) =2,
aa;égy (x,y) =1 donde vem 8a;§y (6,6) =1,
8@;5;5 (z,y) =1 donde vem aa;égx (6,6) =1,
(3272 (x,y) = L;—Z donde vem ?;75 (6,6) = A %28) = 2.
Portanto,
A:H ; —3 e ©=2

Como A =3>0e©® =2 >0, pelo segundo item do Teorema 2.11.4, obtemos que f

tem um minimo relativo no ponto (6,6) . Logo, as dimensoes da base da caixa sao x = 6cm

108
e y = 6cm. Ainda, como z = — segue que z = —— = 3.
x 6(6)

Portanto, as dimensoes da caixa, para que o custo de fabricacao seja minimo, sao r =
6cm,y=6cmez=3cm.

EXEMPLO 2.11.7 Um fabricante faz 2 modelos de um item, padrdo e de luzo. Custa R§ 40,00
para fabricar um modelo padrao e R$ 60,00 para o de luxo. Uma firma de pesquisa de
mercado estima que se o modelo padrao for vendido por x reais e o de luxo por y reais, entao
o fabricante venderd 500(y — x) do item padrao e 45000 + 500(z — 2y) do de luzo a cada
ano. Com que pregos os itens devem ser vendidos para mazximizar o lucro?

Solugao: A funcao lucro é dada por:
L(z,y) = 500(y — z)(x — 40) + (45000 + 500(z — 2y))(y — 60).
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As derivadas parciais de L sao dadas por

L
L= Y) _ 1000, — 10002 — 10000
ox
¢ oL
% — 10002 — 2000y + 85000

Como as derivadas estao sempre bem definidas, para encontrar os pontos criticos de L
devemos fazer

OL(z,y) OL(z,y)
or 0 e dy =0

Resolvendo este sistema, temos

1000y — 1000z — 10000 = 0 N —1000z + 1000y = 10000 L= 65
1000z — 2000y + 85000 = 0 1000z — 2000y = —85000 y="75 "

Portanto, o tinico ponto critico é (65, 75). Vamos analisar se este ponto critico é um ponto
de maximo. Como

0L 0L
—— = —1000 — = —2000
0z?2 ’ oy? ’
e
0L 0%’L
= 1000 = 1000
Oxdy ’ OyOx '
temos que
_ | —1000 1000 | . ¢ _ 0°L B

Portanto, o ponto P(65,75) é, de fato, um ponto de maximo. Logo, o item padrao sera
vendido por R$ 65,00 e o de luxo por R$ 75, 00.

EXEMPLO 2.11.8 FEncontre as coordenadas do ponto que pertence ao plano 3r+2y—z+10 =10
e cujo quadrado da distancia ao ponto P(1,2,3) seja minimo.

Solugao: Seja Q(x,y,z) as coordenadas do ponto desejado. Queremos encontrar o ponto
minimo da funcao dada por

d(Q,P)* = (z =1+ (y — 2)* + (+ = 3)°,

com a condicao z = 3x + 2y + 10. Substituindo esta expressao na funcao acima, obtemos a
funcao
flz,y) = (x—1)*+ (y —2)* + 3z +2y + 7)%

Para encontrar os pontos criticos de f, tomamos

)

a—i:2(x—1)+6(3x+2y+7):20x+12y+40
¢ )

a_‘;;:2(y—2)—|—4(3x—|—2y+7):12x+10y+24.

Como estas derivadas parciais estao sempre bem definidas, o ponto critico de f é dado
pela solucao do sistema
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20+ 12y +40=0
122 +10y +24 =0

cuja solucao é x = —2 e y = 0. Para classificar este ponto critico, tomamos:

20 12

A:‘m 10

‘56>0 e 0 =20 >0.

Portanto vemos que o ponto critico é ponto de minimo. Portanto, as coordenadas do
ponto do plano z = 3z + 2y 4 10 desejado sao dadas por
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2.12 Exercicios Gerais

1. Represente geometricamente as superficies de equagoes:

(a) 22 4+ y* + 2% = 25; (b) 2 4 y* — 2% = 25;
(¢) 9z + 4y + 12z = 36; (d) 22 — 22 —y2 = 0.

. Dada a fungao f(z,y) = x2+y2,
seguir, faga um esboco do grafico desta funcao.

1

determine as curvas de nivel z =1 2 =4e2=9. A

. Descreva e represente geometricamente as superficies de nivel de f(z,y, z) = x*+y*—2°.

. Usando a defini¢ao mostre que:

a lim 3z + 2y) =8 b lim 2z — 4y) = —10.
(@) (wﬂy)—>(271)( y) (®) (w,y)—>(1,3)( v)

. Em cada exercicio abaixo verifique se  lim f (x,y) existe

(z,y)—(0,0)
(a)f(:v,y):m (b)f(fU»y):m (c) f(ﬂ%y):xQ—erQ
v +y 2 +y° T4y
. Calcule, se possivel, o valor de
(@) lim —2W=2 G o @ryzod
(e)>(02) 32 + y? — 4y +4 (za,2)—(210) (z — 2)(y — 1)23

. Calcule, se possivel, o valor dos limites abaixo. Justifique a sua resposta.

@ lm LY ) fim E3 o3y
(z.9)—(0,0) 2% + y? (@)=(0) (22 — 6z + 9 + yo)°
30, E\2 2.9 9
(c) v’y =5) d)  lim Ty

im I
(z9)=05) 227 +3(y — 5)* (2:)—(000) 26 + 6 + 26

. Em cada funcao verifique se f é continua:

_ [ A se (@) #0,0) _ se (z,y) #(0,0)
(a) f(as,y>—{ o 0 f<x,y>—{ e L)

_ [ s se (x,y) #(0,0) B se (x,y) # (0,0)
(C)f(x’y)_{ 0" se (x.) = (0,0) { 0. se (a.y) = (0,0)

. Verifique se as funcoes dadas abaixo sao continuas ou nao:
3.4 .3
(CL) f(x,y)z ZL‘;‘E—jEJy286 (:L’,y)#(o,()) { ig—:::zgse (xvy)#(()?[))
(; 286 (x,y) = (0,0) 0 se (x,y) = (0,0)

B ;L'y 5 se (z,y) # (0,0) { %56 (z,y) # (2,0)
@iwn=q Fi " se (2,9) = (2,0)

_ w22+;"2 se (z,y) # (0,0) —yfyméx;)i s se (x,y) # (—1,0)
@F@Y =115 (2.9) = (0,0) { e e () = (—1,0)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

423 + 5y + 2% + ¢?
Determine se a fungao f(z,y) = 22 + 32 e (z.y) # (0.0)

b, se (xz,y) = (0,0)
tinua na origem para algum valor de b € R. Justifique sua resposta com argumentos
consistentes, explicitando o valor de b e uma relacao entre € e d, se for o caso.

é con-

WA e ay) £(0,2)
Determine se a fungao f(z,y) = a2+¢y2 —4y+4 ey ’ é continua
b, se (z,y) = (0,2)

em (0,2) para algum valor de b € R. Justifique sua resposta com argumentos consis-
tentes, explicitando o valor de b e uma relagao entre € e ¢, se for o caso.

22 + 32%y + o>
Determine se a fungao f(z,y) = 222 + 22 e (z,y) # (0,0)

b, se (z,y) = (0,0)
origem para algum valor de b € R. Justifique sua resposta com argumentos consistentes,
explicitando o valor de b e uma relacao entre € e 9, se for o caso.

(r =3)(y +2)(z — 1)°
Determine se a funcao f(z,y, z) = 2z +y—3z—1)4 ’ se (2,4,2) # (3,-2,1)

b, se (z,y,2) = (3,-2,1)
é continua em (3, —2, 1) para algum valor de b. Justifique sua resposta com argumentos
consistentes.

é continua na

Utilize argumentos consistentes para calcular, se existir, o valor de f(0,0), onde f :

R? — R ¢ uma funcao continua dada por
2 2

flg)=1+ay 55 se (w.y) #(0,0)

Escreva as fungoes abaixo na forma de funcoes composta e encontre as derivadas par-
ciais em relagao a x e y.

(a) z = InVa2e® + x2e~2 (b) z=In <(ex+y2)2 + 2%+ y)

(¢) z = 2% cos? y + 2x%sinycosy + x2sin’y  (d) z = \/x + 42 + (22e~W)°

Usando a regra da cadeia, encontre as derivadas parciais de

r+y
@ f@) =g 0@y =@ T @)
[ v\ | - . . 0z 0z
Mostre que z =sin|{ — | +1In <—> é solucao da equacao diferencial y— + z— = 0.
Y z oy ox

Verifique se a funcao f(z,y,2) = x?sin <y> + 12 1n< ) + 22e*/Y ¢ uma solucio da
T

equacao diferencial parcial v—— + y—=— of +z f =2f.
Ox oy 0z

0? 0%z

Se z = In (22 + y*) mostre que a_z + — 8y
. R 2y%\ | - o .
Verifique se a fungao f(z,y) = ™ +1In | —5 | € uma solucdo da equagdo diferencial
x
x y 0% f
arcial ———l———fo e,

pard y 0x?  x Oy? 4
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

S 1 . 0*u N 0*u N 0*u
eu = mostre que =

V2 4y + 22 W92 " o2 T 922
Sejam f (z,y,2) = 23y*2° + xsinyz e g (z,y) = ¢*Iny. Encontre todas as derivadas
parciais de f e g até a terceira ordem.

0.

Use a lei do gas comprimido PV = kT, com k = 10, para encontrar a taxa de variagao
instantanea da temperatura no instante em que o volume do gas ¢ 120cm? e esta sob
uma pressao de 8din/cm?, a taxa de crescimento é 2 cm?3/s, a pressao decresce a taxa
de 0,1 din/cm? - s. Sugestao: escreva P, V e T em fun¢io do tempo.

A energia consumida num resistor elétrico, em funcao da voltagem V e da resisténcia
2

R é dada por P = —. Deseja-se que um determinado resistor tenha uma voltagem

de 200 volts e uma resisténcia de 20 ohms.

(a) Qual devera ser a varia¢ao na resisténcia para que a energia consumida nesse resistor
fique praticamente inalterada quando a voltagem sofrer um decréscimo de 0,2 volts?

(b) Se esse resistor consumir 3 % a mais que a energia desejada quando sua resisténcia
for 1 % menor que a desejada, qual sera a variacao percentual da sua voltagem?

—z
—, no

Determine uma equacao para o plano que é tangente & superficie —222 + y? = 5

ponto P(—1,1,2).

Encontre a equacao do plano tangente a superficie —122% + 3y?> — 2z = 0, no ponto
P(1,4,36).

Encontre um ponto da superficie z = 322 — y? onde seu plano tangente é paralelo ao
plano 6x + 4y — z = 5.

Determine a equagao do plano que é tangente a superficie definida implicitamente por
2% — (2% +y*)z +2 = 0 no ponto P(1,2,2).

Sabe-se que a equacao x? + 2> — 2z — zysinz = 1 define implicitamente uma funcao
z = f(x,y) cujo grafico passa pelo ponto P(1,1,0). Determine a equagao do plano
tangente ao grafico de f no ponto P.

Sabendo que o plano 2z + y 4+ 32 — 6 = 0 é paralelo ao plano tangente ao gréafico de
0 0
z = f(x,y), no ponto P(1,1,1), calcule os valores de 8_f(1’ 1)e 8_f<1’ 1).
T Y

Mostre que o vetor normal do plano tangente ao gréifico de z = f(x,y), no ponto
0 0

(2o, %o, f(x0,%0)),¢édado por W = (—8—f($0, Yo), —a—f(l’m Yo), 1) . A seguir, mostre

T Y

que todos os planos tangentes ao grafico de f(z,y) = 5 bassam pela origem.

24y

0 0
Seja z = f(u), com u = x + ay®. Prove que = _ 2ay_z = 0.
oy ox

af of of

Seja f(x —y,y — 2,2 — x) uma fun¢ao diferenciavel. Calcule —— + = + —.

Jor Oy 0z
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

y—Tr z2—y

, %—FyQa—f—l—zQa—f
Ty Yz

Ox oy 0z

Dada uma funcao f ( ) , calcule 22

Seja w = xf (g> —g <Q’ f) ,onde f e g sao fungdes diferenciaveis. Mostre que
x xy

ow yaw B f< >
8:70 z Oy
. - . . 3. (Y T 2
Seja f uma funcao diferenciavel qualquer e considere w = z° f (—, -, —) . Mostre que
x
ow ow ow
w satisfaz a equacao diferencial parcial :ca— + ya— + za— = Jw.
z

Seja w = f(z% —at) + g(x +at?), onde f e g sao funcdes diferenciaveis e a € R. Calcule
Pw  Pw
oz oz
Seja w = f (u)+g(v) uma funcao diferencidvel, onde u(z,t) = 2> +t? e v(x,t) = 22 —12.
Mostre que

Pw  *w df 2f

— =4—+4 t2 — .

oz T gy T )<d2+dv2)

Seja w = f (z,y) uma fungao diferenciavel, onde z(r,0) = rcosf e y(r,0) = rsinf.

Mostre que
ow\' L (ow\'_ (ouw? L (owY?
or r2\ 00 ) \oz oy

Seja y = y(z) uma fungao definida implicitamente por = F(u,v), onde F é dife-

renciavel, u = 22 +y e v = y%. Determine d—y em funcao de x, y e das derivadas de
x

F.

Seja z = z(z,y) uma fun¢ao definida implicitamente por F(zy, z) = 0, onde F' é uma
z 0z

funcao diferenciavel. Mostre que r— — =

or oy
Um pintor cobra R$12,00 por m? para pintar as 4 paredes e o teto de uma sala. Se as
medidas do teto sao 12m e 15m e altura 3m, com um erro de até 0,05m em todas as
dimensoes. Aproxime o erro, usando a diferencial, na estimativa do custo do trabalho,
a partir dessas medidas.

A energia consumida num resistor elétrico é dada por P = —Watts Se V =120 volts
e R = 12 ohms, calcular através da diferencial um valor aprox1mado para a variacao
de energia quando V' decresce de 0,001V e R aumenta de 0,02 ohms.

Um material estd sendo escoado de um recipiente, formando uma pilha conica, Num
dado instante, o raio da base é de 12 cm e a altura é 8 cm . Obtenha uma aproximacao
da variacao do volume, se o raio varia para 12,5 cm e a altura para 7,8 cm. Compare
o resultado com a variacao obtido com a variacao exata do volume.

A areia é derramada num monte conico na velocidade de 4 m? por minuto. Num dado
instante, o monte tem 6 m de diametro e 5 m de altura. Qual a taxa de aumento
da altura nesse instante, se o diametro aumenta na velocidade de 2 centimetros por
minuto?
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46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

93.

A capacidade vital V' dos pulmoes é o maior volume de ar que pode ser exalado apoés
uma inalacao de ar. Para um individuo do sexo masculino com x anos de idade e y
cm de altura, V pode ser aproximada pela formula V = 27,63y — 0.112xy. Calcule e

. v . oV
interprete (a)5z;  (b)g, -
A resisténcia R, em ohms, de um circuito é dada por R = %, onde [ é a corrente

em amperes e Y é a forga eletromoriz em volts. Num instante, quando £ = 120V e
I = 15A, E aumenta numa de velocidade 0,1V/s e I diminui a velocidade de 0,05A/s.
Encontre a taxa de variagao instantanea de R.

Num determinado circuito elétrico, a corrente / é dada, em funcao da voltagem V/,

VR?+10L?

210 wvolts, R é igual a 3 ohms e esta decaindo a uma taxa de 0,1 ohms por segundo,
enquanto que L é igual a 2 henrys e estd crescendo a uma razao de 0,05 henrys por
segundo. Qual deve ser a variagao de V| neste instante, para que a corrente permaneca
constante?

da resisténcia R e da indutancia L por [ = . No instante em que V &

Um funil conico de dimensdes h = 4 m e r = 3 m serd construido para auxiliar o
armazenamento de graos. Sabendo que o material utilizado na construgao desse funil
custa R$ 150,00 por m?. Usando diferencial, responda qual serd o acréscimo de custo
na construcao desse funil se aumentarmos seu raio em 5% e sua altura 3%.

Uma caixa em forma de paralelepipedo tem dimensdes internas iguais a 7cm, 8cm e
13cm. Sendo a espessura das paredes 0,2cm, do fundo 0,3cm e da tampa 0,1cm, fazer
uma estimativa aproximada em cm?® da quantidade de material necessério a ser usado
na confec¢ao da caixa.

A altura e o diametro de um cilindro circular reto sao 10 e 6 centimetros, respectiva-
mente. Se um pequeno acréscimo no didmetro produzir um cilindro quatro por cento
mais largo, qual serd, aproximadamente, a porcentagem permitida na variagao da al-
tura para que nao ocorra uma variacao no célculo do volume deste cilindro? Justifique
sua resposta.

Uma empresa de cosméticos necessita de latas cilindricas fechadas com raio de 4 cm e
altura de 20 ¢m para embalar seus produtos. Porém, devido a variacoes na fabricacao,
estas embalagens apresentam pequenas oscilacoes em suas medidas. Diante disso:

(a) Se um engenheiro de controle de qualidade precisa assegurar que essas embalagens
tenham o volume correto, ele devera se preocupar mais com variacoes no raio ou
na altura? Justifique sua resposta com argumentos diferenciais.

(b) Se o custo de fabricagao destas embalagens for de 20 centavos por cm?, obtenha
uma estimativa para o acréscimo (ou decréscimo) no custo ao fabricar-se emba-
lagens com altura 2% maior e raio 3% menor em relagao a original.

Sabe-se que a resisténcia R produzida por dois resistores de R, e Rs ohms em paralelo

1

¢ dada por TR + e Um estudante de engenharia projetou um circuito com
1 2

dois resistores em paralelo com resisténcias de R; = 100 ohms e Ry = 400 ohms.

Porém, como existe uma variacao na fabricac ao, os resistores adquiridos pelo estudante
provavelmente nao terao os valores exatos. Diante do exposto:
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54.

99.

96.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

(a) Determine se o valor de R sera mais sensivel a variagdes em R; ou em Ry. Justifique
sua resposta, utilizando argumentos diferenciais.

(b) Obtenha uma estimativa para a variagao de R, se o estudante utilizar resisténcias
de 100, 2 ohms e 399, 7 ohms respectivamente.

. . - 1 5
Determine os pontos criticos da fungao f(z,y) = 2In(z%y) + ZlA - 51’2 —y+5e
classifique-os, se possivel, como pontos de maximo, minimo ou de sela.

Precisa-se construir um tanque com a forma de um paralelepipedo para estocar 270 m? de
combustivel, gastando a menor quantidade de material em sua construcao. Supondo
que todas as paredes serao feitas com o mesmo material e terdo a mesma espessura,
determinar as dimensoes do tanque.

Uma caixa retangular tem volume 20 m®. O material usado nas laterais custa R$ 1,00
por metro quadrado, o material usado o fundo custa R$ 2,00 por metro quadrado e o
material usado na tampa custa R$ 3,00 por metro quadrado. Quais as dimensoes da
caixa para que o custo de confecao seja minimo?

Sejam A(0,0), B(4,0) e C(3,3) os vértices de um tridngulo. Encontre o ponto P (z,y)
tal que a soma dos quadrados das distancias do ponto P aos vértices seja a menor
possivel.

Determine as dimensoes relativas de uma caixa retangular sem tampa que possua uma
area total de 300 ecm? e que comporte o maximo possivel de volume.

Uma empresa de embalagem necessita fabricar caixas retangulares de 128 cm? de vo-
lume. Se o material da parte lateral custa a metade do material a ser usado para a
tampa e para o fundo da caixa, determinar as dimensoes da caixa que minimizam o
seu custo de producao.

Uma caixa retangular é colocada no primeiro octante, com um dos seus vértices na
origem e trés de suas faces coincidindo com os trés planos coordenados. O vértice
oposto a origem esta situado no plano de equacao 3z + 2y + z = 6. Qual é o volume
maximo possivel de tal caixa? Quais serao as suas dimensoes?

Um pequeno fabricante produz dois tipos de lampadas: fluorescentes e incandescentes.
O fabricante sabe que, se produzir x lampadas fluorescentes e y lampadas incandes-
centes, terd um custo total de 12x + 11y + 4xy e podera vender cada fluorescente por
100 — 2z reais e cada incandescente por 125 — 3y reais. Quantas lampadas devem ser
produzidas para que o fabricante tenha lucro maximo? Qual é o lucro maximo?

Uma certa industria produz dois tipos de ligas metélicas. O custo total da producao
dessas ligas é expresso pela funcao C(x,y) = z* + 100z + y*> — zy e a receita total
obtida com a vendas dessas ligas ¢ dada pela fungao R(x,y) = 100z — 22 + 2000y + xy,
onde z e y representam a quantidade de toneladas de cada uma das ligas. Determine
o nivel de producao que maximiza o lucro dessa industria.

Determinada empresa produz 2 produtos cujas quantidades sao indicadas por = e
y. Tais produtos sao oferecidos ao mercado consumidor a precos unitarios p; e po,
respectivamente, que dependem de x e y conforme equacgoes p; = 120 — 2z e py =
200—y. O custo total da empresa para produzir e vender quantidades x e y dos produtos
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

é dado por C = 2% + 2y? + 2xy. Admitindo que toda a producao seja absorvida pelo
mercado, determine a produgao que maximiza o lucro.

Uma loja vende dois tipos de casacos A e B. O casaco A custa $ 40,00 e o casaco B
custa $ 50,00. Seja x o preco de venda do casaco A e y o preco de venda do casaco
B. O total de vendas feito pela loja foi de (3200 — 50z + 25y) unidades do casaco A
e (25x — 25y) unidades do casaco B. Encontre os valores de = e y para que o lucro
obtido pela loja seja o maior possivel.

Uma loja vende dois tipos de produtos A e B. O produto tipo A custa $ 50,00 e o
produto tipo B custa $ 60,00. Seja sendo x o preco de venda do produto tipo A e y o
prego de venda do produto tipo B. O total de vendas feito pela loja foi (—250x + 250y)
para o produto tipo A e 32000 + 250 (x — 2y) para o produto B. Encontre os valores
de x e y para que o lucro seja maximo.

Encontre as coordenadas do ponto que pertence ao plano x +y — 2z + 5 = 0 e cujo
quadrado da distancia ao ponto P(3,—2,1) seja minimo.

Necessita-se construir uma caixa retangular fechada de tal forma que a soma dos
perimetros de todas as suas faces seja igual a 80cm. Qual é o volume maximo pos-
sivel de tal caixa? QQuais serao as suas dimensoes?

Alguns correios exigem que o perimetro da face superior de um pacote mais o com-
primento da altura nao exceda 84 cm, para que possa ser enviado. Determinar as
dimensoes do pacote retangular de maior volume que pode ser enviado.

Suponha que a temperatura em um ponto qualquer da esfera x? + 3% + 22 = 4 seja
dada, em graus, por T(z,y,z) = zyz%. Em quais pontos desta esfera a temperatura é
méaxima? Em quais pontos da esfera a temperatura ¢ mimima?
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2.13 Respostas

(a) esfera de raio5  (b) hiperboldide de uma folha
(¢) plano (d) cone circular

2. As curvas de nivel sao circunferéncias de raio 2, % e %, respectivamente.

3. As superficies de nivel sao ou cones, ou hiperboléides de uma folha ou hiperboloides
de duas folhas, dependendo se o nivel for k =0, k> 0 ou k£ < 0, respectivamente.

£ €
d=— b) § ==
L= mo=:
5 (a) nao existe (b) L =0, com 6 = /¢ (c) L=0, com =35
(d) nao existe (e) nao existe (f) nao existe
6. (a) nao existe (b) nao existe

7. Todos os limites dados nao existem.

(a) continua, com § = § (b) nao é continua
8.
(c) nao é continua (d) nao é continua
9 (a) continua, com § = /e (b) continua, com 6 = § (¢) continua, com § = /e
" (d) descontinua (e) descontinua (f) descontinua
€
10. f é continua para b =1 e, neste caso, 0 = 9
€
11. f é continua para b = 0 e, neste caso, 0 = =
. . 1 2e
12. f & continua para b = ; e, neste caso, 0 = 3

13. f é sempre descontinua, independente do valor de b.

14. f(0,0) = 1. Justifica-se pela defini¢do, com 6 = /e.

15. .
0z 1 0z e —e W
@E-L . E_ooen
Jdr «x dy e 4 e %
b 0z 2(e2Hv?) 1 ) 0z Aye2@tv?) 41
®) Or et fa2ry © dy et 42ty
0 0
(c) 8—; =2z(1 +sin(2y)) e (9_; = 222 cos(2y)
0z 1+ 62°e~% 0z 2y — 625¢75Y
@ L o 2
0 2\/x +y* + (22 2)3 Ay 2\/z+ 132 + (22 2)3
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16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.

30.

31.

32.
33.

34.

35.

36.

()8f —2? 4+ y? —2ay +1 of 2> —y*—2zy+1

a) == = =

ox (x2+y?+1)2 dy (x2+y?+1)2
of 2x + 2 + 2xy? of 2y + 22%y

(b)

or 3(x? 4+ y? + 2z + 22y?) Ay 3(2? 4y + 2z + 229?)

Basta derivar e substituir na equagao diferencial dada.

Sim, f é solucao da equacao diferencial dada.

Basta tomar as derivadas parciais de segunda ordem de 2 e substituir na equagao dada.
Sim, f é solucao da equacao diferencial dada.

Basta tomar as segundas derivadas parciais de u e substituir na equagao dada.

% = 6y'2° giyj?j = 24x%yz® — x2% cosyz % = 602°y"2* — 2y’ cos yz
D3g Pg  2e”

o M ap T
0,4

(a) dR = —0,04 b)) 1%
8r+4y+2z+2=0.

—24x 4 24y — 2 = 36

P(1,-2,-1)

—4r -8y +T72+6=0

z=x—1

%(1,1) :%2, 2—5(1,1):%1

Para a segunda parte, basta obter a equa¢ao do plano tangente num ponto P(a, b, f(a,b))

qualquer e mostrar que a origem satisfaz sua equacao.
Utilize a regra da cadeia.

Chame u =2 —y, v =y —z e w = z — x,utilize a regra da cadeia e mostre que a soma
desejada é zero.

Yy— Yz —y . .
Chame u = , U= e utilize a regra da cadeia para mostrar que a soma

xy Yz
desejada é zero.

Basta utilizar a regra da cadeia e a regra do produto.

Utilize a regra do produto juntamente com a regra da cadeia, com v = =, v = — e
x z
z
w=—.
x
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37.

38.
39.

40. —=

41.
42.
43.
44.

45.

46.

47.

48.

49.
50.
ol.

22.

23.

o4.
55. x
56. x
57.
38.

Se u =% —at e v = x + at? obtém-se, pela regra da cadeia e do produto:

0w A’ f  _df 0w d*g dg d*f
L L A — 402 920 4 2%
922 duz T du+d'02 9 a2 T T e

Utilize regra da cadeia e regra do produto para obter as derivas segundas.

Basta utilizar a regra da cadeia.

oF

dx_((?F oF
el Wl

ou + yav

Utilize derivagao implicita e regra da cadeia.

dC = 55,8
AP = —2,02
dV =170,371 em? AV =69,9 em?

dh

— ~ 0,39

a7

V _ o112y V. 97 63— 0,112
ox dy

aR _ 1

dt 30

av

e 3 volts por segundo

dC' =616, 38

dV =100,4 em?

a altura deve decrescer em 8%, aproximadamente.

(a) O engenheiro deve dar maior atencao a variagoes no raio, pois o volume é 10 vezes

mais sensivel & variades no raio do que a variacoes na altura.

(b) dC = —221,16 centavos

(a) R é dezesseis vezes mais sensivel a variagoes em R; do que a varigoes em Ry.

(b) dR = 0,116 Q

Pi(—2,2) e P5(2,2) sao pontos de sela e P3(—1,2) e Py(1,2) sdo pontos de maximo.

||
[\3@
w
B
~J
o
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59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.

r=y=4,2=28
$:§,y:1, z:2,V:§
r=9 y=13

x = 1000, y = 2000

r =10, y =30

r =284,y =289
r=289,y=9%
o=dy= 4 o2
m:y:z:%,‘/zlggo
r=y=14, 2 =128

A temperatura é maxima em (1,1, +v/2) e (=1, —1,4+/2). E minima em (-1, 1, £/2)
e (1,-1, :l:\/?) Note, no entanto, que existem ainda outros 5 pontos de sela.
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