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[/ Integrais Duplas e Triplas
7.1 Introducao

Alguns personagens importantes que contribuiram para o calculo diferencial e integral:

SEM FOTO
Arquimedes de Siracusa Johann Kepler Bonaveg;L\J/;al il;:?ncesco Pierre de Fermat Isaac Barrow Isaac Newton, Sir
(287-212a.C.) (1571 - 1630) (1601-1665) (1630 - 1677) (1642-1727)

(1598 - 1647)

Gottfried Wilhelm von Georg Friedrich Bernhard

Leibniz Riemann
(1646-1716) (1826 - 1866)

O Calculo pode ser dividido em duas partes: uma relacionada as derivadas ou Calculo
Diferencial e outra parte relacionada as integrais, ou Calculo Integral.

Os primeiros problemas que apareceram na Historia relacionados com as integrais sdo
os problemas de quadratura. Um dos problemas mais antigos enfrentados pelos gregos foi o
da medicdo de superficies a fim de encontrar suas areas. Quando os antigos ge6metras
comecaram a estudar as areas de figuras planas, eles as relacionavam com a area do quadrado,
por ser essa a figura plana mais simples. Assim, buscavam encontrar um quadrado gue tivesse
area igual a da figura em questéo.

A palavra quadratura ¢ um termo antigo que se tornou sinénimo do processo de
determinar areas.

Quadraturas que fascinavam os gebmetras eram as de figuras curvilineas, como o
circulo, ou figuras limitadas por arcos de outras curvas. As lanulas, regides que se
assemelham com a lua no seu quarto-crescente, foram estudadas por Hipdcrates de Chios,
440 a.C., que realizou as primeiras quadraturas da Historia. Antifon, por volta de 430 a.C.,
procurou encontrar a quadratura do circulo através de uma sequéncia infinita de poligonos
regulares inscritos: primeiro um quadrado, depois um octdgono, em seguida um
hexadecagono, e assim por diante. Havia, entretanto, um problema: essa sequéncia nunca
poderia ser concluida. Apesar disso, essa foi uma ideia genial que deu origem ao método da
exaustao.

Nesse contexto, uma das questdes mais importantes, e que se constituiu numa das
maiores contribuigdes gregas para o Célculo, surgiu por volta do ano 225 a.C. Trata-se de um
teorema de Arquimedes para a quadratura da parabola.

Arquimedes descobriu que a area da regido limitada por uma parabola cortada por uma
corda qualquer, é igual a 4/3 da area do tridangulo que tem a mesma altura e que tem a corda
como base. Esse calculo pode ser encontrado no livro do Simmons, volume 2.

Jacques Bernoulli Johann Bernoulli Carl Fridrich Gauss Augustin Louis Cauchy
(1654 - 1705) (1667 - 1748) (1777 - 1855) (1789-1857)

! Quando duas circunferéncias se interceptam como na figura : a regido em forma de lua crescente
limitada pelos arcos ADB e AEB, é denominada linula.
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Arquimedes gerou também uma soma com infinitos termos, mas ele conseguiu provar
rigorosamente o seu resultado, evitando, com o método da exaustdo, a dificuldade com a
quantidade infinita de parcelas. Este é o primeiro exemplo conhecido de soma infinita que foi
resolvido.

Outra contribuicdo de Arquimedes foi a utilizacdo do método da exaustdo para
encontrar a area do circulo, obtendo uma das primeiras aproximagdes para 0 numero .

Outras "integracdes" foram realizadas por Arquimedes a fim de encontrar o volume e a
area da superficie esférica, o volume e a area da superficie do cone, a area da regido limitada
por uma elipse, o volume de qualquer sec¢do de um paraboloide de revolugdo e o volume de
um hiperboloide de revolucdo. Em seus calculos, Arquimedes encontrava somas com um
numero infinito de parcelas. O argumento utilizado era a dupla “reductio ad absurdum” para
"escapar" da situagdo incomoda. Basicamente, se ndo podia ser nem maior, nem menor, tinha
que ser igual.

A contribuicdo seguinte para o Célculo Integral apareceu somente ao final do século
XVI quando a Mecanica levou varios matematicos a examinar problemas relacionados com o
centro de gravidade. Em 1606, em Roma, Luca Valerio publicou “De quadratura parabolae”
onde utilizou 0 mesmo método grego para resolver problemas de calculo de areas desse tipo.

Kepler, em seu trabalho sobre o0 movimento dos planetas, teve que encontrar as areas
de vérios setores de uma regido eliptica. O método de Kepler consistia em pensar na
superficie como a soma de linhas - método este que, na pratica, apresentava muita impreciséo.
Analogamente, para calcular volumes de solidos, pensava na soma de fatias planas. Desse
modo, calculou os volumes de muitos solidos tridimensionais formados pela revolucéo de
uma regido bidimensional ao redor de um eixo. Para o calculo de cada um desses volumes,
Kepler subdividia o solido em varias fatias, chamadas infinitésimos, e a soma desses
infinitésimos se aproximava do volume desejado.

Os proximos matematicos que tiveram grande contribui¢cdo para o nascimento do
Calculo Integral foram Fermat e Cavalieri. Em sua obra mais conhecida, “Geometria
indivisibilibus continuorum nova”, Cavalieri desenvolveu a idéia de Kepler sobre quantidades
infinitamente pequenas. Aparentemente, Cavalieri pensou na area como uma soma infinita de

componentes ou segmentos “indivisiveis". Ele mostrou, usando os seus métodos, o que hoje

a_n+1

n+1

Todo o processo geométrico desenvolvido por Cavalieri foi entdo aritmetizado por
Wallis. Em 1655, em seu trabalho “Arithmetica infinitorum”, Wallis desenvolveu principios
de inducédo e interpolacdo que o levaram a encontrar diversos resultados importantes, entre
eles, a antecipacdo de parte do trabalho de Euler dobre a fungdo gama.

Fermat desenvolveu uma técnica para achar a area sob cada uma das, entdo chamadas,
"parabolas maiores™: curvas do tipo y=kx", onde k > 0 é constante e n =2, 3, 4, etc. Empregou
entdo uma serie geométrica para fazer o mesmo para cada uma das curvas do tipo y=kx", onde
k>0en=-2, -3, -4, etc. Por volta de 1640, a formula geral da integral das parabolas
maiores era conhecida por Fermat, Blaise Pascal, Descartes, Torricelli e outros.

O problema do movimento estava sendo estudado desde a época de Galileo. Tanto
Torricelli como Barrow consideraram o problema do movimento com velocidades variadas. A
derivada da distancia era a velocidade e a operacdo inversa, partindo da velocidade, levava a
distancia. A partir desse problema envolvendo movimento, a ideia de operagdo inversa da
derivada desenvolveu-se naturalmente e a idéia de que a integral e a derivada eram processos
inversos era familiar a Barrow. Embora Barrow nunca tenha anunciado formalmente o
Teorema Fundamental do Calculo, estava trabalhando em direcdo ao seu resultado; foi
Newton, entretanto, quem, continuando na mesma direcéo, formulou o teorema.

Newton continuou os trabalhos de Barrow e Galileo sobre o estudo do movimento dos
corpos e desenvolveu o Célculo aproximadamente dez anos antes de Leibniz. Ele desenvolveu
0s métodos das fluxions (derivacdo) e fluents (integracdo) e utilizou-os na construcdo da

. a
em dia escrevemos: jo x"dx =
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mecanica classica. Para Newton, a integracédo consistia em achar fluents para um dado fluxion
considerando, desta maneira, a integragdo como inversa da derivagdo. Com efeito, Newton
sabia que a derivada da velocidade, por exemplo, era a aceleracdo e a integral da aceleracédo
era a velocidade.

Newton representava as integrais por um acento grave acima da letra em questdo, por
exemplo, a integral de y era representada por 'y.

Leibniz, diferentemente de Newton, usava a integracdo como uma soma, de uma

maneira bastante parecida a de Cavalieri. Dai vem o simbolo I (um 's' longo) para

representar soma.

Ambos desenvolveram o Calculo Integral separadamente, entretanto Newton via o
Calculo como geométrico, enquanto Leibniz o via mais como analitico.

Principalmente como consequéncia do Teorema Fundamental do Célculo de Newton,
as integrais foram simplesmente vistas como derivadas "reversas”. Na mesma época da
publicacdo das tabelas de integrais de Newton, Johann Bernoulli descobriu processos
sistematicos para integrar todas as funcdes racionais, que é chamado método das fracGes
parciais. Essas ideias foram resumidas por Leonard Euler, na sua obra sobre integrais.

Apos o estabelecimento do Calculo, Euler daria continuidade ao estudo de funcgdes -
ainda prematuro na época - juntamente com Cauchy, Gauss e Riemann. Foi Euler, entretanto,
guem reuniu todo o conhecimento até entdo desenvolvido e criou os fundamentos da Analise.

Hoje em dia o Caélculo Integral é largamente utilizado em varias areas do
conhecimento humano e aplicado para a solugdo de problemas ndo sé de Matematica, mas de
Fisica, Astronomia, Economia, Engenharia, Medicina, Quimica, por exemplo.

7.2 Integrais Duplas

Integral dupla é uma extensdo natural do conceito de integral definida para as funcbes
de duas variaveis. Serdo utilizadas para analisar diversas situacfes envolvendo célculo de
areas e volumes, determinacdo de grandezas fisicas e outros.

Definicédo
Considere uma funcéo z = f (x, y) continua e definida numa regido fechada e limitada
D do plano xy.

7Z4A
z=f(xy)

“!
T

It O
ol . h

<y

Tracando retas paralelas aos eixos x e Yy, recobrimos a regido D por pequenos
retangulos.

yh D

Ayl E#/AA"

Y
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Considere somente os retangulos Rk que estdo totalmente contidos em D, numerando-
osdelan.
Em cada retangulo Rk, tome o ponto Px = (X« , Y«) € forme a soma

n
SOMA DE RIEMANN: Z f (Xc, Y)AA,
k=1

onde AAk = A Xk-Ayk é a area do retangulo R.

Tragcando-se mais retas paralelas aos eixos x e y, os retangulos ficam cada vez
menores.

Toma-se mais retas tal que a diagonal méxima dos retangulos Rk tende a zero quando n
tende ao infinito.

Entdo, se

n
lim f , YKAA
3 ey

existe, ele é chamado INTEGRAL DUPLA DE f (xk , yx)AAx sobre a regido D.
Denota-se por:

_U f (x, y)dA ou Hf (x, y)dxdy.
D D
7.2.1 Interpretacdo Geometrica
Sef(x,y) >0, f (x, y)AAk representa o volume de um prisma reto, cuja base € o
n
retdngulo Rk e cuja altura é f (x« , y«). A soma de Riemann Zf (X , Y)AAK € a aproximagao
k=1

do volume limitado abaixo da regido z e acima de D.
Assim, sez="f (x,y) >0,

H f (x, y)dxdy
D

¢ 0 VOLUME DO SOLIDO delimitado superiormente pelo grafico de z = f (x, ),
inferiormente pela regido D.

7.2.2 Area da Regido D

Sef(x,y) =1VP(x,y)eD, entdo, V = 1-areaD.
Logo:

J'_[ldA = Area da Regio D.
D

7.2.3 Propriedades das Integrais Duplas

e 1. Multiplo constante
”kf (%, y)dA = k” f (x, y)dA (para todo nimero k)
D D

e 2. Soma e Diferenca
JJTf & y) £ gx 1A= [[ £ (x, y)dA+ [[g (x, y)dA
D D D
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e 3. Dominagéo
. (a) Hf(x,y)dAZOSef(x,y)ZOemD

D
. (b) j j f (x, y)dA > j j g (x, y)dA se f (x,y) > g(x,y) em D
D D

e 4. Aditividade
Hf(x,y)dA=Hf(x,y)dA+ _Uf (x, y)dA
D2

D D1
se D for a unido de duas sub-regides nao sobrepostas D1 e D2.

yA

7.3 Calculo de Integrais Duplas

7.3.1 Teorema para o Célculo de Integrais Duplas

(i) Regido Dy: (ii) Regido Dy:
y A

g [y 9, o
: y= gl(x)

> X= hl(y) X= hz(Y)

a b X X

e (i) Seja D aregido Dy da figura anterior. Se f é continua em D, ent&o:
Z

z=f(x,y)

([t ya=| : [ ggf((xj) f (x, y)dydx (Teorema 1)
D
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e (ii) Seja D aregido Dy da figura anterior. Se f é continua em D, ent&o:

Z

hoy(y)

A(y) = W) f(x,y) dx

z=fxy)

I I f (x, y)dA = jcd I rzz((;;) f (x, y)dxdy (Teorema 2)
D

7.3.2 Definicao: Integrais Iteradas

. b g,(x) b 9,(x)
o (i) j . j gfm f (x, y)dydx = j . U o 6 y)dy}dx

. d ¢ hy(y) d h, (y)
o ) [T oy = [0y dy

Exercicios

164. Seja D aregido do plano xy delimitada pelos gréaficos de y = x> e y = 2x.
Calcule ﬂ(xS + 4y)dA aplicando: (3) Teorema 1; (b) Teorema 2.
D

e (a) Teoremal

yA D

A 4

Resolucéo:

Resposta: %
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e (b) Teorema?2
yA D

Resolucéo:

Resposta: %

165. Seja D a regido delimitada pelos graficos das equaces y =Jx, y=+3x-18 ey =0.
Se f € uma funcédo continua arbitraria em D, expresse a integral dupla .[J'f (%, y)dA em

D
termos de integrais iteradas utilizando apenas: (a) Teorema 1; (b) Teorema 2.

e (a) Teoremal

Resolucéo:

Resposta:
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e (b) Teorema?2

Resolucéo:

Resposta:

4062 . . ~ .
166. Dada _[OJ' ﬁy cosx’dxdy, inverta a ordem de integracio e calcule a integral

resultante.
y4 (2,4) yt 24)

Resolucéo:

Resposta: 0,055
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167. Calcular | = ” y sinxy dxdy,
D

onde D é o retangulo de vértices [Og) (1, g} , (L,7) e (0,7).

yA
©,m m
D
0,7/2 1,7m/2

1,m/2

L /2
. X X .
' X 0 1 X

Resolucéo:

Resposta: 1+

7.4 Mudanca de Variaveis em Integrais Duplas

Através de uma mudanca de variaveis

X=x(u,Vv)ey=y(u,vV)

1)

uma integral dupla sobre uma regido D do plano xy pode ser transformada numa integral

dupla sobre uma regido D’ do plano uv.
Va

<
T

X =X(u,v)
y=y(u\)

TRy

»-
>

XX

A correspondéncia entre as regides D’ e D é BIJETORA, e podemos retornar de D

para D’ através da transformagdo inversa

u=u(x,y)ev=v(x,Yy).

(@)

Considerando que as funcGes em (1) e (2) s@o continuas, com derivadas parciais

continuas em D’ e D, respectivamente, temos
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(%, Y)
o(u,v)

dudv (3)

” f (X, y)dxdy:_”f (x(u, v), y(u, v))
D D'

onde o(x,y) é 0 determinante jacobiano de x e y em relacéo a u e v, dado por

o(u,v)
OX OX
o(u,v) oy oy
U ov

A formula (3) é valida se:
e (i) fécontinua;
e (ii) asregides D e D’ sdo formadas por um nimero finito de sub-regides do tipo Dy ou Dy;
o(x,y)

e (iii) 0 jacobiano # 0 em D’ ou se anula num numero finito de pontos de D’.

7.5 Coordenadas Polares

A transformacéo que leva pontos (r, 6) do plano r6 a pontos (x, y) do plano xy é dada
por

X =x(r, 0) =rcosb e y = y(r, ) = rsin6 4)

e seu jacobiano € dado por
o(x,y) [cos6 —rsin®

o(r,0) |[sin® rcosd
Portanto, a férmula (3) pode ser expressa por:

” f (X, y)dxdy =.|'.[ f (rcoso, rsin6)rdrdo. (5)
D D'

7.5.1 Obtencao da férmula
Para que (4) seja bijetora, considera-se ro para os quais r e 0 satisfazem:

r-f0e0<6<2rour>0e-n<O<m.
Para os calculos, pode-se considerar < como sendo <.

eu yu
D" Retangulos
= > N\
- (
9+Ae - e s
Ob-- ) a / X — [C0S 0 , ‘ 0+ A0
P y=rsen@ Z
F r:+Ar ¥ X

Existe uma correspondéncia entre AA’ e AA, que veremos a seguir:

7.5.2 Area AA’ do retingulo em D’
AA’ = Ar-AO
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7.5.3 Area 4A do retangulo polar em D
yA
A0

AA

2 NS
I ot

R=r+Ar

b 4

Area de um setor circular; A = %rze

AA é a diferenca entre dois setores circulares de mesmo angulo Ab eraiosRer.

AA=1R2.A0 — 12, a9
2 2
AA:%(RZ—rZ)-Ae = R=r+Ar

AA = %((erAr)2 —rz)-Ae = %(r2 + 2rAT + Ar? —rz)-Ae = %(ZrArJrArz)-Ae

AA:%(2r+Ar)-ArA9:@-ArAez%-ArAG = fk=r+2R

AA =1 -ArAO = 1 - AA'

Setor menor (r)

Setor maior (R)

AA = [ AA

7.5.4 Integral dupla em D’

Assim, obtemos o jacobiano ry da formula (5).

Enumerando os retangulos polares e 1 a n, tome um ponto arbitrario

(Xk , YK)
no k-ésimo retangulo. Este ponto pode ser representado por
(r« cosO , rk sinby)

que tem representacdo (rx , Ox) referente a regido correspondente em D’. Assim, a soma de
Riemann

n
Z f (X, Y)AAK

k=1
é equivalente a

n
D (rccosbi, e sindi)rc AA'
k=L

onde AA', = Ar-Ab é a area do k-ésimo retangulo em D’.
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Assim, se tomarmos limite com n — co com 0 maximo das diagonais dos n retangulos
tendendo a zero, temos

n
lim " f (rc coslk , r SinB)rk A,

nN—oo k=1

que equivale a integral

” f (rcoso, rsind)rdrdo
dada pela formula (5). i
Exercicios

168. Calcular | :” \x% + y? dxdy, sendo D o circulo de centro na origem e raio 2.
D

Identificar D’ em r0, com correspondéncia ao D em xy.
Contorno da regido D: x* + y? = 4.

, 10<0<2rn
S 10<r<2
Y X=rcos0 04
y=Isen0 2n
2 / \
ﬁ r 9 D’
)
2 Y
Resolucgéo:

Resposta: %
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169. Calcular | =” X *Y" dxdy, onde D é a regido do plano xy delimitada entre x? + y? = 4

D
ex?+y?=9.
i by by n 0<06<2n
Regiao D: x“+y“ >4 nx“+y-<9 Regiao D’: 9 <
A en
y 21
—p
D D’
A ,
3 ¥ 23 r
Resolucéo:

Resposta: (eg - e"’)n

7.6 Calculo de Volumes (Aplicacdes)
Paraf (x,y) >0, a integral
V= j j f (x,y)dA (6)
D

nos dé o volume do sélido delimitado superiormente pelo grafico de z = f (x, y), inferiormente
pela regido D e lateralmente pelo cilindro vertical cuja base é o contorno de D.

Exercicios

170. Calcular o volume do sélido acima do plano xy delimitado por z = 4 — 2x? — 2y2.
Resolucéo:
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Resposta: iy ATAYA

171. Calcular o volume do sélido delimitado superiormente pelo grafico de z=4 — x —y,
. . i
lateralmente pela regido D delimitada porx=2,x=0,y=0¢eYy =ZX +§ e inferiormente

z=0.

Resolugéo:

Resposta: V= % unidades de volume.
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7.7 Calculo de Areas de Regides Planas
Fazendo f (x, y) = 1, a area da regido de integracdo D é dada por:

A:HdA (7
D

Exercicio

172. Calcular a area da regido D delimitada por x = y> + 1 e x + y = 3. Calcular pelas duas
formas:
a) Dy (Teorema 1)
b) Dy (Teorema 2)

Por (7), A=[[dA
D

Resolucéo:
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Resposta: % u.a. (unidades de area)

7.8 Integrais Triplas

Definicao

Sejaw = f (x, y, ) uma funcdo definida e continua numa regido fechada e limitada T

do espaco. Subdividimos T em pequenas sub-regides tragando planos paralelos aos planos
coordenados.

ZA

(X Yi: 21

<v

o

Numeramos os paralelepipedos no interior de T de 1 até n. Em cada um dos pequenos
paralelepipedos Tk, escolnemos um ponto arbitrario (X, Yk, Z«).

n
Formamos a soma Z f (Xk, Yk, ZK)AVk, onde AV é o volume do paralelepipedo Tk.
k=1
Faz-se isso de maneira arbitraria, mas de tal forma que a maior aresta dos
paralelepipedos Tk tende a zero quando n — .

n
Se existir im )" f (xq, Yk, Zk)AV, ele é chamado:
=%y
INTEGRAL TRIPLA da funcgéo f (x, y, z) sobre a regido T e representamos por

m.f (x,y,2)dV ou mf (X, y, z)dxdydz
T T

Propriedades
De forma anéloga a integrais duplas, temos:

o 1. jﬂkde:kjﬂfdv;
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. 2. m(flifz)dvzﬂjfldwjﬂfzdv;

o 3. ” fdv :.m fdv+ I” f dV, onde T =T1 U T», como mostra a figura a seguir.
T T T,

7.9 Calculo de Integrais Triplas

Através das trés situacdes seguintes, o calculo da integral tripla serd reduzido,
inicialmente, a resolucdo de uma integral dupla.
Serdo apresentados trés casos: (i), (ii) e (iii).

(i) Dominio D:
7= h,(X,y)
T
s 7= hy(x,y)

Zh

<v

(ii) Dominio D’:

(iiiy)Dominio D”:
Zh

X / X=02(y, )
(i) A regido T é delimitada inferiormente pelo gréfico z = hi(x, y) e superiormente pelo
grafico z = ho(x, y), onde hz e h; séo fungdes continuas sobre a regido D do plano xy.

f(x,y,z)dV = “ (%, y,2)dz | dxdy (8)
T D e );)

h(x,y
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Logo, se, por exemplo, a regido D for do tipo Dy:
D:{gl(x) <y<g,(X)
as<x<b
a integral tripla sera dada pela seguinte integral iterada tripla:

.[”f (x,y, 2)dV = I J' gglz(iX)J-hflziny)) f (X, y, z)dzdydx.

e (ii) AregidoTeé dellmltada a esquerda por y = pi(X, z) e a direita por y = p2(x, z), onde p1 e
p2 séo fungbes continuas sobre a regido D’ do plano xz.

ﬁjf (X, y, 2)aV = ” U P02 g gy, z)dy} dxdz )

e (ii) A regido T é delimitada na parte de traz por x = qi(y, z) e na frente por x = qz(y, 2),
onde gz e g2 séo fungdes continuas sobre a regido D” do plano yz.

mf (x,y,2)dV = ” U 0 )f(x Y, z)dx} dydz (10)

Exercicios

173. Calcular | = J‘Hx dV, onde T é o solido delimitado pelo cilindro x? + y? = 25,

pelo x +y +z=8 e pelo plano xy.

Resolucéo:
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625
-—

Resposta: | =
P 4

174. Calcular | = ijdv, onde T é a regido delimitada pelos planos coordenados e pelo
T

plano§+%+z:l.

T é o tetraedro representado a seguir:

Neste caso, T se enquadra em qualquer um dos casos: (i), (ii) ou (iii). No desenho, é
sugerida a utilizacdo de (i).
Resolucéo:

.2t
Resposta: I = >
7.10 Mudanca de Variaveis em Integrais Triplas
Seja | dada por (10):
| = j j j f (X, y, z)dxdydz (10)
T

Induzindo novas variaveis de integracéo u, v, w com x = x(u, v, w), y = y(u, v, w) e
z=1z(u, v, w), a integral (10) fica:

w dudvdw (11)

I:J‘%Uf (X(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) V)
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, e o(X,y,z
onde T’ ¢ a correspondente regido no espago U, V, W € w

é 0 determinante jacobiano
o(u,v,w)

dex,yezemrelagdoau, vew.

7.11 Integrais Triplas em Coordenadas Cilindricas

A relacéo entre as coordenadas cilindricas e cartesianas é dada pelas equagoes:

X = rcoso

y = rsind z=1
ZA\
\‘\?P (Xv Y, Z)
rod Y
X o D i/
O jacobiano de x, y, z em relacdo as novas variaveis r, 6 e z é:
cos® —rsin® 0
M= sin®@ rcos6 O=r
o(r,0,2)
0 0 1
Assim, usando (11), vem:
”I f (x,y, 2)dV :m f ('rcoso, rsind, z)rdrdodz (12)
T T

onde T’ ¢ aregido T descrita em coordenadas cilindricas.

Exercicio

175. Calcular 1 2”.[ (x> + y?dV, onde T é a regido delimitada pelo plano xy, pelo
T
paraboloide z = x + y2 e pelo cilindro x? + y? = a2,

xz + y2
r2

2 2 2

X+ =a
/ y
r=a4a
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A regido T é limitada inferiormente por z = 0 e superiormente por z = x> + y2 que, em
coordenadas cilindricas, tem equagio z = r2,

Observacdo: Levando-se em conta que a regido T se enquadra no caso (i), pode-se
escrever a equacdo (12) representada pela (13).

17 :z((rrg)f(rcose, rsind, 2)dz | rdrdo (13)
D' H

e Onde h; e hy delimitam T inferior e superiormente.

e D’ ¢ aprojegdo de T sobre o plano xy descrita em coordenadas polares.
Resolucéo:

6
Resposta: I = %

7.12 Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas

A relagdo entre as coordenadas esféricas e cartesianas é desenvolvida da seguinte
forma, conforme figura a seguir:

X=rcos0 z

X = psendcoso
y = psendsend
Z = pCosd
O jacobiano de x, y, zem relacdo as novas variaveis r, 6 e ¢ é:

sin $cos® —psin ¢sin® pcospcoso)
=|sin ¢sin®  psin pcos®  pcosdsin B|= pZsing
cos¢ 0 —psin ¢

o(x,y,2)
9(p.9,9)

Assim, usando (11), vem:
ﬂ I f(x,Y, z)dvzj'ﬂ f (psendcosh, psendsend, pcosd)p?singdpdode
T T

onde T’ é a regido de integragdo T descrita em coordenadas esféricas.

Lauro / Nunes




\ Célculo 11 Integrais Duplas e Triplas | 7-144

Exercicio

176. Calcular | =.m zdV, onde T é a regido limitada superiormente pela esfera
T

x% +y? + 72 =16 e inferiormente pelo cone z = /x> +y? .

Z
\

Esféra p=4

Resolucéo:

Resposta: | =32n
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7.13 Aplicacdes Fisicas da Integral Dupla

Usando as integrais duplas, podemos encontrar a massa, 0 centro de massa e 0
momento de inércia de uma lamina plana ndo homogénea, com a forma de uma regido R e
com densidade de area em um ponto (X, y) de R dada pela funcgdo continua p = p(X, y).

A massa total da lamina é definida por:

M= [[p(x y)dA
R
Além disso, 0 momento de massa em relacéo ao eixo x é dado por:
M= [[ yp(x, y)dA
R
Analogamente, 0 momento de massa em relacdo ao eixo y é dado por:
My = HXp(x, y)dA
R
O centro de massa, denotado por (X, y) é definido por:

M
_yey:&
M M

O momento de inércia em relacdo ao eixo x é:

X =

Iy = ” y2p(x, y)dA
R
O momento de inércia em relacdo ao eixo y é:
ly= [[X*p(x, y)dA
R
O momento de inércia polar é:

lo= [J(* + y*)p(x, y)dA
R

Observacéao

Os valores y?, x? e (x> + y?) que aparecem nestas expressdes sdo as “distincias ao
quadrado”, como mostra a figura a seguir:

Y4

Y R

e
No retangulo geneérico Rk, temos o ponto (Xk, Yx) € R, e:
x¢ € 0 quadrado da distancia de Py ao eixo'y.

yZ é o quadrado da distancia de Pk ao eixo x.
xZ + yZ € o quadrado da distancia de Py a origem.
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Exercicios

177. Determinar o centro de massa da chapa homogénea da figura abaixo.

Y4
3a

Resolucéo:
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19a
Resposta: X,y¥)=| 0,—
P (X,y) [ 15)

178. Calcular o momento de inércia em relacdo ao eixo dos y da chapa da figura a seguir,
sabendo que a densidade de massa é igual a xy Kg/m?.

I

Resolucao:

Resposta:  102,4 Kg/m?

7.14 Aplicacdes Fisicas da Integral Tripla

De maneira analoga ao que foi feito com as integrais duplas, vamos analisar o uso das
integrais triplas para calcular a massa de um corpo, as coordenadas do seu centro de massa e 0
momento de inércia em relacéo a um eixo L.

Seja T um corpo ou sélido delimitado por uma regido fechada e limitada do espaco.

Suponhamos que a densidade de massa por unidade de volume, em relacdo a um ponto
(%, Y, 2), € dado pela fungéo 6 = 3(x, Y, z), continuaem T.

A massa total do corpo é dada por:

M= I”S(x, y,z2)dV
T

O momento de massa em relagdo ao plano xy do sélido T é dado por:
Myy = m. z8(x,y,z)dVv
T

Analogamente, 0 momento de massa em relagdo aos planos xz e yz séo dados por:
My, = _[” yo(x,y,z)dV e My, = I”XS(X, y,z)dVv
T T

Obtemos assim o centro de massa do sélido T, denotado por (X,y,Z) definido por:

= g Ma oy My

M M M
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Outro conceito importante é 0 de momento de inércia em relacdo a um eixo L. No caso
de solidos, temos que a distancia de uma particula, com massa concentrada em (X, Yk, Z), até
0s eixos coordenados é dada por:

o Eixozi  dy, =X +Ye;
o Eixoy: d,=+X+72¢;
o Eixox:  d,=+ye+z{.

O momento de inércia em relagdo ao eixo z é:
l, = ”I(x2 +y2)8(x, y,z)dV
T

O momento de inércia em relagdo ao eixo X é:
Iy = Hj(yz +22)8(x,y, 2)dV
T

O momento de inércia em relacdo ao eixo X €:
ly = J.J.J.(x2 +22)8(x,y, 2)dV
T

Exercicios
179. Calcular a massa e o centro de massa do sélido T, delimitado por 2x +y +z=1 e 0s
planos coordenados, sabendo que a densidade de massa em P(x, y, z) é proporcional a

distancia até o plano xy.
Z

Resolucéo:
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Resposta: M = 4% unidades de massa. Centro de massa: [% 1 Ej

0'5'15
180. Encontrar o momento de inércia em relacdo ao eixo z do sélido delimitado pelo

cilindro x? + y> = 9 e pelos planos z = 2 e z = 4, sabendo que a densidade de massa é igual
a (x2 + y?) kg/md,

Resolucéo:

Resposta:  486m kg-m?
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7.15 Exercicios

181. Calcular a integral | :'[;'[;Xe‘yzdydx :

Resolucéo:

Resposta: | =%(1— e’la)

e

N

182. Calcular | =H\/§sin (xﬂ)dA onde D é a regido delimitada por x =0, y =
D

x =y

Resolucéo:
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Resposta: | = TET_Z

183. Calcular | :_U xy dA onde D é o triangulo OAB da figura a seguir.
D

Resolucéo:
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Resposta: I _B3
8
184. Usando coordenadas polares, escrever na forma de uma integral iterada,
aintegral | =H f (x,y) dxdy onde D ¢ a regido delimitada por x? + y2 —ay = 0, a > 0.
D
Resolucéo:
Resposta: I =.[stsme f (rcos®,rsin 6)r drdo

185. Calcular | :” y dxdy, sendo D a regido delimitada por X2+ y2 — ax =0, a > 0.
D

Resolucéo:
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Resposta: 1=0

186. Calcular I :J‘J}/xz +y? dxdy, sendo D a regido limitada pelas curvas:
D

X2 +y?=2x, x2+y?=4x, y=xe yzgx.
Vi
D
Iy R
1 3 X

Resolucéo:
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Resposta: I :5(10\/5 —11)

187. Calcular | = ”(x— y) dxdy, sendo D o paralelogramo limitado pelas retas:
D

X-y=0,x-y=1,y=2xey=2x—-4.

>
D
- <
T
= O
1NN
N
X 4
I
N \
R
| N
~
U N
NG I,
Y
x

Resolucéo:
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Resposta:  1=2
188. Calcular | = .[J.((X—Z)Z + (y—2)2)dxdy, onde D é a regifo delimitada pela
D
circunferéncia (x — 2)? + (y — 2)* = 4.
Obs.: Aconselha-se o0 uso de duas transformacgdes:

12u=x-2ev=y-2; 22: coordenadas polares.

Resolucéo:
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Resposta: | =8n
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189. Calcular o volume do sélido no primeiro octante delimitado por y + z = 2 e pelo
cilindro que contorna a regi&o delimitada por y = x? e x = y.
V4

14—l
Regido D i —X=VYy

Resolucéo:

Resposta: V= % unidades de volume

190. Calcular o volume do s6lido abaixo do plano xy delimitado por z = x> +y? — 9.

Zh

Resolucéo:
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Resposta: V= 8?171

191. Calcular o volume do s6lido no primeiro octante, delimitado pelos cilindros
X2 +y2=16ex?+7%=16.
Z

Resolucéo:

Resposta: V= % unidades de volume
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192.  Calcular o volume do tetraedro dado na figura abaixo.

Z
3

Resolucgéo:

Resposta: V=1 unidade de volume
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193. Calcule a rea da regido delimitada pory =x3,y=—xe y = % X+—.

Resolucéo:

y=-X

Y4
8

20
3

N
XY

Resposta: A =24 unidades de area
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8 Formulario e Referéncias

8.1 Formulario de Derivadas e Integrais

1)
2)
3)

4)
5)
6)

7)
8)

9)

DERIVADAS:

Tome u e v como fungdes em x.
Sejam D, u=u’ e C uma constante.

D,c=0
D,(u+Vv)=u+Vv
D, (uv) =uv+uv

u u'v—uv'
v Y,

D, [f (W] = D, f(u) - u

D,u"=nu"tuw

D,e'=¢e" W
D.,a'=a"-Ina-w
1
D, Injul= =
u

10) D, logalu| = . u’
ul

na

11) D, senu=cosu - U’

12) D, cosu = —senu - W’

13) D, tgu = sec?u - U’

14) D, cotu = —Csc?U - U’

15) D, secu = secu - tgu - U’

16) D, cscu = —cscu - cotu - u’

17) D, arcsenu =
18) D, arccosu =
19) D, arctgu = i

20) D, arcsecu =

1_2

c

- =
Ll
c
N

+u?

uvu? -1

INTEGRAIS:

1) Iudv =uv— Ivdu

n+1

n _U
2) judu_nJrl

+c, (n=-1)

3 J%du ~Inju[+ ¢

4) J'e”du —el+c

u

5) ja“du -2

Ina

6) J'senudu — —CoSU +C

7) Icosudu =Ssenu + ¢

8) J'sec2 udu =tgu + ¢

9) J.csc2 udu = —cotu + ¢

10) J'(secu -tgu)du =secu+c
11) j(cscu -cotu)du =—cscu +c
12) thudu = —In|cosu| + ¢

13) jcotudu = In|senu| + ¢

14) Isecudu = In|secu + tgu| + ¢

15) jcscudu = In|cscu — cotu| + ¢

u
= arcsen— +C

16)]\/7

17)] = larctgE +c
a’ +u? a

18)IuF

du |
19)Iaz—uz - Z_a i a

u
= —arcsec— +C

u+a
u—a

+C

du
20)]— = In‘u +/u? —a?
u?—a?

8-161
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