Capitulo 8

Integrais Multiplas

8.1 Integrais Iteradas

Suponha que f : R — IR seja continua, onde R = {(z,y) : a <z < b, ¢ <y < d}. Conforme
ja vimos

F(y) = / f(x,y)dx

é continua em [c, d]. Logo

/ Py = / d (/ e, s ) dy

faz sentido.

Uma integral deste tipo é chamada integral iterada e representa (se f > 0) o volume sob
o grafico da f.
A regiao de integracao das integrais nao precisa ser um retangulo.
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66 CAPITULO 8. INTEGRAIS MULTIPLAS

Exemplo 8.1.1 Considere a regido R, = {(z,y) € R* :a < 2 < b, g1(x) <y < go(z)}.
Entao podemos formar a sequinte integral iterada

[ ) o

Exemplo 8.1.2 Considere a regido R, = {(v,y) € R* : ¢ <y < d, hi(y) < x < hy(y)}.
Entao podemos formar a sequinte integral iterada

/cd (/hf:j) f(z, y)dx) dy.

Exemplo 8.1.3 Desenhe as regioes de integracao e calcule as integrais

1. /01 (/02(932 + y2)dy> dr =10/3
2. /02 (/Ou 5u2vdv> du
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2

3. /13 </7er 2ycos(x)dx> dy = cos(1) — cos(9) — 4

Outra notagao para integrais iteradas

9(y) h(z)
/ dy flx,y)d / dx fx,y)dy
h(y) g(z)

8.2 Integrais Multiplas
Consideremos agora F' : B C IR" — IR.
Problema: Definir de modo anélogo ao do Calculo I a integral de f sobre B.

Um retangulo fechado R no IR™ é um subconjunto do IR" constituido de todos os pontos
r = (x1,-++,2,) que satisfazem as desigualdades

azgngbza /L:laan

O volume de R, denotado por V(R), é definido como V(R) = (by —aq) X - -+ X (b, — ay).
Se para algum 1 <i <mn, a; = b;, V(R) = 0.

Um numero finito de planos n — 1 dimensionais no IR" paralelos aos planos coordenados
é chamado uma rede.



68 CAPITULO 8. INTEGRAIS MULTIPLAS

Uma rede divide o IR" em um nimero finito de conjuntos limitados (retangulos) e um
numero finito de conjuntos nao limitados.

Dizemos que uma rede cobre um conjunto B C IR", se este estiver contido em uma
reuniao de retangulos fechados e limitados Ry, --- , R, por ela determinados.
Claramente um conjunto pode ser coberto por uma rede se e somente se ele é limitado.

A Malha da Rede serd o maior comprimento dos lados dos retangulos limitados por ela
determinados.

Sejam f:IR" — IR e B C IR", tais que:
a) B é limitado;
b) f é limitada sobre B.
Seja
o) = {1 e TR

Seja G uma rede que cobre B e que tenha malha m(G)

. Em cada dos retangulos R;
determinados por G, i =1,2, -

-, r, escolhemos um ponto arbitrario P;.
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A soma .
> Is(P)V(R)
i=1

¢ chamada soma de Riemann de f sobre B, relativa a rede G. Se variando as redes GG, com
m(G) tendendo a zero o

7}3(%1) 2221: fe(P)V(R;)

existe ele é chamado integral de F' sobre B, sendo denotada por

/dev.

Se a integral existe, f é dita integravel sobre B.
O limite

/B o = i 3 1PV (R

significa que dado € > 0 existe 0 > 0 tal que, se G é qualquer rede que cobre B e tem malha
menor que 6 uma soma de Riemann S de f sobre B relativa a rede G é tal que

|S—/fdv|<e
B

/fdv ou /f(:c,y)dxdy, n=2,
B B

Notacoes:

/f(x,y,z)dxdydz ou /fdv, n=3.
B B

Vamos interpretar geometricamente a integral dupla [, f(x, y)dx dy. Suponha que f seja
continua e positiva sobre B. Uma soma de Riemann aproxima o volume sob o grafico de f,
desta forma se S é o sélido sob o grafico de f temos que

V(S) = /B f(y)dr dy
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Propriedades da Integral: Se f,g: D — IR sao fungoes integraveis e ¢ € IR entao,

i) f+ g é integravel e
/ (f+9)(z,y)dedy = / f(z,y)dxdy +/ g(z,y) dr dy
D D D

ii) cf é integravel e

/Cf(w,y)dmdy=0/ cf(x,y)dvdy
D

D
iii) Se f < g entao

/f(x,y)dwdyﬁ/g(x,y)dxdy
D D

Pergunta: O que dizer das integrais iteradas relativamente a integral quando ambas estao
definidas.

Definicao 8.2.1 Um conjunto suave em IR" é a imagem de um conjunto compacto sob uma
funcio ¢ : IR™ — IR", n > m e ¢ de classe C*.

Idéia Geométrica: (Conjunto de Volume Nulo)

Teorema 8.2.1 Seja B C IR", limitado, tal que a fronteira de B esteja contida em um
numero finito de conjuntos suaves e f uma funcdo definida e limitada em B.

Se f € continua em B, exceto possivelmente em uma reuniao finita de conjuntos suaves,
entao [ € integravel sobre B. O wvalor
/ fdv
B

nao se altera por troca dos valores de f sobre qualquer conjunto suave.
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Exemplo 8.2.1
/ (2y + z)dx dy
B

onde B={(r,y) €cIR*:0<2<2e0<y<1}.

O teorema anterior assegura a existéncia da integral. Assim qualquer seqiiéncia de somas
de Riemann associadas as redes que tem malha tendendo a zero pode ser usada para avaliar
a integral.

Considere G,, a rede constituida pelas retas x; = %, 0<i<2ney; = %, 0 <7 <n. Seus
retangulos sao R;; = {(z,y) € R?: 2, <z<uy, Y1 <y<y;},1<i<2nel<j<n.
Cada dos retangulos R;; tem malha m(G,,) = % Em cada dos retangulos R;; escolhemos o
ponto (z;,y;) = (£,2), 1 <i<2ne < j<n. Entdo

2n i 1 2n . .
R, =335 Zj:l n(y + %Ll)# - % Dict Zj:l n(i+ 2j)

=5 S22 (ni + 2n™H) = % S+ (n+1)= LnH2 4+ 2n(n+1)) — 4
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quando n — oo

Uma avaliagao deste tipo é bastante trabalhosa, mesmo em casos em que a funcao e o con-
junto envolvidos no calculo da integral sejam bastante simples. Para sanar estas dificuldades
temos o seguinte resultado

Teorema 8.2.2 (Fubini) Seja R = [ay,b1] X -+ X [an,b,] € f : R — TR uma fungao

integravel sobre R. Entdo, para qualquer permutacdop : {1,--- ,n} — {1, -+ ,n} as integrais
iteradas
by(1) by(2) by(n)
/ dp(1) / dp() - - / [l an)dzym)
@p(1) @p(2) @p(n)
existem e
@p(1) p(2) @p(n)
/ flzy, - xp)dey -+ - dxy, = / da,) / dzpo) - - / fdxpm)
R ap(1) ap(2) p(n)

Observagao 8.2.1 Se f € integrdavel em R, as integrais iteradas em ordens distintas existem
e todas elas coincidem com a integral multipla da f em R.

Exemplo 8.2.2 1) Se R=1a,b] X [c,d] e f: R— 1R € f =1 entao
/ ldxdy = (b—a)(d—c)
R
2) Se R = [a1,b1] X [ag,bo] X [ag,bs] e f: R— 1R é f =1 entao
/ 1dx dy = (bl — Cbl)(bg — ag)(bg — CL3).
R
Exemplo 8.2.3 Calcular a integral
/(2y+x)dxdy, B={(z,y) €cIR*:0<2<2 0<y<1}
B
Solucao: Note que, pelo teorema acima
2 1 2 .
/(2y+x)d:vdy:/ da:/ (2y+x)dy:/ (I4+x)de=(z+—=)] =2+2=4.
B 0 0 0
Exemplo 8.2.4 Calcular a integral
/xyzd:vdydz, R={(z,y,2)elR?: -1<2<2, 0<y<1, 1<z<2}
R

Solucao: Note que, pelo teorema acima

2 1 2 9
/xyzdxdde:/ dx/ dy/ ryzdz = —.
R -1 0 1 8
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Observacao 8.2.2 Pode acontecer que as integrais iteradas existam sem que exista a integral
maultipla.

Contra Exemplo: Considere a funcao

1, x é racional
2y, x ¢é irracional

f(x,y)Z{

definida em R = {(z,y) € IR*:0< 2 <1, 0 <y < 1}. Entdo

/Oldx/olf(%y)dyz/olldle

mas a integral [ » fdr dy nao existe.
Exercicio 8.2.1 Mostre que fR f(z,y) dxdy nao existe.

Sugestao: Escolha os pontos (z;, ;) racionais entdo S; = 1. Em seguida escolha até y = %,
(x;,y;) de tal forma que z; é irracional e para y > % escolhemos (z;, ;) racionais.

O teorema a seguir é bastante 1til quando queremos determinar a integral de uma funcao
em regides complicadas (como veremos adiante).

Teorema 8.2.3 Seja D como no teorema anterior e f : D — IR integrdavel. Se D = DU Dy
onde D1 e Dy sao como acima e IntDy N IntDy = ¢, entao

/ fdv = fdv+ fdv.
D Dy

Do

Como observamos anteriormente, o calculo da integral miltipla de uma fungao de vérias
varidveis reais a valores reais ¢ (mesmo nos casos mais simples) uma tarefa dificil. O Teorema
de Fubini parece ser a ferramenta que tornara menos ardua a tarefa de calcular tais integrais,
no entanto, a sua utilizacao esta restrita ao calculo de integrais em retangulos. Vamos agora
observar que o Teorema de Fubini (na forma apresentada) pode de fato ser utilizado para um
nimero bastante grande de regides. Faremos isto através de exemplos em IR? que facilmente
se estende a dimensoes mais altas.

Exemplo 8.2.5 Seja f,g : [a,b] — IR duas fungoes reais limitadas com f(x) < g(x) para
todo x € [a,b] e D ={(z,y) :a <z <b, f(r)<y<g(x)}. Entao,

[ tamdedy= | o /f (()) F(o,y) dy
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Para verificar que este é o caso basta considerar as constantes d = sup,¢(,y 9(7) € ¢ =
infyepap f(x) e definir f da seguinte forma f(z,y) = f(z,y) se (z,y) € D e f(z,y) = 0 se
(x,y) € R\D onde R = [a,b] X [c,d]. Segue dai que f é integravel em R = DU R\D e

9(z)
/fxydxdy—//fxydxdy—/ fxyd:cdy
f(=

Exemplo 8.2.6 Seja hy,hsy : [c,d] — TR duas fungoes reais limitadas com hqi(y) < ha(y)
para todo y € [c,d] e D = {(x,y) : ¢ <y < d, hi(y) <z < hy(y)}. Entao,

hz(y)
/fxyd:cdy—/ dy/
h1(y)

A verificacao deste fato é similar a verificacao do exemplo anterior.

Exemplo 8.2.7 Seja a funcao f = 1 integravel sobre um conjunto B C IR". Entdo defini-

mos o volume de B como sendo:
= / ldv = / dv.
B B
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No caso n =2 o volume acima referido € a drea. Entio escrevemos A(B).
Motiwagao geométrica:
Cason = 1:

b
/ ldxdy =b— a = drea de um retangulo de altura 1 tendo como base o intervalo [a, b]
a

/ Ldxdy = A(B).1 = volume sob o grdfico da funcio f =1 definida em B C IR?
B

Caso n = 2:

Observacao 8.2.3 Suponha que S é um subconjunto suave do IR" entdo

V(S):/Sld’U:/SOdv:O

onde a penultima igualdade € obtida trocando-se os valores da funcdao f =1 sobre o conjunto
S, fazendo-os iguais a zero.

Para alguns tipos de conjuntos a integral |, g Ldv nao existe, neste caso o volume de B
nao estd definido.
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Exemplo 8.2.8 B =[0,1] N Q nao tem seu volume definido.

Exemplo 8.2.9 Se R ¢ um retangulo entao
V(R) = I1(lados) = / 1 dv.
R

Exemplo 8.2.10 Ache o volume da regiio B C IR? limitada pelos planos coordenados x = 0,
y=0,2=0 e pelo plano x +y+ 2 = 1.

Solugao:

1 1—x l—xz—y
/ da:/ dy/ dz =1/6.
0 0 0

De outro modo, poderiamos fazer o célculo do volume do sélido sob o grafico da fungao
flay)=1-—z—y A
V(B)z/ dw/ (1—2—y)dy=1/6.
0 0
Exemplo 8.2.11 Determine o volume do solido cuja base € a regiao do plano xy delimitada

pela pardbola y = 2 — 2% e pela reta y = x e cuja parte superior estd contida no plano
z=x+2.
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1 2—gz2 z+2
V:/ d:c/ dy/ dz =27/4
-2 x 0

1 2—g2
Vz/ dx/ x + 2dy = 27/4.
—2 x

Exemplo 8.2.12 Seja B a regiao do plano representada abaizo. Calcule a drea de B.

ou

Solucgao:

A(B) = /B d dy — / ’ /0 " = / ’ Ha)de.

Exemplo 8.2.13 Em IR?, calcular a drea entre a pardbola y = 2> e a reta y = = + 2.

2 42
A= / dx / dy
-1 22

Solugao:

7
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1 NG 4 JU
A=/ dy/ dx+/ d'y/ dx
0 ] 1 y—2

ou

Observagao 8.2.4 FEste ultimo exemplo, dd uma idéia de como € importante escolher ade-
quadamente a ordem de integracgao.

8.2.1 Regras para estabelecer limites de integracao para integrais
iteradas

Primeira Etapa: Achar os valores extremos da varidvel externa. Por exemplo

/abdx/dy/f(:c,y,z)dz.
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Segunda Etapa: Fixe a varidvel externa em um valor genérico (ex. z), determinando um
corte na regiao solida. Determine os valores extremos da variavel intermedidria neste corte.

Por exemplo
b g9(z)
/ dx/ dy/f(:v,y, z)dz
a h(x)

Terceira Etapa: Fixe agora neste corte a varidvel intermediaria. Determine os valores
extremos da varidvel interna. Por exemplo

s(z, y)
/ dx / dy / flz,y,2)dz.
h(z) Uz,y)
Exemplo 8.2.14

1 2—z2 42
[
-2 x 0

Exemplo 8.2.15 Encontre o volume sob o grdfico do paraboldide z = x* + y? e acima da
regiago R = [—1,1] x [-=1,1] do plano zy.

Solucgao:

1 1 1
2
V=/(w2+y2)dwdy=/ dy/ (w2+y2)dw=/ (5 +2¢)dy = 8/3.
R -1 -1 _

1

Exemplo 8.2.16 Calcular [, x dx dy onde D € um triangulo de vértices (0,0), (1,1) e (0,1).
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Solucgao:

1 1 1
/a:dxdy=/ dx/ xdy=/ z(l—xz)dr=1/6
D 0 T 0
1 Y 1,y2
/xdxdy:/ dy/ xdxz/ “—dy = 1/6.
D 0 0 0 2

Exemplo 8.2.17 Seja D = {(z,y) € R*: /z <y <1, 0 <2 < 1}. Calcule a integral

/ evdr dy
D

ou

Solugao:

1 1
/egdxdy =/da:/ egdy
D 0 N
1 v o, 1 )
= [y [ etan = [yeiZae = [ e -y = —3+ - ey - 3
0 0 0 0

Exemplo 8.2.18 Calcule a integral

3 3cosy
1= / dy / z2sen’ydx
- 0

e desenhe o dominio de integracao.

vl

Solugao: A regiao é dada por

{(z.y) €R*: =2 <y < 7, 0< 7 < 3eosy)
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Vamos agora calcular a integral.

z 3cosy
/2dy/ r?sen’ydx =/ 9(cosy)?(seny)?dy
_x 0 _
2

jus
2

Wl

= 18/02 cosy[1 — (seny)?](seny)?dy = 18 fol(l —u?)uldu = 2

Definicao 8.2.2 Se f,g: D — IR sao funcgdes integraveis e f(x,y) < g(x,y), ¥(x,y) € D,
entao o volume de

B={(z,y,2): (z,y) € D e f(z,y) < z < g(z,y)}

/D[g(x, y) — f(z,y)]dz dy.

Exemplo 8.2.19 Calcule o volume do sélido compreendido entre os paraboldides z = % +y?
ez=4—ax%—y>?
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Solucao: Note que os dois paraboldides se interceptam para pontos da circunferéncia
{(z,y) : 2* + y* = 2}. O volume do sdlido é dado por

V = /[4—x2—y2—x2—yz]dxdy=2/[2—x2—y2]dmdy
D D

2 V2—z2 2 V2—a?
= 2/ dx/ (2—x2—y2)dy:8/ dx/ (2 —2° — y*)dy
o Joyrm 0 0

2 5 ) -
- 8/ [Qy_wa_%]|02_x d:z::8/ [ZM—‘#M—%]M
0 0

[S][9Y)

Fazendo a mudancga de variavel x = V/2senu temos que

™

2 4
vV = 8/2 [4 cosu — 4(senu)? cosu — g(cos u)?] cos udu
0

jus

= 32/02 [(cosu)? — (senu)?(cosu)? — %(cos u)t|du = 4n

onde para resolver a ultima integral acima utilizamos as férmulas trigonométricas de arco
duplo.

Exemplo 8.2.20 Desenhe as regioes de integragao para as integrais iteradas:

o [arf gf(x,y)dy 0 [ a /;f(w,y)dm

Exercicio 8.2.2 Calcule |, rJ dv para as sequintes escolhas de f e R.

a) f(r,y,2) =vr+y+z R=[0,1] x[0,1] x [0,1].
b) f(z,y,2) = 2%yz, R é o tetraedro de vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1).
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8.3 Mudanca de Variaveis

Para integrais de funcoes de uma variavel temos o seguinte resultado de mudanca de varidveis

o(b

) b
f(x)de = / F6)d (wdu, (x = d(u))

é(a)

sempre que ¢'(u) # 0 para u € [a,b] (de fato a condigdo ¢'(0) # 0 nao é necesséria, veja
9.1.3). Como vimos anteriormente podemos transformar regides relativamente complicadas
em regides simples usando transformagoes e como a complexidade da regiao é uma das
dificuldades no céalculo de integrais multiplas um resultado andlogo ao resultado acima para
fungoes de vérias varidveis pode ser extremamente 1til (este é de fato o caso como veremos
a seguir).

No IR"™ um troca de varidveis corresponde a uma transformacao do IR" no IR" que vimos
anteriormente; isto é, T : IR" — IR". Temos entao o seguinte resultado

Teorema 8.3.1 (Mudancga de Variaveis) Seja T : D(T) C IR" — IR" uma transfor-
macao de classe C'. Seja B C D(T) um conjunto limitado com fronteira contida em um
numero finito de conjuntos suaves. Suponhamos que B e sua fronteira estao contidos no
interior de D(T) e que:

i) T € injetora em B,
ii) detJ(T) # 0 em todo ponto de B.

Entao, se a fungao f € limitada e continua sobre T(B), temos:

/ fdv:/(foT)|detJ(T)|dv
7(B) B

Observagao 8.3.1 O teorema ainda € verdadeiro de i) e ii) deizam de ser verdadeiros em
conjuntos suaves.
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Exemplo 8.3.1 Seja P C IR? o paralelogramo determinado pelos pontos (0,0), (1,1), (3,1)
e (2,0). Calcular a integral

/P(x + y)dz dy.

Solugao: Note que a transformagao T'(u,v) = (u + v,u) transforma o retangulo R =

[0,2] x [0,1] e que
11
-t
Entdo det J(T) =10, T é C' e T é injetora com T(R) = P. Segue do teorema que

2 1
/ (x +y)dxdy = /(u+2v).1.dudv :/ du/ (u+2v)dv = 4.
P=T(R) R 0 0

Exemplo 8.3.2 Calcule a drea da regiao E limitada pela elipse z—; + z—z = 1, conhecida a
drea do circulo C' = {(u,v) € IR* : u?® +v% < b*}
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Solucao: Considere a transformagao
(2,y) = T(u,0) = (Fu,0).

Té injetora, de classe C' e T(C) = F

detJ(T) =

[@sXSHIS)
— =

Pelo teorema anterior

/ dA:/EdA:g/dAzgwa:mb.
T(C)=E cb bJe b

Exemplo 8.3.3 Calcular a drea da regiao plana P no primeiro quadrante compreendida
entre as circunferéncias de raios 1 e 2.

Solugao: Considere a transformagao
(x,y) =T(r,0) = (rcosf,rsend).
T ¢é injetora, de classe C' e T(C) = F

cosf —rsenf

detJ(T) = senf 7rcosf

=r>0.

Entao, se R = [1,2] x [0, 7], temos que T'(R) = P e pelo teorema anterior

2
3
dA:/rdAz/rdrdG:zr—zz—w.
/T(R):P c c 22‘1 4
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8.3.1 Coordenadas Polares

Um ponto P = (z,y) do plano fica completamente determinado se sabemos a distancia r de
P a origem O = (0,0) e o angulo 0 € [0, 27), medido no sentido anti-horério e a partir do
semi-eixo positivo das abscissas, entre este semi-eixo e a reta determinada por P e por (0,0).
Definimos a seguinte transformagao de coordenadas

(x,y) =T(r,0) = (rcos,rsend), r >0, 0 <6 < 2.
Esta transformacao é conhecida como Transformacao de Coordenadas “Polar”e é injetora,

de classe C' com detJ(T) = r.
Assim,

/ f(z,y)dzdy = /(fOT)|detJ(T)|dr df = / f(rcos@,rsenf) rdrdd
T(B) B B

Exemplo 8.3.4 Determinar [,ydxdy onde D € o setor {(r,0) : 0 <r < a,

wly

<9<23)

Solugao: Seja R = [%,2%] x [0,a] e note que a transformagao 7" : R — D dada por

T(r,0) = (rcosf,rsenf) (Transformagao de Coordenadas “Polar”) é bijetora e detJ(T') = r.
Entao

a 2% a 3
/ydxdy:/rrsen@drd@z/r%en@drd@z/ 7"2d7"/ 3ser19d€=/ r2dr =L
D R R 0 z 0 3

Exemplo 8.3.5 Calcule o volume do solido D cuja base B estd no primeiro quadrante do
plano zy (v > 0, y > 0), sendo delimitada pelas curvas 2> +y?> = 1 e 22 + y*> = 4 e cuja
parte superior estd no plano z = x + vy, tendo faces laterais ortogonais ao plano xy.
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Solucao: Note que, usando o Teorema de Fubini, temos

z+y
V=/(x+y)dxdy = /d:cdy/ dzz/(x—l—y)dxdy
D B 0 B

14

z 2
= /2d0/ (rcosf + rsend) rdr = —
0 1 3

Exemplo 8.3.6 Calcular f p V2% +y*dw dy, onde D € a regido do plano compreendida entre
as curvas 22 +y? =4 e 22 +y> = 9.

Solugao: Utilizando coordenadas polares, temos que se R = [2,3] x [0, 2], entao:

3
/\/:L‘2+y dxdy—/rrdrd@—/ 2d7"/ d9—27r 3 38

3"

Exemplo 8.3.7 Determinar os extremos de integmgdo para as integrais iteradas associadas
a fR z,y,2)drdydz, onde R é o hemisfério z*> + y* + 2 <1, 2 > 1
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Solucgao:

1 Vi—z? \1-z2—y2
/ dx/ dy/ flz,y,2)dz
-1 —V1—2? 0

Exemplo 8.3.8 Determine o volume do sélido compreendido entre as superficies z = 8 —
2?2 —y? ez = 2% + 3y

Solugao: Se um ponto (z,y, z) estd na interseccao das superficies entdao z = 8 — 2% — y? =
2?2 + 3y? e portanto 2% + 2> = 4

2 \/ 4_2””2 8—ax2—y?
V- / / / dz = 872,
—2J—4/ # x22+3y2

8.3.2 Coordenadas Cilindricas

Um ponto P = (z,vy, z) do espago fica completamente determinado se sabemos a distancia r
de P, = (z,y,0) a origem O = (0,0,0) o angulo 6 € [0, 27), medido no sentido anti-horario
e a partir do semi-eixo positivo das abscissas, entre este semi-eixo e a reta determinada por
P e por (0,0,0) e a cota z. Definimos a seguinte transformagao de coordenadas

(x,y,2) =T(r,0,z) = (rcosf,rsend, z), r >0, 0 <0 < 2w, z€IlR.

Esta transformagao é conhecida como Transformacao de Coordenadas “Cilindricas”e é
injetora, de classe C'' com detJ(T) = r. De fato:
24+ yP=1r% x=rcosh, y=rsend, z=z
cosf —rsenf 0

detJ(T) = |senf rcosf 0O =r.
0 0 1
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Exemplo 8.3.9 Calcular [, f(x,y,z)dz dydz onde f(x,y,2) = 4zy e C € a regido cilindrica
2+ <1,0<2< 1.

Solucao: Note que a transformacao de coordenadas cilindricas leva o retangulo R =
{(r,0,2z) : 0 <0 <27, 0<r <1, 0<2z <1} naregiao C. Logo, dos Teorema 8.3.1
e Teorema 8.2.2, temos

2 sen26

1
/ doydrdy = / 473 cos senfdr df dz = / 473 dr / do
C=T(R) R 0 0 2

1
= / 4r3dr (— cos 29)|§7T =0
0

8.3.3 Coordenadas Esféricas

Um ponto P = (z,v, z) do espago fica completamente determinado se sabemos a distancia p
de P = (x,y,2) a origem O = (0,0,0) o angulo ¢ € [0, 7] medido no sentido horario, entre
o semi-eixo positivo das cotas e a reta determinada por P e (0,0,0) e o angulo 6 € [0, 27),
medido no sentido anti-horario entre o semi-eixo positivo das abscissas, e a reta determinada
por P, = (z,y,0) e por (0,0,0). Definimos a seguinte transformacao de coordenadas

(x,y,2) =T(p,p,0) = (psenp cosh, psenpsend, p cosf), p>0, 0<p<m 0<60<27.
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Esta transformacao é conhecida como Transformagao de Coordenadas “Esféricas”e é
injetora, de classe C'! com detJ(T') = p?seng. De fato:

2+ + 22 =p? x=psenp cosf, y=rsenpsend, z=pcosy

senp cosf p cosy cosf —pseny send
detJ(T) = |senpsenf p cospsenf pseny cosf | = p*sene.
cos —pseny 0

Exemplo 8.3.10 Calcular [, f(x,y, z)dx dy dz, onde f(x,y,z) = 2* e B € a sequinte regido
B={(z,y,2): 2* +y*+ 2> < 1}.

Solugao: Note que T leva o retangulo R = {(p,9,0) : 0<p <1, 0< o <m 0<6 <27}
e B. Logo, dos Teorema 8.3.1 e Teorema 8.2.2, temos

/ P2drdydz = / p? cos® psenp dp dp df
B=T(R) R

2m s 1 A7
= / d9/ d(p/ P cos® psenpdp = —
0 0 0 15

Exemplo 8.3.11 Calcular o volume da regiao C comum a esfera p < a e ao cone ¢ < Q.
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Solugao: Note que T leva o retangulo R = {(p,¢,0) :0<p <1, 0<p<a, 0<60 <271}
e C'. Logo, dos Teorema 8.3.1 e Teorema 8.2.2, temos

2w « 1
V(C) = / dedydz = / pseny dp dp db = / d@/ dgp/ p*seny dp
C=T(R) R 0 0 0

27 « 1 a3 (13
= / / d(p/ —senpdf = 2r—(1 — cos @)
o Jo 0o 3 3

8.3.4 Densidade e Centro de Massa

Considere a seguinte situagao

iy O Hily

£ A &1

my e Mo sao as massas de particulas pontuais sobre x; e x5 respectivamente. Entao mqyx; =
me|Ta| ou seja myzy + moxy = 0.

Em geral se mq,---,m, sao as massas de particulas pontuais localizadas em ¢ sobre
X1, , Ty, O sistema estara em equilibrio se

n
=1

n / . ~ s . . n
A soma ), m;x; é chamada momento do sistema em relagdo a origem. Sejam =) " m;,

definimos
n

n
_ Z¢:1 mix; _
r===""=—— ou mx= E m;T;.
m —
1=

Fisicamente = é o ponto sobre o qual poderiamos concentrar toda a massa do sistema
sem alterar o momento do sistema.

O ponto P com coordenada = é chamado centro de massa do sistema.

Consideremos agora uma situacao um pouco mais geral, qual seja: mq,--- ,m, sao as
massas de particulas pontuais localizadas em pontos P, = (z1,y1),- -+, Py = (2n,yn) sobre
um plano coordenado. Os momentos M, e M, do sistema em relagao aos eixos x e y, sao

definidos por
n n
M, =Y mys, My=> m,.
i=1 i=1
Sem =" m; entdo o centro de massa dos sistema é o ponto P = (z, ), dado por:

mx =M, e my= M,.

P é o ponto sobre o qual poderiamos concentrar toda a massa do sistema sem que 0s
momentos do sistema se alterem.



92 CAPITULO 8. INTEGRAIS MULTIPLAS

Suponha que a origem P = O do sistema coincida com o centro de massa, entao
mz =m.0 =M, =0
my=m.0=M, =0

e o sistema estd em equilibrio. Logo o centro de massa é o ponto pelo qual poderiamos
pendurar o sistema de modo que ele fique em equilibrio na horizontal.
Considere agora uma lamina L com a forma da regiao D da figura abaixo

Suponha que para cada ponto (x,y) da superficie a densidade seja dada por p(x,y), onde
p é uma fungao continua sobre D.

Considere uma rede G cobrindo D. FEscolhamos (z;,7;) em cada retangulo R; de G.
Se m(G) é pequena, do fato que p é continua, podemos aproximar a massa da lamina L;
correspondente a R; por

m(Li) = p(xi, yi) A(R:).
Ainda
Z P(Jﬁi; yi)A(Ri)'

aproxima a massa da lamina L. A massa M de L é definida como

M = lim i, i JA(R; z/ x,y)dx d
m(G)AOXi:p( wA(R) = | pla.y)dody
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Em particular se p(z,y) = ¢, entdo

M =c | dA=cA(D).
D

A densidade média da lamina L é

_ massa [ p(x,y)dA
P~ Tdrea [,dA

Se a massa de L; é suposta concentrada em (z;,7;) entdo o momento de L; em relacao
ao eixo = é y;p(x;,y;)A(R;) e o momento de L; em relacao ao eixo y e z;p(z;, y;) A(R;). Os
momentos de L em relacao ao eixo xz, M, e y e M, sao entao definidos por

M, = lim Zyip(ﬂfi,yi)A(Ri):/yp($7y)dA
p D

m(G)—0
e
M, = Tlim zip(wi, yi) A(R;) = / zp(w,y) dA.
m(G)—0 p D
Ainda, o centro de massa da lamina L é o ponto P = (z,y) dado por
M, M,
Xr = —— _— —
Vi
ou seja
g dpee@y)dd o Jpyplr.y)dd
Jpp(z,y)dA” Jp p(z,y)dA
No caso particular em que p(z,y) é constante temos que
- fD xdA fD ydA
Tr =

Jpad” 7T [pdA

Neste caso o ponto P é chamado centréide e nao depende da densidade, dependendo somente
da forma da regiao D.

Exemplo 8.3.12 Seja D a regido do plano entre a pardbola y = 6 — 2 e y+2x—3. Calcule
A(D) e o centro de massa de uma lamina com a forma de D e densidade constante.

8.3.5 Momento de Inércia

O sistema formado por uma particula de massa m; tem momento de inércia relativo a reta
s dado por
2

onde d; é a distancia da particula a reta s.
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Se o sistema é constituido de n particulas de massas mq,--- ,m, distando dy,--- ,d, de
uma reta s tem momento de inércia relativo a s dado por

i=1

Se as particulas estao localizadas nos pontos P, = (x1,41), -+, P, = (2n,yn) do plano
xy entao o momento de inércia dos sistema em relagao ao eixo x e ao eixo y dados por

n n
I, = Zmiy? e I, = Zmiy?'
= =1

Exatamente como no caso do momento, estendemos o conceito de momento de inércia em
relagao ao eixo x e ao eixo y por

— lim Zyz i, Y1) A(R;) = / y'p(x,y) dA
D

m(G)—0

= i, 3 atplemA(R) = / 2p(x,y) dA
D

m(G)—0

Exemplo 8.3.13 Seja L uma lamina com densidade constante p com a forma da regido
anelar A = {(z,y) : 1 < a*+y* < 4}. Caleular I, e I,
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Solugao: Note que a mudanga de coordenadas polares T' leva a regiao R = {(r,0) : 1 <r <

2, 0 <6 < 2m}. Segue agora do Teorema 8.3.1 e do Teorema 8.2.2 que

2 2 1— 2
I, = / paidrdy = p/ r3sen?d dr df = p/ r3dr/ ﬂd&
A=T(R) R 1 0 2

2 2 4
260 — sen26 15
= p/1 r3—:en dr = ,077/1 r3dr = pﬂ—z i = _4p7r

8.3.6 Momento Angular

Suponha que uma particula pontual de massa m gira ao redor de um eixo ¢, num circulo de

raio 7, com velocidade angular w.
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A energia cinética desta particula é

Suponha agora um sistema de n particulas girando em torno de um eixo ¢ com velocidade
angular w. Se rq,--- ,7, sao as distancias de mq,--- ,m, a {, entao a energia cinética do
sistema

E. = z”: %mivf = %zn:mmwz = %wz zn:r?mi
i=1 i=1 i=1

1
= 5[(.&)2

8.3.7 Miscelanea de Exemplos

Exemplo 8.3.14 Uma chapa de densidade § tem a forma da regiao do plano xy que estd
entre a pardbola y = x% e a reta y = x + 2. Calcular o momento de inércia da chapa em
rela¢ao ao eiro y.
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Solugao: Primeiramente devemos encontras os pontos de interseccao da reta e da parabola.
Note que nesses pontos devemos ter y = 2 = z + 2 e portanto (z,y) = (—=1,1) ou (z,y) =
(2,4). Segue que

2 42
63
I:(s d 2d = —
v /_1 x/x R

Exemplo 8.3.15 Determinar o centro de massa de uma placa delgada, de espessura e den-
sidade uniformes, que estd sobre a regiao A do plano xy entre as retasx =2, y=0, y=1
e a pardbola y = x2.
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Solugao: Célculo da massa

1 2 1
4
M=/pdA=p/ dy/ dw:p/(2—\/§)dy=§p-
A 0 Vi 0

Célculo do momento

Y 7
M, = dA=p | d dx = d 2— Ddy =~ p.
/xp p/ y/mw /0 Ify p/( )y =1p

Com isto podemos calcular a coordenada = do centro de massa da seguinte forma

_ M, 21
=0 T 6
De forma semelhante obtemos a coordenada § do centro de massa
M, 9
YD T 20

Exemplo 8.3.16 Ache o centro de massa de uma lamina quadrada ABCD de lado 3/2
sabendo que a densidade de qualquer ponto P € o produto das distancias de P a AB e a AD.
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Solucao: Vamos calcular a massa e os momentos relativos aos eixos = e y da lamina. Note

que p(z,y) = xy, entdo
3/2 3/2
M =/ d:c/ xydy = 81/64,
0 0
3/2 3/2
M, = / / ry’dy = 81/64
o Jo

3/2 r3/2
M, = / / ry dy = 81/64.
0 0

Segue que as coordenadas do centro de massa da lamina sao (z,y) = (1,1).

Exemplo 8.3.17 Ache o centro de massa de uma lamina semicircular, sendo a densidade
de qualquer ponto proporcional a distancia de P ao centro do circulo.

Solugao: A lamina ocupa a regiao C' = {(x,y) : 22 + y* < a, z > 0} que em coordenadas
polares é R = {(r,0) : 0 < r < a, 0 < 60 < 7}. Note que p(x,y) = ky/22+ y?; ou seja,
p(r,0) = kr. Com isto calculamos a massa e os momentos relativos aos eixos coordenados
da lamina,

9 N ‘o mka?
M = plx,y)dedy = | kridrdf = de [ kridr =
C=T(R) R 0 0 3

5 s a 5 k a4
M, = yp(z,y)dedy = [ krsenfdrdf = do | kr’senfdr = —

C=T(R) R 0 0 2

M, = :z:p(:):,y)dxdy:/kr3cost9drd9:k/ 7"3/ cosfdf = 0.

C=T(R) R 0 0

Segue que as coordenadas do centro de massa sao (z, ) = (0, 32).

Exercicio 8.3.1 Encontre o centro de massa da lamina que tem a forma da regiago limitada
pelas retas x =0, y =0 e z +y = a e que tem densidade p(x,y) = 2% + 2.

Exercicio 8.3.2 Calcular o momento relativo ao eixo x da lamina que tem o formato da
regiao limitada pelas pardbolas x = y* e x = 2y — y?, sendo a densidade p(z,y) =y + 1.
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8.3.8 Aplicagoes no Espaco IR?

As idéias vistas até agora nas aplicacoes podem ser generalizadas para trés dimensoes.

Massa e Momento Linear

Se um sélido tem o formato de uma regidgo @ do IR® se a densidade no ponto (z,y,z2) é
p(x,y, z), entdao de forma andloga ao visto anteriormente

M = /p(:v,y,z) dx dydz.
g

Se temos uma particula pontual de massa m localizada no ponto (z,y,z) do espaco,
entao seus momentos relativos aos planos xy, xz e yz sao definidos como mz, my e mz,
respecitivamente. Utilizando os mesmos argumentos ja vistos definimos os momentos de um
solido em relagao aos planos coordenados como sendo:

M:vy = / Zp(l',y,Z) dx dy dz,
Q

sz = / yp(x7y7 Z) dxdydz
Q

€

Myz:/xp(a:,y, z)dxdydz.
Q

o centro de massa é o ponto (z, 7, z), onde

E_Myz __Mmz e Z_Mxy
VA Vi M
Quando a densidade é constante; isto é, p(x,y,z) = ¢, entdao o centro de massa é dito

centroide.

Momento de Inércia

Se uma particula de massa m estd no ponto (z,y,z), entao seu momento de inércia em
relacao ao eixo y é m(z? + y?).
Logo somos levados a definir

L= [ (7 + #p(a.y.2) dedydz,
Q

= [ &+ Pploy.2) dudyd
Q

€

L= [ &+ y)pley.2) dody s
Q
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Exemplo 8.3.18 Considere o sélido S limitado pelo cone 2* = 2% + y? e pelo plano z = 1
cuja densidade é p(z,y,z) = 1. Ache o centro de massa e o momento de inércia em relagdo
ao eizo z do solido S.

Solugao: Note que utilizando coordenadas cilindricas temos:

2 1 1 -
M:/d:r;dydz:/ d@/ dr/ rdz = —
S 0 0 r 3
e
o 1 1 -
Mwy:/zdxdydz:/ d@/ dr/ zrdz = —.
S 0 0 r 4

Segue que z = ]\i}y = %. Por simetria £ = y = 0. Finalmente

2m 1 1
Iz:/(fﬁ%ryz)dﬂ?dydz:/ d&/ dr/ By =
S 0 0 r 10
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Capitulo 9

Apendice

9.1 Substituicao e Integracao por Partes (Caélculo I)

Dois dos teoremas mais importantes do calculo diferencial sao a regra da cadeia e a regra do
produto, que passamos a enunciar:

Teorema 9.1.1 (Regra da Cadeia) Se I, J sao intervalos abertose f:J — 1R, g: 1 — J
fungoes de classe O temos que

d

—(fo9)@) = J'(g())g (), Ve € 1.

Teorema 9.1.2 (Regra do Produto) Se f,g : (a,b) — IR fungdes de classe C' temos
que

L (19)(0) = Flalgle) + Fe)g ), ¥a € (a,b)

Estes teoremas, juntamente com o Teorema Fundamental do Calculo, dao origem a dois
teoremas fundamentais do cédlculo integral. A integracao por partes e o método da substi-
tuicao, sao sem duivida, os resultados mais importantes no que se refere ao calculo de integrais
de funcoes de uma variavel. No que se segue, vamos obter estes teoremas a partir da regra
do produto e da regra da cadeia, respectivamente.

Teorema 9.1.3 (Método da Substituicao) Sejam I = [a,b], J intervalos, f : J — IR
uma fungao continua e ¢ : I — J uma funcao continuamente diferencidvel. Entao,

#(b) b )
flapts = [ (o516 (s)as.
é(a) a
Prova: Seja c € J e V(x) = [T f(0)df. Entdao da regra da cadeia
d

(Vo d)(s) = f(6())¢/(5).

O resultado agora segue do Teorema Fundamental do Calculo. i
Observacao: Note que nao é necessario assumir que a funcao ¢ seja uma mudanca de
variaveis (¢'(s) # 0, Vs € [a, b]).

103
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Teorema 9.1.4 Sejam f, g : [a,b] — IR duas fun¢des continuamente diferencidveis. Entdo
b b
/ f(s)g'(s)ds = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f'(s)g(s)ds.
Prova: Da regra do produto temos que

C(79)(5) = F(9)als) + F(5)g'(5)

Agora, do Teorema Fundamental do Calculo, temos que

b b
f@w»wmmwszwmww+/f@ﬂwu

e o resultado segue. i



Capitulo 10

Campos Vetoriais

10.1 Introducao

Neste capitulo introduziremos um conceito que é de grande utilidade em varios problemas
relacionados a Fisica e Engenharia.

Para motivarmos a introducao de tal objeto lembremos, da Fisica elementar, que se
deslocarmos uma particula ao longo de um caminho reto com uma forga F (constante) o
trabalho realizado por essa forca é o produto da componente se F' na direcao e sentido do
movimento, pela distancia percorrida pela particula, ou ainda,

W=F-AR

onde AR é o vetor que vai da posicao inicial da particula a sua posi¢ao final.

sl

AR

Agora suponha que a forga nao seja constante, isto é, seja uma funcgao vetorial, que varia
de ponto a ponto em uma regiao do plano, como por exemplo

F = F(z,y) = M(z,y)i + N(,y)J.

Suponha que seta forca desloque uma particula ao longo de uma curva suave C' do plano,
onde C' tem equacgoes paramétricas

v=ux(t), y=y@), t<t<ts.
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Pergunta-se: qual o trabalho realizado por essa for¢ca quando a particula move-se ao longo
da curva do ponto inicial A = (x(t1),y(t1)) até o ponto final B = (z(t3),y(t2))?

Antes de mais nada, observemos que a funcao F' a valores vetoriais serd denominada
campo de forgas ou campo vetorial. Em geral, um campo vetorial (ou campo de forgas) no
plano é uma fungao que associa a cada ponto (x,y) de uma regiao do plano um vetor. Uma
funcao que cujos valores sao ntimeros serd dita campo escalar.

Todo campo escalar f = f(z,y) determinada um correspondente campo vetorial

of- Of-

denominado campo gradiente. Observemos que alguns campos vetoriais sao campos gradi-
entes, mas em geral ndo sao, isto é, existem campos vetoriais F'(z,y) = M(x, y)?+ N(z,y)]
tais que nao existe f = f(x,y) tal que Vf = F (tente encontrar uma tal campo).
Retornemos ao problema inicial de encontrar o trabalho realizado pela for¢a F(x,y) =
M (z,y)i+N(z,)J ao longo da curva suave C. Se a curva for um segmento de reta horizontal,
isto é, C' = {(xo,y0) + t(z1,%) : 0 < ¢t < 1} entdo, do Célculo 1, sabemos que o trabalho

sera -
W:/ F(:U,yo)dx:/FdR
x0 C

onde dR é vetor elemento deslocamento (no caso acima um escalar, pois o deslocamento s6
ocorre na diregao do eixo dos x’s). Logo somos levados, em geral, a trabalhar com integrais
de fungoes de mais de uma variavel ao longo de curvas. Isto na verdade é o objetivo desta
secao.

10.2 Exemplos

Comecaremos com alguns exemplos de campos vetoriais:
1 Campo de velocidades determinado pela rotagao em torno de um ponto fixo.
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2 Campo de velocidades determinado pelo movimento de um fluido.

3 Campo gravitacional.

Quando um campo vetorial nao depende do tempo diremos que ele é um campo estaci-

onario.
Exemplos:

1. F(z,y) = 277 4 yj': (2x,y)

STl

2. O campo vetorial F(x,y) = —yf%— xj = (—y, x) geometricamente é da seguinte forma:
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De fato pois, (F(P), OP) = (—y,z), (z,y)) = 0, logo F(P) L OP.

3. Dado ¢ < 0, o campo vetorial

C

T(Q?,y,Z) = ($2+y2+22)

77 (9. 2), (2,9, 2) # (0,0,0)

¢ um campo vetorial paralelo a (z,y, z), com sentido contrério ao de (z,y, z) e

c|
1’2 +y2 + Z27

]
17y, 9 = e @ +o" + 27 =

isto é, ||T'(z,y, z)|| é inversamente proporcional ao quadrado da diatancia de (z,y, 2) a
(0,0,0).

Estes tipos de campos aparecem em muitas situagoes, como por exemplo:

Considere uma particula de massa M na origem. A forga de atracao gravitacional que
age sobre uma particula de massa unitaria colocada em P = (z,y, z) é de mddulo igual
a

gM
22+ y2 + 22
Logo
gM —(z,y,2) —gM
F = = .

Um tipo,importante de campo vetorial é o campo proveniente de uma funcao escalar, isto
é, o campo gradiente. Se f = f(x,y, z) entdao o campo gradiente de f é dado por

Vi(x,y,2) = fola,y, 2)i + fy(w,y,2)] + f(z,y, 2)k.



Capitulo 11

Integrais de Linha

11.1 Introducao

Seja 2 um aberto de R?. Consideremos um caminho suave 7 : [a,b] — Q C R?] isto é, v/(t)
é continuo e +/(t) # 0, para todo t € [a, b].

Seja f : Q@ — R onde v C Q, isto é, v(t) € Q, para todo t € [a, b]; neste caso diremos
que v é um caminho suave em ().

Sejam A =(a), B=7(b) ea=1ty<t; <---<t,=>buma parti¢ao de [a, b].
Esta partigdo determina uma partigdo do arco AB em arcos P;_1P; onde P; = ~(t;),
1=1,---,n.

Defina AS; = comprimento do arco Piiji e ||All = max AS;.

n

—~

Em cada arco P,_; P; escolhamos um ponto (z7, y}) e consideremos a soma Z flzs,yr)AS;.
i=1

Defini¢ao 11.1.1 A integral curvilinea de f sobrey de A até B é definida (e denotada) por

[ ras= Jim 3" rarunas
v i=1

[All—0

109
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desde que o limite exista independente da escolha do ponto (xf,yf) €P;_1 P,

Observacao 11.1.1 A integral acima também ¢é conhecida como integral de linha relativa
ao comprimento de arco.

Uma condigao suficiente para garantir a existéncia da integral curvilinea acima é dada
no seguinte resultado.

Teorema 11.1.1 Se v : [a,b] — R* e f : Q@ — R € continua em ), entio existe
|, f(z,y)ds e

[ ras= [ ftat. 50V @@7+ FOF

A demonstracao desde resultado sera omitida.
Observemos que definindo-se F(t) = a(t)i + B(t)j entao ||r'(t)|| = /()2 + (B'(t))2.
Logo, a expressao acima tornar-se-&

/fds—/f DI dt.

No caso particular de f(z,y) = 1, Vo € Q temos

b
/fds = / |7 (t)|| dt = comprimento de .
vy a

Diremos que v : [a, b] — R? continua é suave por partes se existe uma particao de [a, b],
a=1ty <ty <---<t, =0, tal que a restricao de v a cada um dos subintervalos [t;_1,t;] é
um caminho suave.

Deste modo podemos definir a integral curvilinea de f : 2 — R? sobre o caminho suave
por partes v C €2 como sendo a soma das integrais curvilineas de f as restri¢oes de v a cada
um dos subintervalos onde ela é suave, isto é

/Vfds:iil/%fds
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onde 7; é o caminho obtido da restri¢do de do caminho v ao subintervalo [t;_1,;].

Podemos dar a seguinte interpretagao geométrica para a integral curvilinea: suponha que
f é continua e nao negativa em ) C R2.

A 4rea do retangulo tendo como base P,_; e P; e altura igual a f(z},y}) como na figura
abaixo é aproximadamente igual a f(z},y)AS;. Logo é natural pensarmos que fw f ds como
sendo a area da superficie que tem como base curva v e altura determinada pelo grafico da
funcao f.

y A

Y
Y

11.2 Aplicacao
Olhemos v como um fio delgado e f(x,y) como sendo a densidade em (z, y). Com isto temos
que f(zf,yf)AS; ~ massa de P,_1P= Am,.

Mas Zf(xf,y;‘)ASi = ZAmi ¢ aproximadamente a massa total do fio. Logo M =

i=1 i=1
fv fds nos da a massa total no fio.

Exemplo 11.2.1 Calcular [ f(z,y)ds onde f(z,y) = 2* +y e~ dada por () = (3t, %),
0<t< 1.

Neste caso y(t) = (a(t), 3(t)) = (3t,t3), 0 < ¢t < 1. Assim

/f z,y) ds _/ e )V (o (1)2 + (B(t))2dt = /01(27t3+t3)\/9+9t4dt

u—1+t4ﬁdu:4t3dt 9 i
:/ 8431 + ¢4 dt = t=0—u=1 :/ 21vudu = 14(2v2 — 1).
0

t=1—u=1 1

Exemplo 11.2.2 Calcular a drea da superficie vertical delimitada superiormente pelo grafico
do paraboldide f(x,y) = x*+y? e inferiormente pelo arco do circulo z*+y*> =1,z > 0,y > 0.

Se considerarmos v : [0,7/2] — R? como sendo a curva suave y(t) = (a(t),3(t)) =
(cost,sent), 0 <t < m/2 entao a drea A da superficie descrita acima serd dada por

_ / f(.y) ds = / F(a(t), BE) V(@ B + (F0)2 dt
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w/2 /2
= / (cos®t + 2sen’(t))vcos?t +sen?t dt = / (14 sen®t) dt
0 0

w/2 1
_ / 1+ 2(1— cos(26)] dt = °" w.a.
; 2 4

11.3 Integral de linha de um campo vetorial

Sejam 7 : [a,b] — Q C R? uma curva suave dada por v(t) = (z(t),y(t),2(t)), t € [a,b] e
F(l‘,y,Z) = Fl(l',y,Z)i+F2(l',y, )j +F3(Q§' Y,z )k
um campo continuo definido 2.
Suponhamos que 7 seja trajetéria de uma particula sujeita ao campo de forcas F.
Se F é constante e v ¢ um segmento de reta, temos que Trabalho = Fvetor deslocamento

=11

A

Se F' nido for constante ou ~v nao for uma reta, particionamos v num nimero finito de
arcos, isto é, considere uma partigao P, de [a,b] a =t < t; < --- < t, = b e tome P, = v(t;),
1=1,...,n

—~

Se || P|| é pequeno, o trabalho realizado por F ao longo do arco P;_P;,i=1,--- ,n pode
ser aproximado por

Aw; = F(Piy) - (P, = Pia) = F(y(ti1)) - (7(t:) = 9(tia)).
Mas, y(t;i—1)) - (7(t;) — v(t;i21)) = ¥ (£:)Ast, para algum ¢; entre ¢;_; e t;. Desta forma,
Aw; = F(y(ti1)) -7 () Ait.

A
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O trabalho W realizado por F a0 longo de v ¢, por definigao,

W = lim ZAUJ-: lim ZF v () At.
i=1

[P—0 2

Embora a soma acima nao seja uma soma de Rlemann, pode ser mostrado que o limite exista

e é igual a
b
Wz/mewmw

/ﬁ-df
Y

e chamada de integral de linha de F sobre .
Note também que

que sera denotada por

=/wmwﬁw+5wwww+&mmAMﬁ

:/ [(Fro)z’ + (Fyon)y + (Fyoy)2]dt

A expressao acima sugere a seguinte notacao:

/ﬁ-dF:/Fldx+F2dy+F3dz.
.

v

Exercicio 11.3.1 Calcule

/2xdm+ dy + dz,
2!

onde vy € a interseccio do cilindro y = 2%, do paraboldide z = 2 — x* — y? contida no octante
z,y,z > 0. O caminho deve ser percorrido de (1,1,0) a (0,0,2).

Resolugao: Uma parametrizacao de 7y é
) = (12— —tY),  0<t<1.

Temos

1 1
/2xdx+ dy + dz:/[2t+2t—2t—4t3]dt:/[2t—4t3]dt:t2—t4é:—3.
v 0 0



114 CAPITULO 11. INTEGRAIS DE LINHA

Vejamos agora uma relacao entre a integral de linha de um campo vetorial e a integral
de linha com relagao ao comprimento de arco.

Dada uma curva suave v, considere f(P) o vetor unitario tangente a v em P. Lembre
que estamos assumindo que 7'(t) # 0.

L Foar= [ B0 - (1)t

:/a ﬁ(v(ﬂ)-%W(t)Hdt:/a F(y(t)) - T(y(0) |17/ (1) l1de

b — — — —
:/ F(y(t) - T(vy(t))ds = /F-Tds

Resumindo,

W:/ﬁ-dfz/abﬁ(y(t))-7’(t)dt=/ﬁ~fds.

~

Note que F-Téa componente tangencial de F com relacao a curva.

Exercicio 11.3.2 Calcule fy F-di onde F(xz,y) =axi+yj ey:te0,n] — (cost,sent)
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N

Resolucao: Vale observar que deveremos ter a integral igual a zero.
De fato,

/ﬁ-dF:/ (costﬂ—sentf)-(—sentz+costf)dt:/ 0dt = 0.
v 0 0

Exercicio 11.3.3 Calcular o trabalho realizado por F ao longo do caminho v, onde ﬁ(x, y) =
(z,y) e(t) = @ ]t]), t € [-1,1].

Resolucao:
Neste caso temos:

-1

W= [Fear= [ Fow) i [ Famn i [ Fawy o

1 0 1
:/ (t, |t|)(1,—1)dt+/ (t,|t|)(1,1)dt:/ 2tdt+/ 2dt = —1+1 = 0.
—1 0 0

-1

Teorema 11.3.1 Seja 7y : [a,b] — R3, dado por ~(t) = (z(t),y(t), z(t)) um caminho su-
ave, h : [c,d] — [a,b] uma mudan¢a de parametros (isto €, h € invertivel) e A = yo h
reparametrizacao de . Entao
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Prova Suponhamos que h'(7) < 0. Neste caso, h(c) = b e h(d) = a. Pela regra da cadeia,
N (1) =+'(h(1))W (7). Fazendo a mudanca t = h(7), obtemos

—

/ Fdr = / F(y(t)) -~/ (t) dt = /dcfw(rm-v’(hm)h'(r)df

—

== [ Pt -t ey ar = [ @) - Ny =~ [ Foar
O caso W' (1) é semelhante.

Observacao 11.3.1 Note que a integral f7 fds independe do sentido de percurso.

De fato, com a notagdo do teorema acima, no caso h'(7) < 0, temos

NI = 1 R ()] = =1y (DR (7)

/fds—/f DI (1) dt = /f WY DI () dr
= [ setemin e dT—/f DX @ldr = [ s

Exercicio 11.3.4 Calcular fv F - dF onde F(x,y) = (z%, 2%y) nos sequintes casos:
(a) v € o segmento de reta que liga (0,0) a (1,1).

(b) v € a pardbola y = 2%, 0 <z < 1.

(c) v € o segmento de reta que liga (1,1) a (0,0).

e, dai,

Resolucao:
(a) Uma parametrizacao da curva é y(t) = (t, ) 0<t<1.

1
Assim, /F dr—/ (t3,¢%) - (1,1)dt :/ 213 dt =
0 0

(b) Uma parametrizagao da curva é y(t) = (¢,t?), 0 < ¢ < 1.
1 1
Assim, /F AP = / (t*, 4 - (1,2t)dt = / (t' + 2t°)dt = R
o 0 0
Observe que os valores das integrais ao longo das duas curvas acima que ligam (0,0) e
(1,1) sao diferentes.
(c) Uma parametrizacao da curva é y(t) = (1 —¢t,1—1¢), 0 <t < 1.
Assim,

l\')

/ﬁ?dmn:/%a-¢f41—w%4—L—nﬁ::

/q—ml_w%u:(l_”41:_1.

2) Calcular a area da regidao R abaixo.
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(1,1,0) (0,2,0)

Resolucao:
Neste caso temos z = f(x,y) = 2> e y(t) = (t,2—1), 0 <t < 1.
V2

1 3
t
Assim, a area da regiao R sera dada por: /f(x,y)ds = / 22 = \/§§|é =3 ua.
¥ 0

11.4 Campos conservativos e integrais de linha

Proposigao 11.4.1 Sejam Q2 C R™ um aberto, f : QO — R de classe C* em Q, v : [a,b] —
R” dada por (t) = (71(t), - ,a(t)), t € [a,b] uma curva suave por partes tal que y(a) = A

—

e v(b) = B. Entao, se F' =V f, temos

/ﬁ~dF: F(B) — f(A).

o

Prova: (i) Se v ¢ suave entao

lﬁ-dF:AVf-dF:lef(y(t))-7’(t)dt.
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Pela regra da cadeia temos

S160) = 2L 0@M© + 5L Wm0 + -+ SL G010 = TF6w) )

Do Teorema Fundamental do Calculo segue que:

[9rdr= [ Sr0®)d = 1) - Fom) = F(B) - £A)

(ii) Se 7y é suave por partes escrevemos 7 = y; U---U~,, onde ; é suave, i = 1,--- ;m e liga
Ai aAH_l,Z':l,"' ,m, coonerAm:B.
Usando (i) em cada +;, obtemos

m

/Vf-dF:Z Vf-dr

Y =1 Y Vi

= f(A1) = f(A) + f(A2) = f(AL) + -+ f(B) = f(An—1) = f(B) — f(A).

Definicao 11.4.1 Se F éum campo vetorial continuo definido em €2, dizemos que a integral
de F independe do caminho se para quaisquer curvas suaves por partes vy,7s : [a,b] — Q

tais que y1(a) = 12(a) € 11(b) = 72(b) tem-se

/ﬁ-d?:/ F - dr.
Y1 Y2

Observagao 11.4.1 A proposicao 11.4.1 afirma que a integral de linha de um campo gra-
diente independe do caminho, isto €, so depende dos pontos extremos.

Definicao 11.4.2 Uma curva 7y : [a,b] — R™ € dita fechada se ~y(a) = v(b). Neste caso a
integral sobre v serd indicada por fy.

Definicao 11.4.3 Se F éum campo vetorial continuo definido em €2, dizemos que a integral
de F ao longo de qualquer curva fechada € zero se va -dr' = 0 para toda curva fechada
suave por partes, v : [a,b] — L.
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@O@

Exemplos de curvas fechadas

Corolério 11.4.1 Se F =V onde f : Q CR"® — R 6 suave ¢ v : la,b] — Q € suave por
partes e fechada entao f7 F-dr=0.

Prova: Como F = Vf e f(B) = f(A), segue da proposigao 11.4.1 que /ﬁ -dr' = 0.

Y

Pr0p051ga0 11.4.2 Seja F um campo continuo definido em Q. A fim de que a integral de
F ao longo de toda curva fechada seja zero € necessdario e suficiente que a integral de F seja
independente do caminho.

Prova: Suponhamos que a integral de F ao longo de qualquer curva fechada seja zero.
Sejam 7y : [a,b] — Q e 7y : [a,b] — Q curvas suaves por partes tais que que v;(a) = y2(a) e
Y1 (b) = v2(b). Defina v : [a, b] — Q por

M2t —a), se a<t
(t) = 0
Y2(a +2b—2t), se

b

+

a

IN
A |

b

+

t<b.

m|

Note que v ¢ fechada e suave por partes. Logo,

) o
0= [ Fedr= [ Faw)-v@d= [ Fow)0a
o7 a a

a+b

" / F(o 1)) /(1) dt = / " Fn(2t—a) - (292t — a)) dt
+ /abb Flyala+2b—20)) - (—294(2a + b— 20)) dt. (11.1)

Usando a mudanga v = 2t — a temos

a+b
2

b
F(mn(2t —a)) - (29}(2t — a)) dt = / Fln(u)) - 7} () du = / Fdr.

a 71
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Usando a mudanca v = a + 2b — 2t temos

—

b b . .
/1 F(VQ(a+2b—2t))-(—275(2a+b—2t))dt=/ F(Vz(v))-vé(v)dvzf P dr.

+b

2

Como 7 ¢ fechada, de 11.1 obtemos

0:/ ﬁ-df—/ F-drF,

Y1 Y2
/ﬁdf:/ﬁ-df.
Y1 Y2

Suponhamos agora que a integral de F seja independente do caminho. Seja 7 : [a, b] — Q
uma curva fechada suave por partes e defina \ : [a,b] — Q por A(t) = v(a+b—t). Note que
como 7 é fechada, temos v(a) = 7(b) = A(a) = A(b). Como a integral independe do caminho,

/ﬁ-dfz/ﬁ-df.
0l A

Agora, usando t = a + b — u, obtemos

isto é,

/ﬁ-dfz/ ﬁ(w(t))-y’(t)dt:—/baﬁ(v(aan—u))-7’(a—|—b—u)du

:/baﬁ()\(u))~/\’(u)du:—/abﬁ()\(u))-A’(u)du:—/Aﬁ~dF:—Lﬁ~dF.

Portanto, f7 F.di=0.

Exemplo 11.4.1 Calcular /xdx +ydy em cada um dos itens abaizo:

.
(i) v € o segmento de reta que liga (0,0) a (1,1).

(ii) v é a pardbola y = 2%, 0 <z < 1.
(111) v € a curva indicada abaizo.
(iv) v € a circunferéncia (cost,sent), 0 <t < 2.

y

L (1,1)

(0,0) (1,0) x



11.4. CAMPOS CONSERVATIVOS E INTEGRAIS DE LINHA 121

Resolucgao: Temos que

/xdaz+ydy:/ xdm+ydy+/ rdr +ydy,

Y 71 2

onde
7(t) =(t0), R@)=(11, 0<t<L

1 1
/xdx+/ydy:/(t-1+0~0)dt—l—/(1-O+t-1)dt:1.
vy v 0 0

Por outro lado, é facil verificar que

Assim,

fley) = 3 +9?)

é tal que Vf(x,y) = (z,y). Logo

/xd:c—l—/ydy:/VfwlF.
v v vy

Da proposigao 11.4.1 segue que (i), (ii) e (i3) sao iguais a f(1,1) — f(0,0) = 1. Quanto
a (iv) o resultado é 0 pois a curva é fechada.
Nem todas as integrais de linha tém esta propriedade, como por exemplo:

2 13
[ -ar=3 e [ @um)ar=

onde v e 7' sdo os segmentos de reta e de parabola abaixo, respectivamente.

(1, 1)

Definicao 11.4.4 Diremos que Q CR™ é conexo (por caminhos) se quaisquer dois pontos
de Q0 podem ser ligados por um caminho suave, inteiramente contido em §2. Diremos que
Q C R"™ € uma regiao se for aberto e conexo.

Exemplo 11.4.2 Nos casos abaizo, 1) é uma regiao (pois € aberto e conexo) e 2) ndio é
regido (pois ndo € conexo).

1) Q={(x,y) e R*: 2? + y* < 1}.

2) Q={(z,y) e R*: 2? +y* <1 ou a? + y* > 2}.
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1

Q=0Q,U,

Qo

’ (2 nao conexo ‘

Teorema 11.4.1 Sejam 2 C R™ uma regiao e F:QcCcR'— R" um campo vetorial
continuo. Se a integral de F independe do caminho, entdo firado A € Q, a funcdao dada por

f(X):Lﬁ-dF

onde v € uma curva suave por partes cuja imagem estd contida em ) e liga A a X € Q, €
de classe C' e satisfaz Vf =F em €.

Prova: Como a integral independe do caminho, usaremos a notacao

Para simplificar vamos fazer a prova para n = 2.
Precisamos mostrar que Vf(x,y) = F(z,y). Colocando F' = Fji + Fyj, precisamos
mostrar que

(5. 5 ) = (File), R

Escolhemos curva suave por partes ligando A a X = (x,y) contida em ) (que existe
pois ) é conexo) e a estendemos até o ponto (x + t,y) através de um segmento horizontal
(podemos fazer isto pois 2 é aberto).
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Assim temos

(z+ty) . (xy)
f(l’+t,y)—f(l’7y)=/ F-df—/A

A

B>
i~
=
Il
0
+
~~
&
&S
Q.
=l

t t
:/ ﬁ(x+¢,y)-(1,0)d7:/ Fy(x + 7, y)dr.
0 0

of o fletty) = flmy) 1!
%(x,y)—th_ﬂ}o ; —}L{%;/O Fi(z + 7, y)dr

d t
= E(/ Fi(x + 7,9)d7)|i=0 = Fi(z,y),
0

onde usamos nas identidades acima a definicao de derivada de fungao de uma variavel e o
Teorema Fundamental do Calculo.
Analogamente,

g_.;;(xvy) = F2('r7y>

Portanto,

—

Vf(xay) = (Fl(xvy)’F2(xay)) = F(I‘,y)

Definicao 11.4.5 Um campo vetorial gradiente também é chamado de campo conservativo.
Se F =V f a fung¢ao f é chamada de um potencial de F'.

Observacao 11.4.2 Segue das proposicoes 11.4.1, 11.4.2 e do teorema acima que se §) é
uma regiao e F' ¢ um campo continuo definido em §2, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Fé¢ conservativo;
2. a integral de F independe do caminho;
3. a integral de F ao longo de qualquer curva fechada € zero.

A motivagao para chamarmos um campo gradiente por conservativo pode ser explicada
pelo que segue. Suponhamos que uma particula de massa m percorra um caminho = :
[a,b] — Q C R™ suave por partes, sob agao da forga resultante F.
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Usaremos a aqui a notacao 7(t) = y(t) para descrever a posi¢ao da particula no instante
t. Temos

W (trabalho) — / " Fot) - 7).

Da segunda Lei de Newton temos:

Mas
nl —/ =11 —/ d 1 =/ —/
E(y(t)) - 7(t) = mr(2) -7 (t) = - [5mr(t) - 7(8)] =
d.1 d.1
E[gmH"“l(f)Hﬂ = E[?mﬂ(t)],
onde v(t) = ||F'(t)|| é a velocidade escalar da particula. Portanto,
bd.1 1, 1,
W= / SOt = S?(0) ~ 2%(a) = K(b) ~ K(a),
onde
1
K(t) = S (t)

¢ a energia cinética da particula no instante ¢. Portanto,

trabalho = variagao da energia cinética.

Suponhamos agora que F=vV f, isto é, que F seja conservativo. Da proposicao 11.4.1
segue que W = f(B) — f(A). Comparando com a férmula acima temos que: f(B)— f(A) =
K(b) — K(a), ou seja, K(b) — f(B) = K(a) — f(A).

A quantidade U(P) = — f(P) serd chamada de energia potencial da particula na posigao
P.

Assim,

K(a)+U(A) = K(b) + U(B),

ou seja, a soma da energia potencial com a energia cinética permanece constante, isto é, se
conserva.

k >
x2+y2+z2<m+
yj + zk) ao longo da curva v : [0,27] — R3, dada por y(t) = (cost,sent, t).

Exemplo 11.4.3 Encontrar o trabalho realizado pelo campo ﬁ(x,y, z) =
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N

-

Resolucao: Poderiamos resolver usando a defini¢ao, porém usaremos a proposicao anterior.
Para isto procuremos f = f(z,y, z) tal que

of _ Kz
1' %("'B? y7 Z) - x2+y2+z2

of — __Ky
2. 8—y(£€,y, Z) = 21y2122

of _ K=z
3. $($7y, Z) T 2242422

Integrando (1) em relacdo a = obtemos

flae) = [ s dot 0ln,2) = 5 e 447+ 2) + 000 2).

z? +y? + 22
Portanto,
of Ky ¢ ) Ky d¢
o (@,9,2) = — 2 oy (y.2) = T o (y,2) Py, z) = ¢(2),

isto é ¢ nao depende de y. Calculando,

af B Kz d9, . 3
az(x,y,z) a4y 4 22 * 8z(z> N

Kz o¢

m = ad)(z) =0= 9¢(2) =C,

isto é, ¢ também nao depende de z,y, z.
Se tomarmos ¢ = 0 termos f(z,y,2) = & In(z? 4+ y* + 2?), portanto,

, K
W:/F-dF:f(l,O,Zﬂ) — f(1,0,0) = 31n(1+47r2).
Y

O teorema a seguir fornece uma condicao simples que é necessaria e suficiente para decidir
se um campo é conservativo em um retangulo de R2.
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(a:,y);+ B(az,y)j’, onde A e B sdao de classe C' num

Teorema 11.4.2 Seja F(x,y) =
retingulo R = la,b] X [¢,d]. Entao F é conservativo em R se e somente se

oA _ o5
oy Oz

em  R. (11.2)

Prova: Se Vf = F entdao A = 5

%_ 82]” (Teor.Schwarz) 32f _(9_3
dy  Oydz N oxdy  Ox’

af _ of
—eB= B Logo,

Reciprocamente, suponhamos que 11.2 seja verificada. Fixemos (zg,y0) € R. Seja f

definida em R por f(z,y) = F. dr, onde v ¢ a curva indicada na figura abaixo.

2!
R
+(T,9)
8 A 2
71
(Zos Yo) (x, o)
Consideremos as parametrizagoes 7, : [zg,2] — R dada por v (t) = (t,y0) € 72 :
[Y0,y] — R dada por y»(t) = (x,t). Com isto, temos:
@ y
flz,y) = / A(t,yo) dt +/ B(z,t) dt.
o Yo
Como 5
a_.?];(x, y) (Teo. Fu;d. Calc.) B(QJ, y)
‘ of Y OB
(Teo. Fund.+ Der. sob Sinal de Int.)
ZJ = A —(x,t) dt
ax(x’ ) (zaxo)—{_/y‘o Or (xa )

Y 8A Teor. Fund. Calc.
(Teor P €U 4 (@, yo) + Al ) — Az, y0) = Az, y).

(hipdStese)
) M)+ [ G (@)
Yo ay

—

Portanto, V f(z,y) = F(z,y).
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Observacao 11.4.3 O teorema acima continua vdlido se ao invés do retangulo R consi-
derarmos um dominio 0 simplesmente conexo, isto €, ) nao apresenta “buracos”. Mais,
precisamente, um dominio 0 C R™ € simplesmente conexo se toda curva fechada contida em
Q puder ser deformada continuamente dentro de €2 até um ponto.

o disco B é simplesmente conexo‘ ’o anel A nao é simplesmente conexo

Exercicio 11.4.1 Consideremos o campo definido em D =R?\ {(0,0)} dado por

F(z,y) = - j = Alz,y)i + B(z,y)J.
(z,y) g T E (z,y)i+ B(z,y))

: A _ 0B.
1. Verifique que By = oa

2. Mostre que F' nao é conservativo em D
3. Mostre que F' é conservativo em qualquer retangulo que nao contenha a origem;

4. Encontre uma fungdo potencial para F na regigo Q = R2\ {(z,y) € R%z > 0,y = 0}.

1. Basta ver que

B y 0A oy =a?
A(IL’,y) - 72 +y2 = ay (Imy) - (ZL’Q +y2)2

© Ble,y) = x N aB< )= y? — a?
LY —x2—|—y2 or LY = (x2+y2)2'

2. Se F fosse conservativo em D, a sua integral sobre qualquer curva fechada contida
em D seria zero. Porém, isto nao ocorre, pois basta tomar y(¢) = (cost,sent), 0 <t < 2w e

calculando )
/F-dF:/ dt = 2w #0.
¥ 0
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3. Se R é um retangulo que nao contém a origem, entao R C D. Pelo item 1. deste
exercicio e pelo teorema 11.4.2 segue-se que F é conservativo em R.

4. F ¢ conservativo em (2 pois trata-se de um dominio simplesmente conexo (veja a
observacao 11.4.3) e 11.2 ja foi verificada em 1.

Dado (z,y) € €2, considere 7 a poligonal abaixo que liga (—1,0) € Q a (z,y).

y

Y

(_1’ O)

Seja f : 2 — R dada por

y z v 1 v Y
f(z,y) L dx+ B dy /0 (—1,¢) dt+/_1 (t,y)dt /0 e dt+/_1 i dt

Ty
= —arctgy — ——dt
&Y /_1 y? + t2

onde
x 0, se y=20 e <0
- Y gt = v
T 2 — arctg 5 = —arctg 5 — arctg i, caso contrario.
~1

Assim,

0, se y=20 e x <0
f(l’, y) = 1 2 , .
—arctgy — arctg v arctg v caso contrario.
Note que

d< ; ¢ 1) 1 1 < 1)
—(—arc —arctg =) = — — -
dy &Y gy 1492 1+yi2 y?

1 1

T T Y7

Deste modo a funcao — arctg y — arctg %} é igual a —m /2 para todo y > 0 (basta tomar y = 1)
e igual a 7/2 para todo y < 0. Por qué?
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Assim, uma funcao potencial de F em Q é dada por

-5 — arctg%, se y>0
flz,y) =40, se y=0 e <0
5 - arctgg, se y <0

Note que se x > 0 entao

I = I =T
Jim fle,y)=-m e lm flz,y)=n

Um resultado andlogo ao teorema 11.4.2 também é vélido para o R3. Temos

Teorema 11.4.3 Seja F = Ai+ Bj + Ck, onde A,B,C € C' em R = la,b] % [c,d] X [e, f].
Entao F € conservativo em R se e somente se

A 9B DA oC 0B OC

8_y_8_1‘7 5_8_1‘ € g—a—y em R

Observagao 11.4.4 A prova € parecida com a do teorema 11.4.2 sendo que a fung¢do po-
tencial do campo € obtida integrando F sobre uma poligonal (contida em R) como abaizo.

(2,9, 2)

(%0, Yo, 2o)

Y

Observacao 11.4.5 O teorema acima continua valido se ao invés do paralelepipedo R con-
siderarmos um dominio £ simplesmente conexo como na observacao 11.4.3. Note que no
R3 um dominio simplesmente conexo pode ter “buracos”, como é o caso de uma bola da
qual foi retirado o centro. Jda uma bola da qual foi retirado um diametro nao € um dominio
simplesmente conezo.

Exemplo 11.4.4 Se F(z,y,2) = 4% + (2zy + €%7)] + 3ye3*k, ache uma funcio f tal que
Vf=F.
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Resolucao: Se existir uma tal f devemos ter satisfazer:
0
1 8 (x,y,2) = o

2. (ZL‘ y,z) = 2zy + €3
3. 3 O (2,y,z) = 3ye>*
Integrando (1) com respeito a x obtemos:

flay,z) =oy’ + oy, z)  (4).

Assim 2L (:1: Yy, 2) = 2zy + ¢,(y, z). Comparando (4) com (2) temos ¢,(y, z) = €3*. Portanto,
B(y, ) = ye?’z + h(z). Logo (4) pode ser escrita como f(z,y, z) = xy? + ye** + h(z).
Derivando esta equagdo com respeito a z e comparando com (3) obtemos h/(z)

= 0.
Assim, h(z) = constante = k. E f4cil ver que f(x,y, 2) = wy? + ye3* + k satisfaz Vf = F.

Exercicio 11.4.2 Refaca o exercicio anterior calculando f(x,y,z) = fvﬁ -dr, onde y € o
segmento dado por v(t) = (zt,yt, zt), 0 <t < 1.

Exercicio 11.4.3 Consideremos v : [0, 5] — R* dada por v(t) = (cost,sent), 0 <t < m/2
e ﬁ(m,y) = % + (2zy — ey)j’, (z,y) € R2. Calcular f7 F - dr.

Resolugao: Primeiro modo:
Pela definicao

. /2
/F -dr = / (sen®t,2costsent — ') - (—sent,cost) dt =
o 0

em qualquer retangulo entao F ¢ conservativo.
Procuremos f tal que Vf = F| isto é,

L Z(x,y) = o
2. g—;(:z:,y) = 2xy — &Y

Integrando (1) com relagio a x obtemos f(z,y) = xy? + ¢(y).
Por outro lado

0
f(:ﬂ y) =22y + &' (y) 2 20y — e,
Ay
portanto ¢'(y) = —e¥ e logo ¢(y) = —e¥ + ¢, assim f(z,y) = xy®> — e¥ + c. Verifica-se

imediatamente que Vf = F.
Calculando, [ F'-di'= f(0,1) = f(1,0) =1 —e.

Observemos que f pode ser obtida como no teorema 11.4.2, isto é, integrando F sobre o
caminho abaixo.
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(z,9)

T Y T Y
f(:c,y):/ A(t,O)dt—l—/ B(x,t)dt:/ Odt—i—/ (2zt — €') dt
0 0 0 0
= (at? — ¢)[;Zf = ay® — ¢’ + L.

Terceiro modo: Sabemos que F édo tipo gradiente em R2. Logo a integral acima independe
da curva que liga os pontos (1,0) e (0, 1). Assim, vamos calcular a integral sobre o segmento de
reta que liga (1,0) a (0,1). Uma parametrizagao é 7 : [0, 1] — R? dada por v(t) = (1 —t,t),
0<t<1. Assim

1
/ﬁ.df:/ﬁ.df:/ (12,261 — 1) — ') - (—1,1) dt
gl ¥ 0

1
:/ (=t +2t(1—t)—e)dt=---=1—e.
0

Exercicio 11.4.4 Seja F um campo dado por ﬁ(w, Y, z) = mf(x,y, z), onde (x,y, z) =

i + yj'—i— 2k e C € uma constante. Sejam Py e Py pontos cujas distancias a origem sao dy e
ds, respectivamente.

Expresse o trabalho realizado por F ao longo de uma curva suave por partes ligando Py e
P, em termos de d; e ds.

Resolucgao

P,
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c

TR Assim,

Observemos que ﬁ(:v,y, z) =V f(x,y,z) onde f(z,y,2) = —

C C  Cld—dy)

W=HP) = f(R) ==+ =—4 o



Capitulo 12

Teorema de Green

12.1 Introducao

Definicao 12.1.1 Uma regido B C IR?* € dita uma regido simples se toda reta paralela a
um dos eixos coordenados corta a fronteira de B em um segmento ou, no mdximo, em dois
pontos.

Regiao simples ’Regiéo nao simples‘

A

Ry
1Y

)

’Reuniéo de duas regioes simples‘

Teorema 12.1.1 (Green) Seja D um regigo plana limitada dada por reuniao finita de
regoes simples, cada uwma com fronteira constituida de uma curva suave por partes. Se A
e B sao funcoes de classe C* num aberto contendo D e a fronteira de D, denotada por -,
entao

133
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Entao

A Ale.y)ds+ Blapay = [[ (g—fmy) - %@:,y)) drdy.

onde 7y é percorrida deixando D sempre a esquerda (neste caso diremos que vy estd orientada
positivamente). De modo abreviado escreveremos:

/Ad:L'—i—de:// (8—3—%) dzdy.
. p\odx 0Oy
Prova:

1.° caso: Suponhamos que a regiao D seja simples. Faremos a prova apenas no caso em
que a fronteira de D pode ser descrita por um segmento e o grafico de uma fung¢ao com um
maximo, como na figura abaixo.

y="b ‘ /»y:g(x)

x = hy(y)

Neste caso temos:

OB b rh2(y) HB
—(z,y dxdy:/ / —(x,y) dxdy
//D Oz (&) a Jhi(y) O (©9)
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b

a/mmwmw+[%mmmmwszmwm

gl
onde na ultima igualdade verificamos que a parte da integral em ~ sobre o segmento de reta
horizontal nao contribui com nada na integral.

// (2,1 da:dy—/ / a_A (z,9) dyd:z:—/d[A(x o(2)) — Az, a)] dz
=~ [(a@gtepar— [ aw.a - [Atwas
Desta forma,

//D <€;_f(:c,y) - %(w,y)) dedy = /WA(;L’,y) dq;+/73(x7y) dy.

2.? caso: D ¢é uma reuniao finita de regioes simples.

Dividamos a regiao D em sub-regioes, D;, 1 = 1,--- ,n, onde cada uma destas sao simples
(ver figura abaixo). Denotemos por 7;, i = 1,--- ,n a fronteira de D; orientada como na
figura abaixo.

|
V4

Podem existir partes das curvas 7; que nao fazem parte de v e que serao percorridas duas
vezes, uma vez em cada sentido.
Aplicando o 1.° caso em cada uma dessas sub-regioes obtemos:

/Ad:p+de:// (8_3_8_A> dedy,i=1,---,n

V3
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Somando-se de ¢ = 1 a n obtemos:

/Aderde_Z/Aderde

S (55 (-5

Observacao 12.1.1 No caso de dimensdo 1, o teorema de Green pode ser visto como o
Teorema Fundamental do Cdlculo, pois estamos relacionando o valor da integral de uma
funcao em um intervalo fechado, sabendo o valor da de sua derivada na fronteira, que no
caso € formada por dois pontos.

12.2 Aplicacao

Area de uma regiao plana
Tomando-se A(z,y) = 0 e B(z,y) = x temos pelo teorema de Green que a drea da regiao D

sera dada por
:// d:cdy:/xdy,
D Y

onde v é percorrida no sentido positivo.
De outro modo, tomando-se A(x,y) = —y e B(z,y) = 0 temos que

://da:dy:—/yda:.
D v

Ou ainda, somando-se as duas igualdades acima, temos que
1
A(D) = —/xdy —ydx.
2 Jy

Exercicio 12.2.1 Calcule a drea da regigo delimitada pela cicloide dada por v1(t) = (t —
sent,1 —cost) 0 <t <2m e~y =(t0),0<t<2m.

Resolugao:

T~

2T v
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Note que, percorrendo a fronteira da regido acima no sentido horario (negativo), temos

2
A:—j{xdy:—{/ xdy—/:cdy} :—/xdy:—/ (t —sent)sentdt
v M V2 gé! 0

2 2m 2m 2w
1-— 2t
= / [t sent—sen’ t] dt = / % dt—/ tsentdt = m—[— tcos t|§7r—f-/ costdt] = 3.
0 0 0 0

Exercicio 12.2.2 Use o Teorema de Green para calcular §. (1410zy+y?) dv-+(6zy+527) dy,
onde vy € o quadrado de vértices (0,0), (a,0),(0,a), (a,a),a > 0.

A

(0,a) =—— (a,a)

(07 O) (a, O)

Resolugao: Observemos que neste caso A(z,y) = 1+ 10zy + y?, B(x,y) = 6zy + 522 e
D a regiao delimitada pelo quadrado satisfazem as condigoes do Teorema de Green, onde a
fronteira de D, 7, esta orientada no sentido positivo. Aplicando-o obtemos:

]{(1+10xy+y)dx+(6xy+5x dy—/ a—B—%dey—
Y

/7f§ﬂmW+5$) ;;1+1Mw+ym¢wy=/%jmy+m@—wum+2mum@

:// 4ydxdy:/ / dydrdy = 2a°.
D o Jo

2 2
+4

Exercicio 12.2.3 Calcular a drea limitada pela elipse — 2
a

~ : . , - 1
Resolugao: Vimos acima que a area, A, da regiao pode ser dada por: A = 3 7{95 dy —ydz,
Y

onde 7y é a elipse percorrida no sentido positivo (isto é, anti-horario). Uma parametrizacao
de v pode ser dada por t € [0,27] — (acos(t), bsen(t)). Assim,

1 1 2w 1 2
A:—%xdy—ydx:—/ (acostbcost+bsentasent)dt:—/ abdt = mwab.
2 J, 2 J, 2 J,

Exercicio 12.2.4 Seja D = {(z,y) € IR?* : 22 + 32 < 1}, A(x,y) = A(r), B(x,y) = B(r)
funcoes de classe C que dependem somente da distancia a origem. Mostre que

[ (5 %) war=o
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Resolugao: Neste caso temos que v = {(x,y) € IR : 22 4 4% = 1} é a circunferéncia de
centro na origem e raio 1.
Podemos aplicar o Teorema de Green para obter:

//D (?)_f B %) drdy = /WA(l)da: + B(1)dy

(observe que A e B sao constantes sobre a circunferéncia 7).
_Por outro lado se considerarmos A(z,y) = A(1) e B(x,y) = B(1), (z,y) € D (isto é, A
e B s@o constantes em D) e aplicando o Teorema de Green a estas duas fungoes obteremos:

AA(I) do + B(1) dy — //D (2—5 - ‘g—‘j) dady — 0.
OB

Exercicio 12.2.5 Consideremos F(x,y) = A(z,y)i+ B(z,y)j, onde A, B € C* com e
x

— —

0A
— na regiago S dada abairo. Prove que/ F- dF:/ F-dr.
Ay 7 72

Y2

Resolucao:
Pelo Teorema de Green temos que:

/ﬁ-df—/ ﬁ-dF:// (8—3—%) drdy = 0,
Y2 71 S Ox 8y

o5 _ o
or Oy

pois, por hipdtese,

em S. Portanto
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y - x -
- 0,0
x2—|—y2z+ m2—|—y2]’ para (x,y) # (0,0) e

v:t€0,2r] — (2cost,3sent). Calcular /ﬁ - dr.
v

Exercicio 12.2.6 Consideremos F(z,y) =

Resolucao:
Diretamente temos que:

21
n —3sent 9 cos t
F.dr = (o s o
/w ' /o <40082t+9sen2t’4COS2t—|—9sen2t) (—2sent, 3 cost)

_/2’T 6sen?t + 6 cos®t dt_/27r 6 it
~Jo \4cos?t+9sen?t ~Jo 4cos?t+ 9sen?t
que é uma integral razoavelmente dificil de calcularmos.
Observemos também que nao podemos aplicar o Teorema de Green a regiao determinada
por v pois as fungoes nao satisfazem as condi¢oes do teorema (a origem (0,0) é um ponto

onde as fungoes coordenadas de F' ndo sdo nem continuas).
Para contornar este problema, observemos primeiramente que se

Y T
Alz,y) = Tz © B(z,y) = 212
entao
o8 _ o4
oxr Oy

na regiao D abaixo que é externa ao disco unitario e interna a elipse.

71 |
NI
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Podemos aplicar o exemplo anterior, que nos diz que

/ﬁ-df:/ F.dr
gl gl

2T 27
sen(t) cost /
= — , - (—sent,cost)dt = dt = 2.
/0 ( cos?t +sen?t’ cos?t + sen? t) ( ) 0




Capitulo 13

Integrais de Superficie

13.1 Superficies

Definicao 13.1.1 Uma superficie parametrizada é uma transformacio o : A C R? — R? de
classe C*.

Observacao 13.1.1 A imagem de uma superficie parametrizada, S = o(A), é chamada de
superficie. Neste caso, diz-se que transformacdo acima € uma parametrizacao da superficie.

Observacao 13.1.2 Geralmente usaremos a notacao
o(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v)€ A.
Exemplo 13.1.1 A esfera de raio R centrada na origem,
S ={(z,y,2);2> +y* + 2* = R*}
€ uma superficie.
Note que, a transformacao proveniente das coordenadas esféricas, dada por
o(p,0) = (Rcosfseny, Rsenfseng, Rcosp), 60,0 €R,
¢ uma para parametrizacao de S.
Exemplo 13.1.2 Se f: A C R? = R é uma funcao de classe C* entdo o seu grdfico,
G ={(z,y, f(z,9)); (x,y) € A},
€ uma superficie.

Basta notar que
o(u,v) = (v, f(w,0)),  (u,v) € A

é uma parametrizagao de G.

141
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Exemplo 13.1.3 O cilindro C dado por x? + y*> = R? é uma superficie parametrizada por
o(u,v) = (Rcosu, Rsenu,v), onde u,v € R.

Note que se S é uma superficie e 0 uma parametrizacao sua, entao os vetores

£
4

~
@

sdo tangentes a S no ponto o(u,v). Para verificar este fato, basta notar que, fixado v, a
fungao u — o(u, v) representa uma curva sobre S que passa por o(u,v) e tem vetor tangente

dado por g—‘;(u, v). De maneira andloga se verifica que g—g(u, v) tem propriedade semelhante.
Se 22 (u,v) e 92(u,v) sdo linearmente independentes entdo o produto vetorial
oo oo
—(u,v) N —(u,v
5y, (U V) A o (u, v)

¢ diferente de zero e normal a S em o(u,v).
Convém lembrarmos que se colocarmos

o(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v))

entao o produto vetorial entre g—z e ‘3—‘5 ¢é dado pelo determinante simbdlico

= do 0o ¢ J Ny, z)- O(z,x)- O(x,y) -

N = AN—=det |2 % 2| _ D", g Lk

(v, ) o0 o0 T Qu Ggu  gu 8(u,v)l - 6(U,U)] * I(u,v)
v v v

onde

e assim por diante.

Definigao 13.1.2 Dizemos que uma superficie parametrizada o : A — R3 € reqular se

g—g(u,v) e g—‘;(u, v) sao linearmente independentes para todo (u,v) € A.

Exemplo 13.1.4 Com relag¢io ao grdfico de f (veja exemplo 13.1.2) obtemos

ik )
N=det|1 0 g—f —?i—g—f
0 1 8_75 U v

Note que neste caso temos N #+ 0e

- of 2 of 2
=y (3 ().
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13.2 Integral de Superficie

Seja S uma superficie parametrizada por o : A — R®. Suponha que sobre S esteja definida
uma funcao continua f. Lembre que S C R? e, portanto, f é uma funcao de trés varidveis.
Queremos definir de um modo razoavel a integral de f sobre S.

Tomemos um retangulo R;; sobre a regiao A de lados A;u e Ajv e com um vértice
(ui,v;), como mostra a figura. Seja P, = o(u;,v;). A imagem o(R) deste retangulo sobre S
pela parametrizacao o tem area aproximadamente igual a drea do paralelogramo contido no
plano tangente a .S que passa por P, cujos lados sao congruentes aos vetores g—g(ui, vj)Aju e

g—g(ui,vj)Ajv.

Assim area de o(R;;) é aproximadamente

do Jo do do -
H%(ui,vj)Aiu A %(uz, V) A = H%(ui,vj) A %(ui,vj) Ajuljv = ||N(u,v)||Ajuldv.

\ — |

Ui u; + Aju
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Desta forma, se escolhermos (u},v:) € R;; podemos formar a soma de Riemann

17 7]
Jo Jo
;f(a(uéa U;)) ’ %(ui,vj) A %(uz, Uj) AZ'UA]'U
a qual converge a
Jdo do
//A f(o(u,v)) %(ui,vj) A %(ui,vj) dudv,

desde que f continua e limitada em S = o(A) e a fronteira de A seja uma reuniao finita de
conjuntos suaves.

Definigao 13.2.1 Seja A C R? um conjunto cuja fronteira é uma reunido finita de conjuntos
suaves. Seja S uma superficie dada pela parametrizacio o : A — R3. Se f é uma funcao
continua e limitada em S definimos a integral de superficie de f em S por

rds = [ fotw o) |2 o) 1 L (i)
//s //A H@u ov

Observagao 13.2.1 Se f =1 em S entao

// dS = drea de S.
s

Observacao 13.2.2 Se f representa algum tipo de densidade superficial de S de alguma
grandeza escalar (p. ex., densidade de massa ou de carga) entdo

//sde

representa a quantidade total desta grandeza sobre sobre S.

duduv.

Observagao 13.2.3 Se S € o grdfico de uma funcio g : A C R? — R de classe C* (veja
exemplo 13.1.2) entdo

//Sde = //A f(u,v,g(u,v))\/l + <%(u,v))2 + (%(u,v))zdudu

13.3 Exemplos

Exemplo 13.3.1 Encontre a drea de uma esfera de raio R.

Resolucao:
Sabemos que

o(p,0) = (Rcosfsen, Rsenfsenp, Rcosp), (p,0) € A=[0,x] x [0, 27]
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¢ uma para parametrizacao de S. Temos

0
6—2(0, ) = (—Rsenfsen g, Rcosfsenyp,0)
e
do
%(9, ) = (Rcos @ cos g, Rsen cos o, —Rsen )
do  Jdo ‘ J k
%/\a—(é,go):det —Rsenfsenyp Rcosfsenp 0
14 Rcosflcosp Rsenflcospy —Rsengp
= —R? cos@sen%oz_"— R? Senﬁsen2<pj'— R? sengpcosgolg
do 0 ?
e —0(9, ©)|| = R*(cos? @sen ¢ + sen® @sen o + sen? ¢ cos® p)
a0 Oy
= R*(sen” ¢ + sen? p cos® p) = R*sen? p(sen? ¢ + cos? ) = R*sen? .
Logo,
do 0o
— A —(0 = R®
‘89 a@( ,sO)H sen
e

2m T
= // ds = / / R*sen pdpdf = 2w R* (— cos )| = 4mR>.
s o Jo

Exemplo 13.3.2 Mostre que a parametrizacao da esfera centrada na origem e de raio um,
o:R=1[0,27] x [-1,1] — R3, dada por

o(u,v) = (V1 —v2cosu, V1 —v?senu,v)

preserva dreas, isto €, se K C R é um conjunto cuja fronteira é uma reuniao finita de
conguntos suaves entdo a drea de K € igual a drea de o(K).

Resolugao: Lembre-se que a parametrizacao acima ja foi estudada no capitulo de transfor-

macoes.
Temos . . .
do 0o K
A —(u,v) = det \/1—v2senu \/1—1}2COSU 0
8“ ov _vcosu vsen u 1
V1—v2 \/ﬁ
=V1—v2cosui+V1—visenuj + vk
0o A 8a(u v) 2 (1 —v?)cos®u+ (1 —v?)sen*u +v* =1
: =(1- —v¥)sen“u+v° = 1.
ou' ov
Assim,

80 80
u,v)

// s =

dudv = //K dudv = A(K).
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Exemplo 13.3.3 Encontre a drea da regidao do plano z = —y+1 que esta dentro do cilindro
2 4+y*=1.

Resolugao:

Neste caso z = f(z,y) = —y + 1, A= {(z,y) € IR* : 22 + > < 1}.
Observemos que %(m, y)=0ce 6—f(x, y) = —1, logo a area da regiao S sera:

1= [[ (L) + (Z) +rua

://A\/l-l-—ldxdy:ﬁ//Adl‘dy:\/EWa

ja que a ultima integral dupla nos da a area do circulo de raio 1.

Exemplo 13.3.4 Calcular a drea do paraboloide hiperbolico z = xy que fica dentro do ci-
lindro x* + y* = 1.
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Resolugao: Temos f(z,y) = zy e A = {(z,y) : 2> +y' < 1}. E dai, (:U y) =y e

L,y =,

Usando coordenadas polares, obtemos

2
//\/ 8_3/) +1dxdy:/ VY2 + 2?2+ ldedy
A
2m
:/ /\/7“2+17“d7"d9:{fa(;au:r2—|—1-~-}:2%[2\/5—1]-
o Jo

Exemplo 13.3.5 Encontrar a drea da parte do cilindro z = y? que fica sobre o triangulo de
vértices (0,0), (0,1) e (1,1).

Resolugao: Neste caso temos que z = f(z,y) = y* e A = triangulo com vértices nos pontos
acima,. Logo, sabemos que a drea, A(S), da superficie sera dada por:

2 1 Y
//\/ —> +1dxdy(2/ / Va2 + Ldz dy
Oy 0o Jo

/\/4y+ ydy = { faca u = 4y* + 1- }— (5\/3—1)

(x)Vale observar que se a integral acima for calculada na outra ordem ela ficarda bem dificil.

Exemplo 13.3.6 Calcular a massa de uma lamina que tem a forma do cone z* = 22 + y?
entre 0s planos z =1 e z = 4, se a densidade superficial é proporcional a distancia ao eixo
dos z.

Resolucao:
A fungao densidade é p: S — R dada por p(x,y, z) = ky/2? + y? e onde

S={(z,y, Va2 +y?);(z,y) € A} e (v,y) e A={(zr,y) e R*:1 <2 +y* <4}
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T af

Observemos que %(az, y) = N e 5, (@, y) = —~=
a?ty

I2+y2

M(S)://Spdszk:/Ap(x,y,\/m)\/<g—£)Z+(g—g)Qdedy

27 4
- WE// Va2 + 2 dedy = k\/ﬁ/ / 2 drdf = 42km/2.
A 0 1

. Assim, a massa de S é dada por




Capitulo 14

Fluxo

14.1 Definicao e Exemplos

Considere uma superficie parametrizada regular dada por o : A — R3. Definimos os versores

) = S0 A 0)
152 (. v) A G2 (u,0)

Como ja vimos, 711 e 7i; sao normais a S = o(A) em o(u,v). Se F' é um campo vetorial
continuo, definido sobre S e 7 é igual a 7; ou 7y, definimos o fluxo (normal) de F através
de S na direcao m por

Note que se 17 = 17 entao

. 99 (u,v) A 22 (u,v) || 0o do
d=¢, = [[ F P o — —
1 //A (0(“,7})) ’ gz (u,’l}) A gg (’U/7’U)|| ’ au (U,U) N av (U,U) dUdU

://Aﬁ(a(u,v))- (%(U,U)A%(u,vo dudv

e se a escolha fosse 77 = 15, teriamos & = — ;.

Exemplo 14.1.1 Considere um fluido que escoa com velocidade constante igual a ¢. Encon-
tre o fluzo deste campo através de uma placa plana de drea A com relagao a normal 1 da
placa que faz com ¢ um angulo de no mdximo 90°.

149
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Temos

Observe que se ¢ é medida em metros por segundo e a & area de S em metros quadrados,
vemos que a dimensao de ® é metros ciibicos por segundo. Ou seja, ¢ mede a vazao, isto é, o
volume de liquido que atravessa S por unidade de tempo. Observe ainda que ¢ 7 é zero se ¢
e 1 sao ortogonais e, neste caso, a posi¢ao da placa ¢é paralela ao campo. No outro extremo,
® é maximo quando a placa esta posicionada perpendicularmente ao campo e, neste caso,
@ = |ld|A.

Sejam o; : A; — R3 j = 1,---  m sao superficies parametrizadas regulares. Suponha
que A; seja um compacto cuja fronteira ¢ uma reuniao finita de conjuntos suaves e que
o;(intA;)No;(intA;) = 0, onde int A representa o interior do conjunto A. Coloque S; = 0;(A;)
eS=S5U---US,. Se n; é uma escolha de vetores normais a Sj, e F é um campo continuo
definido sobre S, definimos o fluxo de F' através de S (de acordo com as normais escolhidas)

por
//ﬁ-ﬁdsz// ﬁ-mds+---+// F.n’,dS
S S1 n

Observacgao 14.1.1 Note que se S é uma superficie fechada F representa velocidade de um
fluido que escoa através de S, o sinal do fluxo de F através da normal exterior de S nos
diz se hd mais fluido saindo de S, no caso de sinal positivo, ou entrando na regiao limitada
delimitada por S, no caso de sinal negativo. Quando o fluxo € zero, hd uma iqualdade entre
a quantidade de fluido que entra e entre a que sai.

Exemplo 14.1.2 Calcule o fluxo de f(az, y,z) = Tyl + 4y22;’—yzlz para fora do cubo S cujas
faces estao contidas na uniao dos planos coordenados e dos planos x =1, y=1¢€ z = 1.

Resolucgao:
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Fluxo

—yz | [[—ydedy=—3
2=0| k| yz J[,0dzdy =0
r=11 7 xy ffAydydz:%
r=0| — | —xy ffAOdydz:O
y=11 7 | 4y=2 [[ 4z dudy = 3
y=0| —j5 | —4yz? ffAOdmdy:O

q 4
F.iidS = -.
Jf7emas =

Exemplo 14.1.3 Encontre o fluro através da normal exterior da esfera S = {(x,y,2); x? +
y* + 22 = R*} do campo elétrico

’ Face H

z=1

Portanto,

= q

E(z,y,z) = e 22)% (xi+yj + zk)

gerado por uma carga.

Resolucao: Um modo de resolver este exercicio é usando a parametrizacao do exemplo

13.3.1 e resolver

[ 5 sas = [[ Foten- (S—;w A g—‘;w) dids.

No entanto, resolveremos da seguinte maneira: o versor normal no ponto (z,y,z) € S

apontando para fora é

— 1 - s 7
n= (xi+yj + zk)
Vat+y?+ 22
e, portanto,
P9 _ 9
2492 + 22 R¥
Dai,

= S q q 2
//S ndS 7 //SdS 7 TR mq
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Capitulo 15

Os Teoremas de Gauss e Stokes

15.1 O Divergente e o Rotacional

Consideremos um campo de vetores

Definicao 15.1.1 Seja F=Aji+ A+ Ask um campo vetorial de classe Ct em Q C R3.
O divergente de F' em P € Q) ¢ definido por

_0A L, 04

div F(P) = =1(P) + =2 04
ox dy

(P)+E

(P), -

Exemplo 15.1.1 Se ﬁ(x, y,2) = 22i—xyj+ayk entdo div ﬁ(x,y, 2) = atay, (r,y,2) € IR®.
Exemplo 15.1.2 Se ﬁ(x,y, z) = —yi + xJ entdo div ﬁ(w,y, 2) =0, (z,y,2) € IR®.
Exemplo 15.1.3 Se ﬁ(a:,y, z) = zi+yj+ 2k entdo div ﬁ(x,y, 2) =3, (z,y,2) € IR®.

Definicao 15.1.2 Dado um campo vetorial F=Aji+ Asj + Ask de classe C* em Q C R3.,
definimos o rotacional de ' em P € Q como sendo

rot F(P) = (aa—“j(za) - %(P)) i+ (%(P) - %(P)) i+ (%(P) - %(P)) k.

Observemos que rot F' pode ser calculado, simbolicamente, através do seguinte determi-
nante:

) i 7k
rot F'(P) = a% 8% %
A Ay Az

No caso bidimensional,

—

ﬁ(l‘,y) = Al(xay);—i_ A2<xay)]

entao oA oA
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Exemplo 15.1.4 Se ﬁ(x,y, z) = —yi + ] entdo
rot F(P) =
_ (90 _dz\- (00 9(-y)
~\9y 0z ox 0z

Observemos que o campo é uma rotagao.

@ Flo =
8 Flesu
O Plo

- or  J(—y)\ » -
—_— = = 2k.
It (8:c oy ) K K

N—

Exemplo 15.1.5 Seja ﬁ(m,y, z) = TP+ yj) + zk. Entio

i 7k
rot F'(P) = 8% a% %
x oy oz

0z Oy - Jdz Ox)\ - dy Ox\ -
— (= -=)i— (= -= Z_ZZ)k=0.
<8y 02) ' <8x 82) I <8x ay) 0
Note que o campo acima nao ¢ uma rotagao.

Exercicio 15.1.1 Considere ®(z,y,z) =x+y+z e ﬁ(a:,y, z) = xf—y}'—l—zl;, (z,y,2) € IR®.

Calcular: .
a) V(¢) b)divF c)rotF d) div(¢F) e) rot(oF).

Exercicio 15.1.2 Prove que div(rot ﬁ) = 0, onde F = Aji+ Azj+ AgE tem derivadas
parciais de sequnda ordem continuas.
Exercicio 15.1.3 Prove que rot(Vf) =0 se f é de classe C?.

O seguinte teorema é uma conseqiiéncia é uma reformulacao em termos do rotacional
teorema 12.4.3 (capitulo de Integrais de Linha), juntamente com a equivaléncia entre inde-
pendéncia de caminho e integral zero sobre todas as curvas fechadas.

Teorema 15.1.1 Seja F = AJ—&— Agj'-i- Ag(]; com deriwadas parciais continuas em R =
[a,b] x [c,d] X [e, f]. As sequintes afirmagoes sao equivalentes

1. F' ¢ conservativo em R;

2. tot F =0 em R;
3. a integral de F independe do caminho;

4. a integral de F ao longo de qualquer curva fechada € zero.

Observacgao 15.1.1 Vale um teorema andlogo ao anterior para retangulos em R2.



15.2. O TEOREMA DE GAUSS 155

15.2 O Teorema de Gauss

Suponhamos que A, B, I' e D sejam como no enunciado do teorema de Green. Suponha que
a parametrizacao de I' seja tal que I'(¢) # 0. Entao temos

/ de+Ady—/ %—FG—B ) dzdy.

Se colocarmos F = —B(z,y)i + A(x,y)] e #(x,y) = A(z,y)i + B(z,y)] a equacio anterior

tornar-se-a
]{F’-df: //divadxdy.
fﬁ.dfzj{ﬁ.fds,

onde T é o vetor tangente unitario a I', que deixa a regiao D a sua esquerda.
Observemos que F - T = ¥ - fi. De fato, se denotarmos 77 = (a, b) o vetor normal unitério
apontando para fora da regido D, teremos T = (—b, a), pois T deixa D a sua esquerda (7" é

Lembre que

uma rotacao de 90° de 7 no sentido anti-hordrio. Agora, como F = (—B, A) e ¥ = (A, B)
segue-se que
F-T=(=B,A)-(=ba) = (Bb+ Aa) = 7 - 7.

fﬁ-ﬁds = // div v’ dzdy.
D

Vejamos como a férmula acima se aplica também no R3.

Com isto obtemos

Seja B um compacto de R? cuja fronteira S possa ser descrita da seguinte maneira:

Sejam o; : A; — R® j = 1,--- ,m sdo superficies parametrizadas regulares. Suponha
que A; seja um compacto cuja fronteira é uma reuniao finita de conjuntos suaves e que
o;(intA;)No;(intA;) = @, onde int A representa o interior do conjunto A. Coloque S; = 0;(A;)
entao S = S U---US,,.

Teorema 15.2.1 (Divergéncia (Gauss)) Sejam B e S como acima. Seja ii; o vetor nor-
mal unitdrio a S; que aponta para fora de B. Coloque 7i(P) = n(P), se P € o;(intA;). Se F'
é um campo de classe C* definido num aberto que contém B entdo

///divﬁdxdydz - //ﬁ-ﬁds. (15.1)
S

Observacao 15.2.1 Note que o lado esquerdo de 15.1 representa o fluzo de F através da
normal exterior de S.
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15.2.1 Interpretacgao Fisica do Divergente

Lembremos que o Teorema do Valor Médio para Integrals do Célculo 1 nos diz que: se

f:]a,b] = IR for continua entdo existe ¢ € (a,b) tal que / f(z)dz = f(c)(b—a).

Este resultado continua valido para integrais triplas, isto é, se g : E — IR é continua na
bola B entao existe Py € E tal que

/ / /B 9(x,y, 2) dedy dz = g(Fy)vol(B).

Sejam F um campo de classe C! definido em Q C R? e Pin). Sejam B, a bola fechada
de centro em P e raio € > contida em 2 e S, a superficie de B.. Suponha que ﬁ(m,y, z)
represente a velocidade de escoamento de um a fluido no ponto (z,y, z) € €.

O Teorema da divergéncia nos diz que

// ﬁ.ﬁdsz/// div F dzdydz.
SE €

/// divﬁdmdydz = fluxo para fora de S..
Be

Logo

Aplicando o Teorema do Valor Médio para Integrais para o segundo membro da igualdade
acima obtemos

// F-7dS = div(F(P.))vol(B.),

onde P, € B,. Assim,
B} [f, F-@ds
div F(P) = =28 =
WP = =08

Fazendo € — 0 temos que P. — P e, assim,

div F(P) = limdiv F(P,) = i I P 75
) = Iy A ) = I iy

Portanto, div F (P) é o valor limite do fluxo por unidade de volume sobre uma esfera de
centro em P, quando o raio da esfera tende a zero, ou ainda,

volume do fluido para fora por unidade de tempo v F (P).

volume da esfera

Logo, se div ﬁ(P) > 0 entao o fluido “se afasta’de P, isto é, P é uma fonte. Se
div FI(P)" < 0 entao o fluido “se aproxima’de P, isto é, P é uma sorvedouro. Se divF =0
dizemos que o fluido é incompressivel.

Observacgao 15.2.2 O ractocinio acima pode ser repetido para um fluxo magnético ou elétrico.
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Exemplo 15.2.1 Comprove o teorema da divergéncia para o caso em que B e um tetraedro
limitado pelos planos coordenados e por x +y + z =1, F(x y,2) = 3z%i + :r;yj + k.

Resolugao: Neste caso div F(z,y, z) = 6z + z + 1 = Tz + 1. Assim,

. 1 11—z l-z—y 1
/// didexdydz:/ / / (Tx+1)dzdydx =--- = =.
B o Jo 0 8

Por outro lado, se colocarmos S; como a face do tetraedro contida no plano z = 0, Sy como
a face contida no plano x = 0, S3 como a face contida no plano y = 0 e S como a face
contida no plano x + y + z = 1, obtemos

// ﬁ~ﬁdS:// (32%7 + zyj 4 Ok) - (k) dS = 0.
51 Sl
// ﬁ.ﬁdsz// (07 + 07 + zk) - (i) dS = 0.
So S1
// ﬁ.ﬁdsz// (3% + 0] + zk) - (—]) dS = 0.
S3 S1

Como Sy = {(z,y,1 —z —y); (z,y) € S1} entdo

// ﬁ-ﬁdS:// (3% 4+ zyj + (1 — . — y)k) - (ij + k) dady
S4 Sl

1 1—x 1
— [ ety a-a- gy == g
o Jo 8

//F-ﬁdS:///divﬁdmdydz.
S A

Exemplo 15.2.2 Sejam B o sélido limitado por 3> +y*> =4, 2 =0, 2 = 3 ¢ F(z,y,2) =
Ti+ yf—l— zk. ; Utilizar o teorema da divergéncia para calcular o fluzo de F' através da normal
exterior da superficie S que delimita B.

// F-7dS = /// 3 dadydz = 3vol(B) = 36,
S B

Exemplo 15.2.3 Idem para ﬁ(w,y, z) = —yi+ ]

//ﬁ-ﬁdsz///()dxdydzzo.
S B

Logo

Resolugao: Temos

Resolucao: Temos
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15.3 O Teorema de Stokes

Voltemos a examinar o Teorema de Green. Suponhamos que A, B, I' e D satisfazem as
condigoes do teorema do teorema de Green. Temos

0B 0A
/FAdI + Bdy = //D <8_x - 8_y) dxdy. (15.2)

Lembremos que se ﬁ(x, y) = Az, y)i + B(z, y)j entao

- 0B 0A\ -

Deste modo, podemos reescrever a férmula 15.2 como

j{ﬁ~dfz// rotﬁ-dedy.
r D

Vejamos como este resultado pode ser visto no R3.

Seja K C R? um conjunto compacto cuja fronteira pode ser descrita por uma curva -y
fechada suave por partes, sem auto-interseccao. Seja o : K — R3 uma superficie parametri-
zada injetora tal que 5

cr
81} 7& 0.

Diremos que o bordo de S = o(K), dado pela curva I' = 0 o v estd no orientado no

sentido positivo com relacao a
9a A Qo
152 A 52l

quando -y estiver orientada no sentido anti-horério.

n=

Teorema 15.3.1 (Stokes) Sejam K,~v,0,5,I' en como acima. Se F éum campo de classe
C! definido num aberto que contém S entao

/F’-dfz//rotﬁ-ﬁds.
T S

Exemplo 15.3.1 Comprove o teorema de Stokes para o caso em que S = {x2 +y? + 2% =
1:2>0), F=uai+yj+ zk.

Resolucao: Neste caso sabemos que rot F=0.

Logo
//mtﬁ-ﬁdsz//()dszo.
S S

Por outro lado, como o bordo de S pode ser descrito por I'(t) — (cos(t),sen(t),0),0 <t < 2m,
segue-se que

27 27
/ﬁ-df’:/xdx—l—ydy+zdz:/ [Cost(—sent)+sentcost]dt:/ 0dt =0.
r o 0 0
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15.3.1 Interpretacao Fisica do Rotacional

Seja F um campo de classe C! definido em ©Q C R3. Suponha que ﬁ(m,y,z) represente a
velocidade de escoamento de um a fluido no ponto (x,y, 2z) € €.

A integral fr F - Tds serd denominada circulacao de F ao longo de I'; onde T é o vetor
unitario tangente a I'.

Observacao 15.3.1 Note que se F.-T # 0, temos contribui¢cdo para uwm movimento circu-
latorio.
Se F'-T'= 0, nao haverd contribuicao para um movimento circulatorio.

Consideremos P um ponto em €2, D, um disco de centro em P e raio € > 0. Sejam I'; a
circunferéncia de D., T vetor tangente unitéario a I',.
Utilizando o Teorema de Stokes e o Teorema do Valor Médio para Integrais temos

/ﬁ-fds:/ ﬁ«d'FT'SéOkes// rot F - i dS VRN rot F(P) - iime?.
I I D

Portanto,
— ]_ — —
rot () -i=— [ F-Tds.
me? Jr,
Fazendo € — 0 temos que P. — P e, assim,

— —

— — 1
rot F\(P) -1 = limrot F\(P,) -1 hm—/ F-Tds.
r

=0 e—0 €2

Logo, em cada ponto P, a componente de rot F (P) em qualquer diregao 7 é o valor limite
da circulagao de F por unidade de area no plano normal a n. Em particular, rot F (P)-n
tem méximo quando 7 é paralelo a rot F(P). Assim, a direcio de rot F(P) é a direcio para
o qual a circulacao ao longo da fronteira de um disco perpendicular a rot F (P) atinge seu
valor maximo quando o disco tende a um ponto.

Uma outra relagao entre rotacional e aspectos rotacionais do movimento pode ser obtida

da seguinte forma:

Consideremos um fluido em rotagao uniforme em torno de um eixo.
Definimos o vetor velocidade angular, denotado por &, como sendo o vetor que satisfaz

(i) & tem a dire¢@o do eixo de rotagao;

(ii) tem sentido positivo em rela¢do a rotacao (“regra da mao direita”);

(i) (&) = LEL.

Note que F = w X T, pois ||FH = [|&||]]7]].
Logo se, & = wii + wo) —l—wgk; P =(x,y,z), Py = (0, Y0, 20) entao
) i j k
F= w1 W9 w3
T—=Zo Y~ Y 2z2— %0
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= [wa(z — 20) — w3(y — ?/0)];4‘ [ws(z — 20) — w1 (2 — Zo)]j‘ir [wi(y — yo) — walz — xo)]E.

Calculando rot F teremos 2w15+ ZwJ + ngg. Portanto rot F = 23.

Observacgao 15.3.2 Se temos o movimento de um fluido, F = Al + B;’, mcompressivel
(divergente igual a zero) e irrotacional (rotacional igual a zero) no plano entdo

. 0A OB
wE =20 92
div 8x+8y 0
‘ 0A 0B
tF =2 - 2k =
ro [ay (9.7:] 0,

nos dao as FEquacoes de Cauchy-Riemann, de grande importancia na teoria de fungoes de
varidveis complexas.

15.4 Resumo

Temos os seguintes resultados relacionados:
1. Teorema Fundamental do Calculo:

b
/ F'(z)dz = F(b) — F(a).

2. Teorema Fundamental para Campos Conservativos:

/ Vf-di = [(1(b)) — F(3(a).

v

3. Teorema de Green:

/ 8_3_% dxdy:/Adx—i-de.
p \ Oz Jdy r

3. Teorema da Divergéncia ou de Gauss:

/// divﬁdxdydz://ﬁ-ﬁds.
B S
//rotﬁ-ﬁdS:/dF.
S T

Exercicio 15.4.1 Prove que se F' € um campo de quadrado inverso entao F' € incompressivel
e irrotacional

3. Teorema da Stokes:

Exemplo 15.4.1 Seja S uma superficie fechada que € fronteira de uma regido B, com a
origem sendo um ponto interior de B. Se o campo de quadrado inverso € dado por F(z,y, z) =

”q7HF, onde 7(x,y, z) = 77+ yj+ zlg, prove que o fluzo de F sobre S ¢ 4dmq, independente
7
da forma de B.
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Resolugao: Vale observar que nao podemos aplicar diretamente o teorema da divergéncia
em B, pois F ndo é de classe C! em B.

Para resolver esta situacao, consideremos a bola E de centro na origem e raio a > 0
contida em B. Denotemos a superficie de E por S?.

Como F ¢ de classe C' na regiao By = B\ E, podemos aplicar o teorema da divergéncia

nesta regiao e obter:
/// divﬁdv://ﬁ~ﬁd5+// F-fds.
B1 S S1

Sabemos que div F = 0, logo
//ﬁ-ﬁdsz—// F-fds.
s s1

—»

Mas a normal exterior a S* pode ser dada por 7 = om [|7]| = a. Assim,

J[ 7 aas = [ G o as
- Jf s - // o= [ Gas=1% [ as=m

Exercicio 15.4.2 Seja F(x,y,2) = 221+ y2 ] + 22 k. Encontre

//rotﬁ-ﬁds
S

onde S é a porcio do paraboldide » = x* + y? delimitada pelos planos z = 1 e z = 2 e @i
aponta para fora de S.




