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Integral dupla em Retângulos 
Integrais Duplas 
De modo semelhante, vamos considerar uma função f de duas 
variáveis definida em um retângulo fechado 
R= [a,b] X [c,d] e vamos inicialmente supor f(x, y) >0. O gráfico de 
f é a superfície com equação z = f(x, y). Seja S o sólido que está 
contido na região acima de R e abaixo do gráfico de f. 





O resultado da integral dupla sobre R equivale ao volume de sólidos como da 
figura abaixo 



Partimos a região 𝑅 em pequenos retângulos e se arbitrário, que 

chamaremos ponto amostra, (𝒙𝒊, 𝒚𝒋) em cada Rij, poderemos aproximar a 

parte de S que está acima de cada 𝑅𝑖𝑗  por uma caixa retangular fina (ou 

'"coluna") com base 𝑅𝑖𝑗  e altura 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), como mostrado na Figura 1. O 

volume dessa caixa é dado pela sua altura vezes a área do retângulo da 

base. Se seguirmos com esse procedimento para todos os retângulos e 

somarmos os volumes das caixas correspondentes, obteremos uma 

aproximação do volume total de S. 

Cada vez que partimos a região em retângulos menores, mais próximo 

a soma dos volumes das caixas estará do volume do sólido. 

 

 



O volume exato do sólido é dado pela soma de Rieman: 

 

 
Utilizando o teorema  fundamental do Cálculo, com a mesma idéia obteve-se que 

 



Ex: Calcule a integral dupla    3𝑥𝑦3 + 2𝑥2 − 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆

, 

onde 𝑆 é o retângulo −1 ≤ 𝑥 ≤ 3 e 1 ≤ 𝑦 ≤ 4 . Vamos 

integrar primeiro em 𝑥:  

 



Ex: Calcule a integral dupla    3𝑥𝑦3 + 2𝑥2 − 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆

, 

onde 𝑆 é o retângulo −1 ≤ 𝑥 ≤ 3 e 1 ≤ 𝑦 ≤ 4 . Vamos 

integrar primeiro em 𝑥:  
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Agora calcula a segunda integral: 
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EXERCÍCIOS: 

1. Calcule as integrais abaixo: 

a)  (2𝑥 + 𝑦)
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INTEGRAIS SOBRE REGIÕES 

Dada uma região 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 e 𝑔 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ ℎ(𝑥), então  

 𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =   𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥
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𝑏
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Muitas vezes esta região vem escrita de outra forma e devemos 

determinar os limites de integração nelas, fixando uma das 

variáveis e a outra em função.  

Ex: Determine os limites de integração na região delimitada pelas 

retas 𝑦 = 2𝑥 + 1, 𝑦 = −𝑥 𝑒 𝑦 = 𝑥 + 2 

 





De acordo com a região de integração podemos fixar 𝑥. Sendo 

assim 𝑦 será limitada de acordo com as curvas envolvidas. 

Teremos que fazer duas regiões. Na primeira enquanto 

−1 ≤ 𝑥 ≤ −0.33 temos – 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 + 2. Na segunda temos 

−0.33 ≤ 𝑥 ≤ 1 𝑒 2𝑥 + 1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 + 2. Então na região dada a 

integral fica: 

𝐼 =   𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥 +   𝑓 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥 
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 Ex: Calcule  

  𝑥𝑦 + 3𝑥𝑦2 − 5𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑆

, onde 𝑆 é a região delimitada 

pelos gráficos de 𝑦 = 𝑥2 − 4𝑥 e 𝑦 = −𝑥. A região está no 

gráfico abaixo. 

 



Neste caso o calculo da integral é: 

𝐼 =    𝑥𝑦 + 5𝑦 
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Pois de acordo com a região de integração, a curva 𝑦 = −𝑥 

está acima da outra curva, enquanto 0 ≤ 𝑥 ≤ 1. 



Exemplo: Determine a integral   𝑥 − 3𝑦 𝑑𝐴
𝑅

, onde 𝑅 é a 

região delimitada por 𝑦 = 𝑥2 e 𝑦 = 4𝑥 − 𝑥2. 

Solução: 

De acordo com a figura do slide anterior a integral pedida 

é    𝑥 − 3𝑦 𝑑𝑦𝑑𝑥
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Agora integramos o resultado em relação a 𝑥: 
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Exercício em grupo: Pelo que vimos nos exemplos 

anteriores, para realizar o cálculo de integrais sobre 

regiões é necessário determinar qual a curva está acima e 

quando necessário os pontos de intersecção. Assim sendo 

utilize o geogebra para identificar esses aspectos e calcule 

a integral   𝑥 + 𝑦 𝑑𝐴
𝑅

, onde Ré a região delimitada 

pelas curvas 𝑦 = 𝑥3 e 𝑦 = 𝑥. 



Integração Dupla sobre Regiões 
Gerais – Regiões de Tipo II 



Exemplo de Região de Tipo II 



 

Exemplo: Calcule a integral   𝑥𝑦 + 3 𝑑𝐴
𝑅

, onde 𝑅 é 

a região delimitada pelas curvas 𝑦2 − 𝑥 = 1 e 𝑦2 + 𝑥 =

1.  

Solução: De acordo com o exemplo anterior esta região 

é −1 ≤ 𝑦 ≤ 1 𝑒 𝑦2 − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1 − 𝑦2. Daí calculamos 

  (𝑥. 2𝑦 + 3)
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Calculamos primeiro em 𝑥. 

 



  𝑥𝑦 + 3 𝑑𝑥 =  (
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Agora integramos o resultado em y: 

  6 − 6𝑦2 𝑑𝑦 =  6𝑦 − 2𝑦3 −1
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1
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MUDANÇA DA  ORDEM DE INTEGRAÇÃO. 

 





LISTA  DE EXERCÍCIOS 

 



RESPOSTAS 



Região do exercícios 7: 

 



Exercícios 8: 

 

 

 


