CALCULO DIFERENCIAL E
INTEGRAL 3



Integral dupla em Retangulos

Integrais Duplas
De modo semelhante, vamos considerar uma funcao f de duas

variaveis definida em um retangulo fechado

R=[a,b] X [c,d] e vamos inicialmente supor f(x, y) >0. O grdfico de
f é a superficie com equacdo z = f(x, y). Seja S o sdlido que estad
contido na regido acima de R e abaixo do grdfico de f.
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O resultado da integral dupla sobre R equivale ao volume de sélidos como da
figura abaixo

F(xij, yi)

iy Vi

* (i, v4)



Partimos a regido R em pequenos retangulos e se arbitrario, que

chamaremos ponto amostra, (x;, y;) em cada Rij, poderemos aproximar a

parte de S que esta acima de cada R;; por uma caixa retangular fina (ou

coluna™) com base R;; e altura f(x;,y;), como mostrado na Figura 1. O

volume dessa caixa € dado pela sua altura vezes a area do retangulo da
base. Se seguirmos com esse procedimento para todos os retangulos e
somarmos 0s Vvolumes das caixas correspondentes, obteremos uma
aproximacao do volume total de S.

Cada vez que partimos a regido em retangulos menores, mais proximo

a soma dos volumes das caixas estara do volume do sélido.



O volume exato do sélido é dado pela soma de Rieman:

+oo oo
V= Z Z f(x:, y;)Ax;Ay;
i=0 j=0
Utilizando o teorema fundamental do Célculo com a mesma idéia obteve-se que

+ oo 4oo

ZZf(xl,yj)ﬁx Ay; = fff(x y)dxdy

=0 j=



Ex: Calcule a integral dupla [ [. (3xy°® + 2x* — y)dxdy,

ondeSéoretangulo -1 <x <3el <y <4.Vamos
Integrar primeiro em x:



Ex: Calcule a integral dupla [ [, (3xy® + 2x* — y)dxdy,
ondeSéoretangulo -1 <x <3el <y <4.Vamos
Integrar primeiro em x:

3 X2 x3 3
[ = f (Bxy3 + 2x? — y)dx = 3y — + 2— — yx

B 2 T3 .
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Agora calcula a segunda integral:

. 4 24 3+56 o _24y4+56 224
—1(23' 3 y)y—24 3 Y 2y

1

56 56
=3 4% + ?4 —2.4% — (3.14 + Eun 2.12) = 791



EXERCICIOS:

. Calcule as integrais abaixo:
), flz(Zx +v)dxdy R:7/2
FOZ(ny2 + seny)dxdy  R: 12—0 — 2cosii)

c) J, flz(xcos(y) + x%y — 1) dxdy
d) fol fol cos(2x + 3y).x dxdy



INTEGRAIS SOBRE REGIOES

Dadaumaregidoa <x <beg(x) <y < h(x), entdo
b rh(x)

ffS fondrdy = [ | fCoydyax

a “g(x)
Muitas vezes esta regiao vem escrita de outra forma e devemos

determinar os limites de integracao nelas, fixando uma das
variaveis e a outra em funcao.

Ex: Determine os limites de integracao na regiao delimitada pelas
retasy=2x+1,y=—xey=x+2



y=2x+1

33, 0.33)
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De acordo com a regiao de integracao podemos fixar x. Sendo
assim y sera limitada de acordo com as curvas envolvidas.

Teremos que fazer duas regioes. Na primeira enquanto
—1 <x < —-0.33temos-x <y < x + 2. Na segunda temos
—033<x<1le2x+1<y<x+2.Entao naregidao dada a
integral fica:

—0.33 x+2 1 x+2

1=f ff(x,y)dydx+ J ff(x,y)dydx

-1 —x —0.33 2x+1



Ex: Calcule

JI; (xy +3xy* — 5y)dxdy, onde S ¢ a regifo delimitada
pelos graficos de y = x? — 4x e y = —x. A regido estd no
grafico abaixo.




Neste caso o calculo da integral é:

= [ Gy +5m5=L L+ dx=
= Jo Jy2_g XY Y)o =l 2 2 2 4, _
3 x° 4 65x° 155 x 2 . x© x> 65x%

fO (_7_X Tt T )dx__lz_s Tt T

Pois de acordo com a regiao de integracao, acurvay = —x
esta acima da outra curva, enquanto 0 < x < 1.



Exemplo: Determine a integral ff, (x —3y)dA, onde R é a

regido delimitada pory = x? e y = 4x — x°.

Solucao:
De acordo com a figura do slide anterior a integral pedida

é J, f4x - (x — 3y)dydx. Faremos primeiro em y:

4x—x? 2 14x—x
f (x = 3y)dy = (xy =3 =
x 2 2
4x — x*)* x2)2
x(4x—x2)—3( > ) —(x.x2—3(2))=

—20x% + 10x3



Agora integramos o resultado em relacao a x:

3 4 2

2 X X
f (—20x% + 10x3)dx = (—20—+ 10—)| =
0 3 47

38 16 40
-20-+10->—(0) = ——-



342 [JURR Calcule |jﬂ (x + 2v) dA. onde D € a regido limitada pelas paribolas y = 2x%e
y=1+ xl

SOLUCAD As pardbolas se interceptam quando 2x* = 1 + x°, ou seja, x* = 1, logo, x = *+1.
Observamos que a regifio D, ilustrada na Figura 8, € uma regio do tipo 1. mas nao do tipo I,
e podemos escrever

D={{x,y}|—l =x=1 2x"=y=1 +xg}
Como o limite inferior é v = 2x” e o superioré y = 1 + x°, a Equaciio 3 levaa

J] x + 2y)dA = 5 JIH: (x + 2v) dy dx

o —1 JIxT
i

y=1+axz

= [ [y + o ax

— ‘II [x(1 + x7) + (1 + 277 — x(2x%) — (2x7) ]dx
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Exercicio em grupo: Pelo que vimos nos exemplos
anteriores, para realizar o calculo de integrais sobre
regides e necessario determinar qual a curva esta acima e
quando necessario 0s pontos de interseccao. Assim sendo
utilize o geogebra para identificar esses aspectos e calcule

a integral ffR (x + y)dA, onde Ré a regidao delimitada
pelascurvas y = x3 ey = x.



Integracao Dupla sobre Regioes
Gerais — Regioes de Tipo li

Regides detipo 11

L) & uma regido de tipo [l se pode ser descrita por:

D={{z) eR/e = y=<d, 41(z) = « = 421}

sendogy : [o,d] — B (2 =1, 2) fun¢es continuas tais que ¢y (%) < ¢;(z) para todo
y & e, 4.

=3 B




Exemplo de Regiao de Tipo Il

‘Seja aregiio [ ]limitada pelas segllintes cirvas: w-e=leg+e=1

D={{e,) R/ —1syst, f 1ot ¢,

[ & uma regido de tipo 1L




Exemplo: Calcule aintegral [, (xy + 3)dA, onde R é
a regido delimitada pelas curvas y> —x = 1ey? + x =
1.

Solucdo: De acordo com o exemplo anterior esta regiao
¢—-1<y<ley?-—1<x<1-y? Daicalculamos

1 ,1—y?
j f (x.2y + 3) dxdy
—1 y2_1

Calculamos primeiro em x.



1—y? 52
f (xy + 3)dx = (73/ + 3x)
y

2_1 y2_1

(y* —1)°

1 — 2\ 2
( y)y+3(1—y2)—( > y+3(y2—1))

Agora integramos o resultado em vy:

[1(6—6y")dy =6y —2y3|L; =62~ (~6+2) =
8.



MUDANCA DA ORDEM DE INTEGRACAO.

Calcule _'|-_'|-I_,.1.'_'|-' dA, onde D) é a regiio hinatada pela reta v = x — | pelas para-
bola y" = 2x + 6.

SOLUCAD A regido D é mostrada na Figura 12, Novamente, D) pode ser vista tanto como uma
regiio do tipo | como uma regiao do tipo I, mas a descncéo de D como remao do apo | é
mas comphcada, porque o limite infenor € constituido de duas partes. Portanto, prefenmos
expressar [ como uma regiao do apo 11

D ={f.1'._ﬂ —2=y=4 syt — 3=y =y + ]}

¥4 A 3
i - P -
_ 5, 4) , (5, 4
f -~ - X _
F=+Ir+é6 _} =<5 —3
1'. _'F=.'|.'_| - = r=:|:+]
3 | 0 . 0 .
. ."’F Cte—— (1,—2) 1, —2) = 4 —2
F=—y2xt+6 : -

() [} como uma regi3o do tapoe | (b} I como uma regifo do tipo 11



Entao, [5] da




LISTA DE EXERCICIOS

-

1. vdA, D={x.y)|-1=y=1,—y—2=x=y}
D
v

8. ——dA, D={lx,v)|0=x=1,0=y=x
N = _ {(x.y | X _ y = x’}
o

9. xdA, D={{x,y)|0=x=w,0=y=senx]
D

23-32 Determine o volume do sdlido dado.

23. Abaixo do planox — 2y + z = 1 e acima da regidio limitada por
x+y=lex +y=1

24. Abaixo da superficie z = 2x + y* e acima da regido limitada por

r=yex=y

43-48 Esboce a regido de integracdio ¢ mude a ordem de integracio.

m .

43. LI ,{:T flx, v)dy dx . JE_J: flx, v)dydx
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Regiao do exercicios 7:
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Exercicios 8:
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