Capitulo 6

Integracao Dupla

6.1 Integracao Dupla sobre Retingulos

Denotemos por R = [a,b] X [c,d] = {(z,y) € R?/a <z < b, ¢ < y < d} um retdngulo em R?. Con-
sideremos P, = {zg, Z1,-...,Zn} € Po = {yo, y1,.-.., yn} particdes de ordem n de [a,b] e [c,d]
respectivamente, tais que:

a=2og <21 < ...... <zp=b e c=y<y1<...... <yp=d
b—a d—c
€Ti11 — %= ——,Yji1 —Yj = —.
i+1 i n Yji+1 — Yj n
d|____
yj+1 ””” Hij R
)/J ,,,,,
Cl____
a X X o

Figura 6.1: Particao de R.

O conjunto P; x P, é denominada parti¢dgo do retingulo R de ordem n. Sejam os n? sub-
retangulos R;; = [z, Tiy1] X [yj,Yj+1] e ¢ij € Ryj arbitrario (i, j =0, ....,n). Considere f : R —
R uma funcdo limitada. A soma

|
—

n n—1

Sp = f(cij) Az Ay,

-
I
IS

S,
Il
=)

b_aeAy:d_C

onde Az = é dita soma de Riemann de f sobre R.
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Definigao 6.1. Uma fungio f : R — R limitada é integravel sobre R se 1_131 S, existe indepen-
n o0

dente da escolha de c;j € R;; e da particdo; em tal caso denotamos este limite por:

// S.y)dady,

que é denominada integral dupla de f sobre R.

Teorema 6.1. Toda f : R — R continua é integrdvel.
A prova deste teorema pode ser vista em [EL].

6.2 Significado Geométrico da Integral Dupla

Se f é continua e f(z,y) > 0 para todo (z,y) € R, a existéncia da integral dupla de f sobre R
tem um significado geométrico direto. Consideramos o sélido W C R? definido por:

W ={(z,9,2) ER* Ja<x<b, c<y<d, 0<z<f(z,y)}

Figura 6.2: O sélido W.

W é fechado e limitado superiormente pelo gréfico de z = f(z,y), inferiormente por R e late-
ralmente pelos planos z = a, z = b, y = ¢, y = d. Se denotamos por V(W) o volume de W,
entdo:

vov) = [[ raudsdy

De fato, escolhendo c;; como o ponto onde f atinge seu méximo sobre R;; (pois R é fechado,
limitado e f é continua), entdo f(c;j) X Az x Ay é o volume do paralelepipedo de base R;; e
altura f(ci;).
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Sy = fleij) Az Ay

é o volume do sélido circunscrito a W. Analogamente se e;; é o ponto onde f atinge seu minimo
sobre R;; (pois R é fechado, limitado e f é continua), entdo:

n—1 n—1

sn=) > [fleij) Az Ay

i=0 j=0

¢ o volume do sélido inscrito em W. Como f é integrdvel, os limites das somas de Riemann S,
e s, independem da escolha de c;; e e;;:

lim S, = lim s, = // f(z,y) dz dy.
n— 00 n—o0 R

Em outras palavras os volumes dos sélidos inscritos e circunscritos a W, tendem ao mesmo
limite. Portanto, é razodvel chamar este limite de volume de W'.

Figura 6.4: Reconstrucao do sélido.
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Figura 6.5: Reconstrugao do soélido.

Novamente notamos que é possivel mostrar rigorosamente que o significado geométrico da
integral dupla independe da escolha da particdo e dos pontos ¢;; e e;;.

A integral dupla tem propriedades analogas as das integrais das fun¢des de uma varidvel.

Proposicdo 6.1.

1. Linearidade da integral dupla. Se f e g sdo fungdes integraveis sobre R entdo para todo
a, B €ER af + B g éintegrdvel sobre R, e:

//R(af(:v,y)+ﬂg(ac,y))da:dy :a//Rf(:v,y)dxdy+ﬁ//Rg(w,y)d:vdy.

2. Se f e g sdo integrdveis sobre R e g(x,y) < f(z,y), para todo (z,y) € R, entdo:

//Rg(x,y) drdy < //Rf(may) dz dy.

3. Se R é subdividido em k retdngulos e f é integrdvel sobre cada R;, i = 1, ..., k entdo f é integrdvel

sobre R e, k
[[ fevasa=3 ] s

6.3 Integrais Iteradas

Uma integral iterada de f sobre R é uma integral do tipo:

/cd [/abf(x,y) da:] dy.

b
Para calculéd-la fixamos y e calculamos a integral / f(z,y) dx como integral de uma veriavel
a

em z; o resultado é uma fungdo de y que é novamente integrada em y, com limites de integragao
ced.

br pd
A integral / [ / flz,y) dy] dz é calculada de forma andloga.
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Exemplo 6.1.

21 r3
[1] Calcule / [/ w2y dy] dz.
0o L/1
3 3 21 r3 2 39
/x2ydy:$2/ ydy:4:v2 e / [/ nydy]dx:/élzL“Qd:B:—.
1 1 o L/1 0 3

[2] Calcule / " [ / 7rcos(ac +y) dac] dy.
o LJo

¥
/ cos(z +y) dz = sen(z + y)|z;g = sen(y + m) — sen(y),
0

/Oﬂ [/Oﬂcos(x +y) dm] dy = /Oﬁ(sen(y + ) — sen(y)) dy = —4.

17 pl
[3] Calcule / [/ (2% +1?) dm] dy.

—1l/—2
1 $3 =1
/($2+y2)dx:(—+wy2) =3+ 39>
-2 3 r=—2
e/1 [/1(m2+y2)dx]dy:/1(3+3y2)dy:8.
—1l/—2 ~1
L
4] Calcule [ | [ p2e d]d .
[4] acue/% [/Ope sen(¢)dp| dé
4 4 314
/P26p3 86n(<15)dp=8€n(¢5)/,02~‘3"3dp=Sen(¢)i = sen(¢) i
0 0 3 1y 3
L , 64 _ z 64 _ _
e/% [/0 ple’ sen(q&)dp] d(;S:e 3 1/% sen(¢) dop = (e 1)6(\/5 1).

17 p/1-92
[5] Calcule / [/ ! V1 —y? da:] dy.
o LJo

/ommdx =1-y% e /01 [/oﬂmdx] W= / (A -v)dy

1
0
[6] Seja a fungdo f : [0,1] x [0,1] — R definida por:

1 se £€Q

f(x’y):{Qy se z¢Q.
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Ent3o:

1 1 1
Logo, / [ / dy] dx = 1. Por outro lado / f(z,y) dz ndo existe, exceto quando y = % ; logo,
0 0 0

[ ]

ndo existe. Em geral, nada garante a existéncia das integrais iteradas.

6.4 Teorema de Fubini

O seguinte teorema fundamental relaciona a integral dupla com as integrais iteradas, o que
facilitara seu célculo.

Teorema 6.2. (Fubini): Seja f : R — R continua sobre R. Entdo:

//Rf(:c,y)dxdy=/Cd[/:f(w,y)dw]dy=/ab[/cdf(m,y)dy]dw

Prova: Veja o apéndice.

Uma visualizacdo geométrica do teorema de Fubini pode ser feita usando o principio de Cava-
lieri: “ Dado um so6lido, se denotamos por A(y) a drea da se¢do transversal ao s6lido, medida

A A i 4 d
a uma distancia y de um plano de referéncia, o volume do sélido é dado por: V = ["A(y) dy,
onde c e d sdo as distancias minima e maxima ao plano de referéncia”.

Se f é uma fungdo continua e f(z,y) > 0 em todo R, entdo / / f(z,y) dz dy representa o
R

volume do sélido W

W ={(z,9,2) ER* Ja<z<b, c<y<d, 0<z<f(zy)}

Figura 6.6:
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Se intersectamos o sélido por um plano paralelo ao plano yz a uma distancia = da origem,
obtemos uma secdo plana que tem como drea A(z) = |, cd f(z,y) dy. Pelo principio de Cavalieri,
o volume total do sélido é:

//Rf(a:,y)d:vdy Z/abA(a:)dx :/ab [/cdf(:v,y)dy] dz.

Analogamente, se intersectamos o s6lido por um plano paralelo ao plano zz a uma distancia y
da origem obtemos uma secdo plana de drea A(y) = f: f(z,y) dz e pelo principio de Cavalieri:

//Rf(x’y)dxdyZ/ch(y)dyz/cd[/abf(:c,y)dx] dy.

Exemplo 6.2.

[1] Calcule // dz dy, onde R = [a,b] X [c,d].
R

[ wiv=[[[[ o]ae= [[13=0ae=0-0ra—o;

numericamente a integral dupla / / dz dy, corresponde a drea de R ou ao volume do parale-
R

lepipedo de base R e altura 1.

[2] Calcule / / f(z,y)dzdy, onde R = [a,b] X [c,d] e f(z,y) = h, h constante positiva.
R

// f(m,y)dxdy:h// dxdy=hx A(R) =h(b—a)(d—c),
R R
onde a dltima igualdade expressa o volume do paralelepipedo de base R e altura h.

[3] Calcule // (zy + 2°) dz dy, onde R = [0,1] x [0,1].
R

//R(xy+x2)dxdy:/01[/01(xy+$2)dx] dy:/ol(IZ—y—l—%s)
:/Ol(ng%)dy:%.

O numero & representa o volume do sélido limitado superiormente pelo gréfico da funcéo
f(z,y) = zy + 2? e pelos planos coordenados. ((z,y) € [0,1] x [0, 1]).
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X
o]
0.25 4 g

Figura 6.7: Exemplo [4].

[4] Calcule / / e**% dzx dy, onde R = [0,1] x [0, 3].
R

3r r1 3
1
// ew+2yd$dy:/ [/ ew+2yd$] dy:(e—l)/ e2ydy:—(e—1)(66—1)-
R 0 LJo 0 2

[5] Calcule // sen(z +y) dz dy, onde R = [0, 7] x [0, 27].
R

//Rsen(w +y)dxdy = /027r [/Owsen(x +v) d:v] dy = /OQW(cos(y) —cos(y+m))dy = 0.

[6] Calcule o volume do soélido limitado superiormente por z = 1 — y e inferiormente pelo
retangulo definidopor0 <z <le0 <y <1.

Figura 6.8: Sélido do exemplo [6].

O solido esta limitado superiormente pelo plano z = 1 — y e inferiormente pelo retangulo
R =0,1] x [0,1]; entdo, o volume V é:

V://R(l—y)dxdy:/ol[/ol(l—y)dx] dy:/ol(l—y)dy:%u.v.

[7] Calcule o volume do sélido limitado por z = z? + y? e pelos planos z = 0,z = 3,y = O e
y=1.
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Figura 6.9: Sélido do exemplo [7].

R =10,3] x [0,1]. O volume é:

V://R(:zz2+y2)d:cdy:/01[/03(w2+y2)dx] dy:/ol(9+3y2)dy:10u.v.

u.v. =unidades de volume.

[8] Calcule o volume do sélido limitado por z = 1 — y? e pelos planos z = -1,z =1,y = —le
y=1.

Figura 6.10: Solido do exemplo [8].

R =[-1,1] x [-1,1]. O volume é:

V://R(l—y2)d:cdy:/11[/11(1—y2)d:v] dyz?/ll(l—yZ)dyzgu.v.

6.4.1 Extensao do Teorema de Fubini

Antes de estudar a integral dupla em regides mais gerais enunciaremos uma genereralizagdo
do teorema 6.1.

Definicdo 6.2. Seja A C R, R = [a,b] X [c,d]. O conjunto A C R tem contetido nulo se existe um
niimero finito de sub-retdngulos R; C R, (1 <1 <n)taisque AC RiURyU...UR,_1URye:

n
nEIfwz; |R;| = 0;
1=
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onde |R;| é a drea de R;.

Exemplo 6.3.
[1]Se A = {p1,p2y-ee-e- ,Pm}, i € R, (1 <i < m). O conjunto A tem contetido nulo. Utilizando
uma particdo de ordem n de R como antes, temos: |R;| = %, 1 <3 < n. Como cada

ponto pode estar no maximo em quatro sub-retangulos, entdo:

0<i|Ri|S 4m(b—a)(d—c).

2
n
i=1

n

Logo nll)gloo 2; |R;| = 0.
1=

[2] OR tem contetido nulo.

di._.
. ||
)ﬁ+1 . Kijj . R
M -
. ||
c|. (O [
a X Xin o

Figura 6.11: OR.

Os pontos de R estao distribuido em 4 n — 4 sub-retangulos R;;:

2 —
n n
i=1

bl

pois 2=1 < 1. Logo:

n

i D 1] =0.
1=

E possivel provar que o gréfico de uma fungio continua f : [a,b] — R tem contetido nulo.

Figura 6.12: G(f).
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Teorema 6.3. Se f : R — R ¢é uma funcdo limitada e o conjunto onde f é descontinua tem conteiido
nulo, entdo f é integradel sobre R.

Prova: Veja [EL] na bibliografia.

6.5 Integracao Dupla sobre Regides mais Gerais

6.5.1 Regioes Elementares

Definiremos trés tipos especiais de subconjuntos do plano, que serdo utilizados para estender
o conceito de integral dupla sobre retingulos a regides mais gerais Seja D C R?.

Regides de tipo I

D é uma regido de tipo I se pode ser descrita por:

D={(z,y) €R’Ja<z<b, ¢1(z) <y < ¢o(z)}

sendo ¢; : [a,b] — R (i = 1, 2) fung¢des continuas tais que ¢1(z) < ¢2(z) para todo = € [a, b].

@

Figura 6.13: Regides de tipo L.

Regides de tipo II

D é uma regido de tipo II se pode ser descrita por:

D ={(z,y) e R’ /c <y <d, ¢1(y) <z < a(y)}

sendo 9; : [¢,d] — R (i = 1,2) fung¢des continuas tais que 1 (y) < ¥2(y) para todo y € [c, d].
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Figura 6.14: Regides de tipo II.

Regides de tipo III

D é uma regido de tipo III se pode ser descrita como regido de tipo I ou de tipo II.

As regides de tipos I, II ou III sao chamadas elementares. As regides elementares sdo fechadas
e limitadas.

Exemplo 6.4.

[1] A regido limitada pelas curvas y = 2 e y = 4z — 22 pode ser descrita como de tipo I:
A intersecdo das curvas é dada pela solugdo do sistema:

y =z’
y:4w—w2,

do qual obtemos: z = 0 ez = 2;logo, D = {(z,y) € R? /0 <z <2, 2% <y < 4z — z?}.

Figura 6.15: Regido de tipo L.
[2] Seja a regido D limitada pelas seguintes curvas: y2 —z = ley? +z = 1.

A regido pode ser descrita por D = {(z,y) € R? / —1<y<1,92-1<z<1-4y?}; Déuma
regido de tipo II.
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Figura 6.16: Regiao de tipo II.

[3] A regido D limitada pela reta z + y = 2 e pelos eixos coordenados, no primeiro quadrante,
pode ser descrita como de tipo II: D = {(z,y) e R2/0 <y <2,0<z <2 -y}

2

T =
Figura 6.17: Regido de tipo III.

[4] A regido D limitada pelas curvas y = x — 1 e y? = 2z + 6, pode ser descrita como de tipo IL.
A intersecdo das curvas é dada pela solugdo do sistema:

y=z—1
y? =2z +6,

do qual obtemos: z = —1 ez = 5;logo: D = {(z,y) e R?/ —2 <y < 4, %—3§x§y+1}.

&

Figura 6.18: Regido de tipo II.

[5] Seja D a regido limitada pela curva 22 + y? = 1; esta regido é do tipo IIL. De fato:
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De tipol: D = {(z,y) e R?/ -1 <z <1, ¢1(z) = —V1 — 22 < y < ¢o(z) = V1 — 22}. De tipo
I:D = {(z,y) e R/ =1 <y <1, ¢i(y) = =1 —y% <z <a(y) = /1 -y?}.

6.6 Extensao da Integral Dupla

Seja D uma regido elementar tal que D C R, onde R é um retangulo e f : D — R uma fungdo
continua (logo limitada). Definamos f*: R — R por:

. _Jflz,y) se (z,y) €D
f(:c,y)—{o se (z,y) € R—D.

f* élimitada e continua, exceto, possivelmente, em 0D; mas se 0D consiste de uma unido finita
de curvas que sdo gréficos de fungdes continuas, pelo teorema 6.1, f* é integravel sobre R.

Figura 6.19: Graficos de f e f*, respectivamente.

Definigdo 6.3. f: D — R é integrdvel sobre D se f* é integrdvel sobre R e em tal caso definimos:

// fla.y) dady = // () dedy.

Se R, é outro retangulo tal que D C R, e f{ : Ry — R é definida como antes, entdo:

// f*(m,y)dxdy=/ fi(z,y) dz dy,
R Ry
pois f* = fi = 0 onde R e R; diferem.

Figura 6.20:
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Logo, [[ ,f(z,y) dz dy ndo depende da escolha do retangulo.

6.7 Integral Dupla e Volume de Sdélidos

Proposicdo 6.2. Se f : D — R é uma fungio continua e limitada sobre D, entdo:

1. Se D é uma regido de tipo I:

J[ sewdeay= [ b [ /¢ f:)f(x,y) dy] dz

2. Se D é uma regido de tipo II:

/[ sendeay= [ ’ [ /w T:j)f(w,y) dw] dy

Para a prova, veja o apéndice.

Corolério 6.4. Se f(x,y) = 1 em todo D, entdo:

// dz dy = Area(D)
D

b
De fato, se D é de tipo I, temos // dr dy = / [¢2(z) — ¢1(z)] dz = A(D).
D a

Se f(z,y) > 0 e é continua em D, podemos novamente interpretar a integral dupla de f sobre
D como o volume do sélido W' limitado superiormente pelo gréfico de f e inferiormente por
D.

W = {(x,y,z) €R3/($’y) €D, 0<2z< f(:v,y)}

D é a projecdo de W sobre o plano zy e:

vov) = /[ ey dady

6.7.1 Exemplos

17,1
[1] Calcule / [ / e’ da:] dy. A integral ndo pode ser calculada na ordem dada. Observe que:
0 Ly

ir pt
// e dx dy = / [/ e d:c} dy.
D 0 Y
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A regido D, onde esta definida a integral, é de tipoIl: 0 <y <ley <z < 1.

1

Figura 6.21: A regido D.

A regido D é de tipo III; logo, D também é de tipol. Defato: 0 <z <le0 <y <ze:

2 1 z 2 1 2 ].
// e’ dxdy:/ [/ e’ dy]d:v:/ ze® dr==(e—1).
D o LJo 0 2

[2] Calcule / 1 [ / 1 SeT;(y) dy] dz.
0 T

A regido D, onde esta definida a integral é de tipo I: 0 < z < 1e z <y < 1. Por outro lado, D é
de tipo III, logo D também é de tipoI: 0 <y <1le0 <z < y:

Figura 6.22: A regido D.

/01 [[clsez(y) dy] o — /01 [/Oysez(y) dx] dy — /Olsen(y) 1 cos(l).

[3] Calcule V1 —19y2dzdy, onde D é a regido limitada por 22 + y?> = 1 no primeiro qua-
b & p p q

drante.
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1

Figura 6.23: A regido D.

Consideramos D como regido de tipo II. D = {(z,y) e R/0 <y < 1,0 <z < /1 —y?}. Pela
proposicao:

1r /192 1 9
// \/1—y2da:dy:/ [/ \/1—y2dw]dy:/(1—y2)dy:—.
D o LJo 0 3
Note que se escrevemos D como regido de tipo I, a integracdo é muito mais complicada.

[4] Calcule // (z 4 y)? dz dy, se D é a regiao limitada por y = z, 2y = = + 2 e 0 eixo dos y.
D

1 2

Figura 6.24: A regido D.

As retas se intersectam no ponto (2,2). Escrevendo D como regido de tipo I: 0 < z < 2,
r<y<S+1L

//D(Hy)zdxdy B /02 [/fﬂ(ery)Qdy] dx = %/02((3; +1)°— 8a%) dr = 2L

[5] Determine o volume do sélido limitado por y — z + 2z = 1 e pelos planos coordenados.
Para ter uma visdo geométrica do problema, fazemos o desenho do sélido, que é limitado
superiormente pelo plano que passa pelos pontos (0,0, 1), (0,1,0), (—1,0,0) e inferiormente
pelo plano z = 0.
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Figura 6.25: O sélido e a regido, respectivamente.

A integral dupla representa o volume do sélido limitado superiormente pelo gréfico da funcao
z = f(z,y) =1+ = — y e, inferiormente pela regido D projecao de W no plano zy.

W ={(z,y,2) €R®/(z,y) €D, 0<z<1+z—y},

onde D = {(r,y) eR?/ —1<2<0, 0<y<z+1} é regido do tipo L. Seu volume é:

V(W)://D(1+w—y)dxdy:/_01[/0”1(1+x—y)dy]dw:%/_Ol(x+1)2dw:%u.v.

[6] Determine o volume do sélido limitadopor z =2z + 1,z =y? ez —y = 2.
p Y Y

Figura 6.26: O s6lido do exemplo [6].
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Figura 6.27: A regido D.

Observe que z = f(z,y) =2z +1e

V(W)=//D(2x+1)dzdy,

onde D é a projecdo do s6lido no plano zy. Considerando D como regido do tipo II, ela é
definida por:

D={(z,y) eR’/ —1<y<2, 9> <z <y+2}

O volume é:

2 ut2 2 189
V(W):// (2:C+1)dacdy:/ 2z +1)dx dy:/ 5y +6—yH)dy = —u.v.
D —-1LJy? -1 10

[7] Calcule o volume do sélido que estd acima do plano zy e é limitado por z = z2 + 492 e
2 +49y? = 4.
O gréfico de z = 22 + 4y? é um parabol6ide elitico e o de z? + 4y? = 4 é um cilindro elitico.

Figura 6.28: O s6lido do exemplo [7].
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Figura 6.29: A regido do exemplo [7].

Pela simetria do sélido, calculamos o volume no primeiro octante e multiplicamos o resultado
por 4.

1 2

Figura 6.30: A regido D.

D é a projecdo do cilindro no plano zy. D édo tipo: 0 <z <2e0 <y < ”42_12 e,
Y e
V:4// (x2+4y2)da:dy:4/ [/ (2% + 4y?) dy| dx
D o LJo
2 3

4—g?)3
:2/ (x2 4—:1:24—%)(13::4%%'0.
0

[8] Calcule a rea da regido plana limitada pelas curvasy = 22 ey = 4z — 22.

Os pontos de intersecao das curvas sao: (0,0) e (2,4).

1 2

Figura 6.31: A regido D.
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Dédotipol:0<z<2ez?<y<dr—z%

21 rdz—z? 2 8
A:// da:dy:/ [/ dy]dx:2/ (2z — %) dz = = u.a.
D 0 /a2 0 3

2 2

[9] Calcule o volume do sélido obtido pela intersecdo dos cilindros: z2 +y? = a? e 22 + 22 = a?,

a # 0.

O solido é simétrico em relagdo a origem.

Figura 6.32: Intersegdo dos cilindros.

Calculamos o volume da por¢ao do sélido no primeiro octante e multiplicamos o resultado por
8.

Figura 6.33: O s¢lido no primeiro octante.
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Claramente D é regido do tipo: 0 < z < ae 0 < y < va? — z?. A altura do sélido W é dada
por z = f(z,y) = Va? — 2?2 e:

V=8// va? — z2dxdy
D
a VaZ—z2
:8/ |:/ va? — z2dy| dz
0 0

= / (a? — 2?) dz = 16@3.
0

[10] Calcule o volume do sélido limitado por 3z + 4y = 10, z = z? + y? e situado acima do
plano zy, no primeiro octante.

1 2 3

Figura 6.34: Sélido e regido do exemplo [10], respectivamente.

D é uma regido do tipo I1: 0 <y < g e0<z< 1054‘”; logo:

10—-4y

5
V:// (x2+y2)d:vdy:/2[/ P (22 4y da| dy
D 0 0
5
2

2

=—— [ (2y —5)(43y* — 80y + 100) dy

81 J,
5
2 ) 15625
=51 ), (86 y° — 375y~ 4+ 600y — 500) dy = 1295 UV

[11] Calcule o volume do sélido limitadoporz —zy =0,2 =0,y =z?ey? —z = 0.
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Figura 6.35: Sélido do exemplo [11].

D éumaregidodotipol: 0 <z <lez?<y<./z,

Figura 6.36: Regido D.

1 VT 1 1 1
logoV:// a:yd:z;dy:/ [/ :cydy] dx:—/ (%2 — 2°%) dz = — u.v.
D 0 /a2 2 Jo 12

201
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Capitulo 7

Mudanca de Coordenadas

7.1 Introducao
Seja D* C R? uma regido elementar no plano uv e:
z,y:D* — R,

onde z = z(u,v) e y = y(u,v) sdo fungdes continuas e com derivadas parciais continuas num
retangulo aberto R tal que D* C R. Estas duas fun¢des determinam uma transformacdo do
plano uv no plano zy. De fato, T : D* — R?, onde T'(u,v) = (z(u,v),y(u,v)). A transformagao
T é também denotada por:

z= z(u,v)
Y= y(u,v), (U,U) € D*.
Denotemos a imagen de D* por T' como D = T'(D*), contida no plano zy.

y

D* T

Figura 7.1: Mudanga de coordenadas.

Exemplo 7.1.
Seja D* = [0,1] x [0,27] e T'(r,t) = (r cos(t), r sen(t)), Determinemos D = T'(D*) no plano zy.

{m = rcos(t)

y= rsen(t);
logo: 22 +y? =r? < 1;entdo D = {(z,y) € R?/2? + y? < 1}.

203
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T . @
CD

Figura 7.2:

Definicdo 7.1. Uma transformagio T é injetiva em D* se T'(u1,v1) = T'(ug, v2) implica em uy = ug
e vy = vo, para todo par de elementos (u1,v1), (uz,v2) € D*.

No exemplo 7.1, temos que D* = [0,1] x [0,27] e T'(r,t) = (r cos(t),r sen(t)). A transformagdo
T néo é injetiva: De fato, T'(0,¢1) = T(0,t2) = (0,0) para ¢t; # t2. Observe que T'(L) = (0,0),
onde L = {(0,t)/0 <t <2x}. Mas se D* = (0, 1] x (0,27], T é injetiva.

Seja T : D* — D uma transformacao definida por:

{:1:: z(u,v)
y= y(u,v), (u,v)€ D"

Considere a seguinte matriz:

oz oz

ou ov
J =

9y 9y

ou v

onde as derivadas parciais sdo calculadas nos pontos (u,v) € D*. J é chamada matriz Jacobiana
(de Jacobi) da transformacédo 7T'.

Definicdo 7.2. O determinante da matriz J, dito jacobiano de T', é denotado e definido por:

I TR
= det(J) = ou Ov  Ov Ou

onde as derivadas parciais sio calculadas nos pontos (u,v) € D*.

A importancia da matriz Jacobiana de uma transformacdo devera ser estudada com mais rigor,
em disciplinas mais avancadas. Por enquanto citaremos a seguinte proposi¢do, sem prova:

Q

(z,y
0(u,v)
(w0, vo) tal que a restrigdo de T a esta vizinhanga é injetiva.

Proposigdo 7.1. Se # 0, no ponto (ug,v9) € D*, entdo existe uma vizinhanga do ponto

Exemplo 7.2.
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[1] No exemplo 7.1, temos que D* = [0, 1] x [0, 27] e T'(r,t) = (r cos(t),r sen(t)). Logo,

Note que para todo (7, t) € L temos % =0.

[2] Seja 0 quadrado D* = [0, 1] x [0,1] e T'(u,v) = (u + v,u — v).

r =u+v

Yy =u-—0.
Seu=0,entdoy = —x;sev =0,entdoy = z,seu = 1;entdoy = 2—zxesev = 1, entdoy = z—2.
A regido D = T(D*) é a regido do plano zy limitada pelas curvasy =z, y = —z,y =z — 2 e
y = 2 — . Ojacobiano % = -2

1 -1
Figura 7.3: Regides D* e D, respectivamente.

[3] Seja D* a regido limitada pelas curvas u? —v? = 1, u? —v%? = 9, uv = 1 e uv = 4 no primeiro

quadrante, sendo T'(u,v) = (u? — v, uv). Determinemos T'(D*) = D, fazendo:

= u?—v?
Yy= uv;

2—1)2:9,er1tz?103::9,seuv:1,er1’cz~1oy:leseuv:4,

seu?—v2=1entdoz = 1;seu

entdioy =4

IN

©

1 2 3 1

Figura 7.4: Regides D* e D, respectivamente.
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Buw) = 2(u? + v?), que ndo se anula em D*. Logo T é injetiva.

Teorema 7.1. Sejam D e D* regides elementares no plano, T uma transformagdo de classe C'! e injetiva
em D*. Suponha que T(D*) = D. Entdo, para toda fungdo integrdvel f sobre D temos:

/ fxydxdy—/D*fuv‘ ’;
O(z,y)

onde ‘ Bun) ‘ é 0 valor absoluto do determinante Jacobiano e f(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)). Em particular

o= [f =], J5

E possivel mostrar que o teorema anterior é ainda valido se T ndo é injetiva num subconjunto
de contetido nulo de D*, como no caso de L, no exemplo 1.
Observe que podemos ir do plano uv ao plano zy e vice-versa, pois T é bijetiva.

du dv

a drea de D é:

du dv

7.2 Mudanga Linear de Coordenadas

Consideremos a seguinte transformacao:

z= z(u,v) =aru+bv
y= y(u,v) =agu+bv

onde a1 by — as by # 0. Como

A .
L ‘ = |a1be — agby|, do teorema anterior, segue:
v

Corolario 7.2. Se f(u,v) = f(a1u + by v,as u + bev), entdo:

//Df(ﬂc,y) dr dy = |ai1by — a2b1|//D*f(u,v) du dv

Em particular, a drea de D é:

| A(D) = |aby — asby| A(D")

Note que:
b2 xr — b1 y
u=ulz,y) =S
a1by — asby
o= vlzy) = 20ty
Y a1b2 - (lgbl

eque‘a |_‘a )
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Exemplo 7.3.

[1] Calcule / / zydzrdy, onde D é aregido limitada pelas curvasy =2z, y =z, y =2z — 2e
D

y=x+1.
Mudamos para o plano uv fazendo:

r =u-—2v
y =2u—v.
A nova regido D* é limitada pelas seguintes curvas: v =0, v = -2, u =0eu = 1.
g P g

4 1

1 2 3

Figura 7.5: Regides D* e D, respectivamente.

‘a(m,y)‘ =1le f(u,v) = (u—v)(2u —v) = 2u? — 3uv + v°. Entio:

O(u,v)
1r 0
// myd:cdyz/ [/ (2u® — 3uv 4+ v?) dv| du = 7.
D 0o LJ-2

[2] Calcule / / e d dy, onde D é a regido limitada pela curva y + z = 2 e pelos eixos
D

coordenados.
A presenca dos termos z + y e z — y sugerem a seguinte mudanca:

u =zr+y
v =y -—I.
D é limitada pelas curvas ¢ = 0, y = 0 e x + y = 2; entdo, D* é limitada pelas curvas v = v,

u = —v e u = 2, respectivamente.

2

1 2 -2

Figura 7.6: Regides D* e D, respectivamente.
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‘6(u,u)| —9%2e |6($,y)| — %, f(u,'u) = e%; entao:

y==z 1 v I N
// ewﬂdwdy:—// eududv:—/ /eudv du
D 2 D* 2 0 —u
1 v

2 v=u -1 2
z—/ueu du:e © /udu
2 Jo 2 0
-1

vV=—Uu

—€—e€

[3] Determine a drea da regido D limitada pela curva fechada (22 — 4y + 7)? + (z — 5y)% = 16.

Considere a mudanga:

u= 2x—4y+7
v= x—dy.

D* é a regido limitada pela curva u? + v? = 16 que é um circulo centrado na origem e de raio 4.

-3

Figura 7.7: Regides D* e D, respectivamente.

[4] Calcule / / cos (m —_F y) dz dy, onde D é a regido limitada pela curva y +z = 1 e pelos eixos
D TTyY

coordenados.

A presenga dos termos z + y e x — y sugerem a seguinte mudanga:

U =T—Yy
v =z+y.
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1 -1 1

Figura 7.8: Regides D* e D, respectivamente.

Tes| = Je flu,v) =

. 4 U . A —
D* é a regido limitada pelas seguintes curvas: u = v, u = I0%0)

cos (%), entdo:

I (552 =3 = [ ([ iy

_ 5/0 v (sen(1) — sen(— ))d’u-sen(l)/ﬂlfudv

sen(l).
2

2
5] Calcule / / yreT + i 5 dz dy, onde D é aregido limitada pelas curvasy—2xz = 2, y+2z = 2,

—Zx—ley+2x—1
A presenca dos termos y + 2z e y — 2z sugerem a seguinte mudanga:

u =y+2z
v =y—2z.

D* é aregido limitada pelas seguintes curvas: u =1, u =2, v=1ev =2.

2

-1 -0.5 0.5 1 1 2

Figura 7.9: Regides D* e D, respectivamente.
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7.3 Mudancga Polar de Coordenadas

Um ponto P = (z,y) em coordenadas retangulares tem coordenadas polares (r,8) onde r é a
distancia da origem a P e § é o angulo formado pelo eixo dos x e 0 segmento de reta que liga a
origema P.

Figura 7.10: Mudanga polar de coordenadas.

A relagdo entre as coordenadas (z,y) e (r,0) é dada por:

{x = rcos(0)

y= rsen(f)

onder = /22 + y? e § = arctg(¥), z # 0.

Esta mudanga é injetiva em D* = {(r,0)/r > 0, 6y < 6 < 6y + 27}, ) =constante. Note que
a regido circular D = {(z,y) /2% + y*> < a?} corresponde, em coordenadas polares, a regido
retangular D* = {(r,0) /0 <r <a,0< 0 <27} =[0,a] x [0,27].

Exemplo 7.4.

[1] A cardiéide é uma curva de equagio cartesiana z2 + y*> = /22 + y2 — y; em coordenadas
polares ficar =1 — sen(f), r >0.

[2] A lemniscata de Bernoulli é uma curva de equagio cartesiana (z2 + y?)? = a? (22 — ?); em
coordenadas polares fica r? = a? cos(26).

Figura 7.11: Carditide e lemniscata, respectivamente.

[3] O cilindro circular reto de raio a, em coordenadas cartesianas é definido como o seguinte
conjunto C = {(z,y, 2) € R®/z? + y? = a?, a > 0}; em coordenadas polares:

C={(r0,2)eR/r=a,0<0<2n}.
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Calculemos o jacobiano da mudanga de coordenadas polares: |%‘ = r > 0. Do teorema
anterior, segue:

Corolario 7.3. Se f(r,0) = f(rcos(0),r sen(®)), entdo:

//Df(w,y)d:cdy = //D*rf(r,e)drdﬁ

Esta igualdade ainda é vdlida se D* = {(r,0)/r > 0, 6y < 0 < 0y + 27}.

Em particular a drea de D é:

A(D) = //Ddxdy: //D*r dr do

7.3.1 Regides Limitadas por Circulos

2

Seja a > 0. A regido D, limitada pelo circulo 22 + y? = a?, em coordenadas polares é dada por:

D*={(r,0) cR*/0<r<a,0<6<27}.

Figura 7.12: A regido D.

Neste caso:

//Df(m,y)dzdy:/OQW[/Oarf(r,O)dT] do

A regido D, limitada pelo circulo (z — a)? + 92 < a?, em coordenadas polares é:

D* ={(r,0) €eR*/0 < r < 2acos(f), —= <0 < g}

b 3
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9

Figura 7.13: A regido D.

Neste caso:

//Df(x,y) dzdy = /j [/OQCLCOS(Q)rf(r, 0)dr| do

A regido D, limitada pelo circulo z? + (y — a)? < @?, em coordenadas polares é:

D* = {(r,0) e R?/0 < r < 2asen(d), 0 <0 < 7}.

\_/

Figura 7.14: A regido D.

Neste caso:

//Df(x,y) dordy = /07r [/02asen(0)rf(r,9) dr| do

Exemplo 7.5.

[1] Calcule // (z® 4 y?) dz dy, onde D é a regido limitada pelas curvas 22 +4? = 1, 22 +4? = 4,
D

y=zey= @x, no primeiro quadrante.
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1 2

Figura 7.15: A regido D.

Usando coordenadas polares, a nova regido D* no plano rf é determinada por:

D'={(r0/1<r<2 T<o<Ty

=SB
I

Como z2 + y? = r?, temos:

T
// (m2+y2)d$dy:// r3drd9:/4[/ r3dr] FrILY
D D = L 16
2

[2] Calcule In(z? + y?) dz dy, onde D é a regido limitada pelas curvas z2 + 3> = a? e

D
22 +9y?2 =b% (0 <a<b).
Usando coordenadas polares temos que D* estd determinada por: a <r <be0 < 0 < 27. Por
outro lado, In(z? + y?) = 2in(r),

b

b
2 2 = TIiN\T T = 4T TIN\T T=T 7"2 n\r) —
//Dln(a: +y)dxdy—/yD*2 In(r) dr do = 4 / In(r)dr = 7 (r2(21n(r) — 1))
=7 (2b%In(b) — 2a”In(a) + a® — b?).

a

[3] Determine o volume do sélido situado acima do plano zy e limitado pelos gréficos de z =
$2+y2ea:2—l—y2 =24y.

O gréfico de z = 22 +y? é um paraboléide centrado na origem e o de 22 +y? = 2y é um cilindro
circular reto centrado em (0, 1,0) e de raio 1, pois, 72 + y? — 2y = 22 + (y — 1)2 — 1.

0.25.0

0.5

Figura 7.16: O s6lido do exemplo [3].
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Logo D = {(z,y) € R?/2? + (y — 1)? < 1}, em coordenadas polares é:
D* = {(r,0) € R*/0 < r < 2sen(d), 0 < 6 < 7}.

O sélido W ¢ limitado superiormente pelo paraboléide. V = [[ (2% + y*) dzdy. Utilizando

coordenadas polares temos 72 + y2 = 2 e:

™ 2sen () ™
V=// (w2+y2)dwdy=// r3drd9=/ [/ r3dr]d9=4/ sen* () do
D D* 0 0 0

6 ™
= —sen®(0) cos(h) — gcos(ﬁ) sen(0) + 37 = 3%ru.v.

0

[4] Calcule o volume do sélido limitado externamente por z2 +y% + 22 = 25 e internamente por
2, .2
zt+y“=9.

Figura 7.17: O s6lido do exemplo [4].

3 5

Figura 7.18: A regido D.
Pela simetria do sélido, calculamos o volume no primeiro octante e multiplicamos o resultado

por 8.
V:8// V25 — 22 — y? dz dy,
D

onde D é a projegao do s6lido no plano zy. Usando coordenadas polares obtemos a nova regido
D* definidapor: 3 <7 <50<60< ZTe /25— 22 —y2 =25 —r2

2 [0 2567
V=_8 25 —x2 —y2drdy =8 rv25 —r2dr dﬂzTuv
D o L/3
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[5] Calcule o volume do sélido limitado pelo elipséide 2—; + ‘z—; + i—; =1;a, b, c#0.
Pela simetria do sélido calculamos o volume relativo ao primeiro octante; logo:

2 y2

A regido D é limitada pela porcdo de elipse z 4 ‘z—; = 1 no primeiro quadrante. Usemos

2
Q
primeiramente a seguinte mudanga:
r =au
y =bu;

o determinante Jacobiano da mudanga é a b e D* é limitada por u? + v? = 1. Temos:

2 2
VzSc// \/1—($—2+Z—2)dxdy:8abc// V1—u2 —v2dudv.
D a D+

Agora, usamos coordenadas polares:

{u = rcos(0)

v=rsen(h).

O determinante Jacobiano é r; V1 —u? —v? = /1 —r? e a nova regido D** é definida por
0<r<lel0<O<L3:

4
VzSabc// rv1—r2drdf = agcwu.v.
D**

3

Em particular, se a = b = ¢ temos uma esfera deraioa e V = 2% y.v,
+00 5
[6] Calcule / e ¥ dx.
0
Esta integral é muito utilizada em Estatistica. Seja R = [—a, a] x [—a, a]. Entdo:

// e~ (@) g dy = / [/ e T eV’ dy] dr = [/ e v dx] [/ eV’ dy].
R —a L/ —a —a —a

O grafico de f(z,y) = e—(@*+9%) &

Figura 7.19:
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Se denotamos por L(a) = ffae*“2 du = 2f0ae*”2 du, temos:

L%*(a) = //Re(z2+y2) dz dy.

Sejam D e D, regides elementares tais que D C R C D, onde D é a regido limitada pelo circulo
inscrito em R e D é a regido limitada pelo circulo circunscrito a R:

D1

Figura 7.20:

Como f(z,y) = e~ (z*+¥”) & continua em Dy e e~ (*°1¥*) > 0, para todo z, y,

// e @) gy dy < L*(a) < // e~ @ +9”) gy dy.
D D,

Usando coordenadas polares, D é definida por 0 < r < ae0 < § < 27, D; é definida por
0<r<v2ae0<0<2me @) = e

/027r [/Oare—” dr] do=r(1-e");
V(1 —e ) < La) < /7 (1 — e 29%),

a 2 too 2
Como lim e ¥ du= / e Y du, temos:
0 0

a——+00
“+o0o
.2 ™
e ¥ du= £
0 2

entao,

[71Se D = {(z,y) € R2/1 < (z —y)? + (z +y)? < 4,y <0, z +y > 0}, calcule:

z+y

Usamos mudanga linear:
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Logo, a nova regido D* ¢ limitada pelas curvas u? + v? =1, u? + v? =4,v <uel < v:

2

1 2

Figura 7.21: Regido D.

oty ) v

exr—y Eu
— dzrdy = = — du dv.
//D($_y)2xy 2//D*U2 v

Usando coordenadas polares obtemos a regido D** definidapor: 1 <r <2e0 <6 < 7

1 eu 1 r et9(®) In(2)
— J— = — —_——F = — - 1 -
2 //D* u? dudv 2//13** 72 cos?(6) dr df 2 (e—1)

7.3.2 Aplicacao

Seja D regido do tipo II, limitada por curvas de equagdes (em forma polar): = g(6) e r = h(0)
e definida por:
D = {(r,0)/9(0) <r < h(0), 61 <6 <6},

onde g, h : [61,62] — R sdo fungdes continuas tais que 0 < g(#) < h(0).

) / y
e2
D *
e
1 A

r

Figura 7.22:

Entéo:

//Df(a:,y) drdy = /:2 [/g(’:la:)r f(r,0) dr] do
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Em particular, a 4rea de D é:

AD)= [[ dady=3 /9 6 [(hw))? ~ (9(0))2| 0

Exemplo 7.6.

[1] Calcule o volume do sélido limitado pelo cone z = /z? + y? e pelo cilindro r = 4 sen(0),
no primeiro octante.

Usando coordenadas polares temos que o cone escreve-se z = r; no plano r 6 o cilindro projeta-
se no circulo r = 4 sen(#);logo 0 < r < 4sen(f) e 0 <0 < 7.

w

~

—

Figura 7.23:

z 4 sen(9) 12
V:// T2drd0:/2[/ r2dr]d9:—8u.v.
D* 0 0 9

[2] Calcule a drea da regido limitada pelo interior do circulo r = 4 sen() e pelo exterior do
circulo r = 2.

Figura 7.24:
Os circulos se intersectam em: 0 = % el = %” e
1[% 2
A(D) = 5/ (16 sen?(6) — )8 = (2 +2v3) .a.

[3] Calcule a drea da regido limitada por r = 2(1 + sen(6)).
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Figura 7.25:

27
0<6<2n Logo: A(D) = 2/ (1 + sen(0))%dd = 6ru.a.
0

[4] Calcule a drea da regido limitada por r = sen(36).

Figura 7.26:

1 [ s
0<6< 27 Logo: A(D) = 5/ sen?(360) dO = o U--
0

7.4 Outras Aplicacoes da Integral Dupla

Como em uma variadvel, outras aplica¢des, além do calculo de volumes, podem ser definidas
através de integrais duplas, tais como, massa total, centro de massa e momento de inércia.

7.4.1 Massa Total

Suponha que uma ldmina fina tem a forma de uma regido elementar D e consideremos que
a massa estd distribuida sobre D com densidade conhecida, isto é, existe uma fungdo z =
f(z,y) > 0 em D que representa a massa por unidade de drea em cada ponto (z,y) € D. Se
a lamina é feita de material homogéneo, a densidade é constante. Neste caso a massa total da
lamina é o produto da densidade pela 4drea da ldmina. Quando a densidade f varia de ponto a
ponto em D e f é uma fungdo integravel sobre D, a massa total M (D) de D é dada por:

M) = [[ jwp)dady
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7.4.2 Momento de Massa

O momento de massa de uma paticula em torno de um eixo é o produto de sua massa pela
distancia (na perpendicular) ao eixo. Entdo, os momentos de massa da ldmina D em relagdo ao
eixo dos z e dos y sdo respectivamente:

o= [[ viewdeay, M= [[ fy)dzay

yl|---- D

X

Figura 7.27:

7.4.3 Centro de Massa

O centro de massa da lamina é definido por (7,7), onde:

__ M M,

Fisicamente (Z,7) é o ponto em que a massa total da lamina poderia estar concentrada sem
alterar seu momento em relagdo a qualquer dos eixos. Se f(z,y) = k, (¢ > 0) em todo D, (7, y)
é chamado centréide de D. Neste caso o centro de massa é o centro geométrico da regido D.

Exemplo 7.7.

[1] Calcule o centro de massa do retangulo [0,1] x [0, 1] se a densidade é dada pela funcao:
f(z,y) = e**Y. A massa total de D = [0,1] x [0,1] é:

i1 pl
M(D):/0 [/0 em+yd:v] dy = e* —2e+ 1.

Os momentos de massa respectivos sdo:

ir g1 ir o1
sz/ [/ye“’ydx]dy:e—l e My:/ [/ $e$+ydm]dy:e—1
0o LJo o LJo

e o centro de massa de D é (-1, -L).
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[2] Determine o centro de massa da regido limitada por um semicirculo D de raio a centrado
na origem, sabendo que sua densidade em cada ponto é proporcional a distancia do ponto a
origem.

Figura 7.28:

f(z,y) = k+/2% + y2. Calculamos a massa total usando coordenadas polares. A nova regido
D* é definidapor: 0 <r<ae0<@<m22+y>=mr

™ a 3
M(D)Zk/ [/ r2dr]d0=k7ra.
0 0 3

Os momentos de massa respectivos sdo:

Mz_/ [/ 3 cos (0 dG]dr—O e My—/ [/ rsen(&)dQ]dr:a;;

3
’ 2ka7r)

o centro de massa de D é (0

[3] Determine o centréide da regido limitada pelas curvasy = z2 ey = 4z — 22.

4

1 2

Figura 7.29:

Neste caso f(z,y) = 1 para todo (z,y) € D, onde:
D = {(z,y) ER2/0§w§2, z? §y§4w—x2}

e M(D)=A(D) = %. Esta drea ja foi calculada anteriormente.

2

2 dz—x 16 2 4z—1x? 8
M, = / ydy|de=— e My:/ / zdy|dz = <
0 2 3 0 2 3
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o centréide de D é (2,1).

[4] Determine o centro de massa da regido limitada pelas curvasy = z + 22,y =0ez = 2sea

densidade em cada ponto é f(z,y) = 5.
2r m(m—l—l) 7 1 2 10
Y 3 2
M.D = = — e
(D) /0 _/0 1—|—:1;dy_d$ 2/O(av +z%) dx 3
2T .’E(CL‘—}-I) 2 7 1 2 412
Y 4 3
M == d d = — d - —
= | ae= g 6 et ar =
21 I(I-f—l) zy T 1 2 26
M, = dy| dz = = 422t +23)de = =
y 0/0 1+xy_:v 3/0(x+w-|—:v)w =

o centro de massa de D é (%a %)'

7.4.4 Momento de Inércia

Sejam L uma reta no plano, D uma ldmina como antes e §(z,y) = d((z,y),L), onde d é a
distancia no plano e (z,y) € D.

pd
N/
Figura 7.30:

Se f(z,y) é a densidade em cada ponto de D, o momento de inércia da lamina em relagao a reta
Lé:

I = / / 0%(z.9) fa,y) dady

Em particular, se L é o eixo dos z:

Izz//Dny(x,y)dwdy

Se L é o eixo dos y:

I, = //D$2f($,y) dz dy
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O momento de inércia polar em relacdo a origem é:

.m=1¢+1:=// («® +42) f (2, y) d dy
D

O momento de inércia de um corpo em relacdo a um eixo é sua capacidade de resistir a acele-
ragdo angular em torno desse eixo.

Exemplo 7.8.

[1] Determine o momento de inércia polar da regido limitada pelas curvasy =e®,z =1,y =0
e z = 0, se a densidade em cada ponto é f(z,y) =z y.

1 e® 1
Iw:// acy?’dmdy:/ [/ acy?’dy] de = —(3e* +1),
D o LJo 64
1 er
o~ f s ]
D o LJo

logo, o momento de inércia polar é:

1
yx?’dy] dr = E(e2 + 3);

1
In=I,+1I,= 6—4(3e4+4e2+13).

[2] Uma lamina fina com densidade constante k ¢ limitada por z? + 32 = a® e 2% + % = 1?,
(0 < a < b). Calcule o momento de inércia polar da lamina.
Usando coordenadas polares, a nova regido é definida por: a <r < be0 < 8 < 27 e 0o momento

de inércia polar é:
27 b 4_ 4
Io=k/ [/rg'dr]dH:M.
0 a

7.5 Exercicios

1. Calcule // f(z,y) dz dy, se:
R

@ f(z,y) =2y’ e R=[0,1] x [0,1]

(b) f(z,y) = (z+y)? (2 —y*) e R=1[0,1] x [0,1]
(©) f(z,y) =22 +4yeR=10,2] x [0,3]

(d) flz,y) = FqeR=[-1,1] x [-1,1]

(€ f(z,y) =e"¥(z° +y*) e R=[-1,3] x [-2,1]
() f(z,y) =zy—y*eR=10,5] x [0,4]

() f(5,y) =5oy? e R=[1,3] x [1,4

(h) f(z,y) =2z+c2yeR=[-2,2] x [-1,1]

() flz,y) =22 —y2 e R=[1,2] x [1,1],
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2. Calcule o volume do sélido limitado superiormente pelo gréfico da fungdo e inferiormen-
te pelo retangulo dado:

(@) z=19—y2e R=10,4] x [0,2]

(b) z=22+y*e R=[-2,2] x [-3,3]

() z=y?—2?2e R=[-1,1] x [1,3]

(d) z=2z+3y+6eR=[-1,2] x [2,3]

(e) z=acos(20) +bsen(2a)e R=[0,5] x [0,F
(f) z=zsen(y) e R =1[0,7] x [0, 7]

3. Calcule as seguintes integrais mudando a ordem de integragao:

(@) /01 /yl tg(z?) dx] dy (d) /01 /ml sen(yQ)dy] dz
o [1[ 30 o [1[e]o
© /01 /0 A _yzdy] dz ) /03 :/yjycos(g;2)dx] dy

4. Calcule as seguintes integrais sabendo que D é limitada pelas curvas dadas:

(a) // ydedy;y =222 -2, y=22+z
D

(b) // rydedy; £ 4% = 1,0,y >0
D

(c) // zdrdy;z —y? =0,z=1
D
dx dy
d sy —z>=0,y=1
()//DIQJrly z¢=0,y

(e) //D(x2+y2)dxdy;y20,y::c—1em:1,x:0
(f) //Dex"'ydxdy;yzo,y:xex—l:0

(g) //Dmcos(y)d:cdy;y:O,y:x2ex:1

(h) //D4y3d:vdy;y:ac—6ey2:m

M // (v* —z)dzdy;y? =z ex=3—2y>
D
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() // (2> +2y)dzdy;y =23 ey =22 +1
D

(k) // (14+2z)dedy;z =y’ ey +x =2
D

(D // dedy; > =13 ey =z
D

5. Determine o volume dos seguintes sdlidos:

(a) Limitado superiormente por z = z? + y? e inferiormente pela regido limitada por

y=x’ez =1y

(b) Limitado superiormente por z = 322 + y? e inferiormente pela regido limitada por
y=zex=1y>—uy.

(c) Limitado por 2 + 22 =4,z = 2y, z = 0 e z = 0, no primeiro octante.

(d) Limitadoporz=z2+9y2+4,2=0,y=0,z=0ex+y=1.

(e) Limitado por 2 +y?=1,y=22=0ez=0,n0 primeiro octante.

6. Calcule a drea das regides limitadas pelas seguintes curvas:

(a)y:xQ,y:2x+% e Y*=z,y=z

b) y=—-2%2—-—4,y=-8 f)y=-22-1,y=—-22—4
Qy=5—az,y=x+3 g z=vy*+1,y+z="7
d)z=y’,y=2+3,y=-2,y=3 h y=4—22y=2>—-14

7. Determine o centro de massa da lamina plana R, no plano zy e densidade dada f:

(@) R élimitado por 22 + 42 = 1 no primeiro quadrante e f(z,y) = zy

(b) Rélimitadopory =zey=z%e f(z,y) = 22 + y*

8. Definimos o valor médio de f sobre a regido D por:

V=g [[ S dedy,

onde A é a drea de D. Calcule V), se:

(@) f(x,y) =22, e D do retangulo de vértices (0,0), (4,0), (4,2) e (0,2)
(b) f(z,y) = 2 y? e D do retangulo de vértices (0,0), (4,0), (4,2) e (0,2)
(¢) f(z,y) = z?y? e D do triangulo de vértices (0,0), (4,0), e (0,2)

(d) f(=,y) = z?y? e D do triangulo de vértices (—1,0), (1,0), e (0,1)
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