Capitulo 8

Integracao Tripla

8.1 Integracao Tripla sobre Paralelepipedos

Este capitulo é totalmente andlogo ao anterior.

Sejam R C R? o paralelepipedo retangular definido por R = [a,b] X [c,d] X [p,q] e a funcdo
limitada w = f(z,v, 2) definida em R. Consideremos as seguintes parti¢cdes de ordem n dos

intervalos: [a, b], [c,d] e [p, g

=20 <T1 < eeoeeeee.. <xTPp=0">
C=Y <Y1 < veveeevee . < Yp=d
P=20<21 < eevevnevee... < 2y = 4.

Subdividamos R em n® sub-paralelepipedos Rk, = [zi, Ti+1] X [y, Yj+1] X [2ks 2k41)-

a

Denotemos por Az = >
soma de Riemann:
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228 CAPITULO 8. INTEGRACAO TRIPLA

Defini¢io 8.1. Se 11)111 Sy, existe e é independente da escolha dos c;j;, € R;jy, e da particdo, denomi-
n o0

namos este limite de integral tripla de f sobre R e a denotamos por:

lim Sn—/// f(z,y,2)dzdydz
n—+oo

Em tal caso f é dita integravel sobre R.

Teorema 8.1. Se f é continua em R, entdo f é integrdvel sobre R.

Para a prova do teorema veja [EL].
No capitulo anterior vimos que se f(z,y) > 0 e continua para todo (z,y) € [a,b] X [¢,d], a

integral dupla / f(z,y) dz dy representa o volume do soélido:
R

W ={(z,y,2) € R/ (z,y) € [a,b] X [¢,d], 0 < z < f(z,y)}.

Para integrais triplas esta interpretacdo geométrica ndo é conveniente, pois o grafico de f é um
subconjunto de R* o qual ndo é possivel visualizar.

Mas se f(z,y,z) = 1 para todo (z,y,2) € R, /// f(z,vy, z) dz dy dz representa o volume de
R

R (veja o exemplo 1). Isto se justifica, pois a soma de Riemann correspondente:

:ZZi Az Ay Az

¢ a soma dos volumes dos n® sub-paralelepipedos formado pela particdo; entdo, 11)1}_1 Sp é
n o0

exatamente o volume de R.
A integral tripla tem propriedades analogas as das integrais duplas.

Proposic¢do 8.1. Sejux = (z,y,z) € R.

1. Linearidade da integral tripla. Se f e g sdo fungdes integrdveis sobre R, entdo para todo
a, B ER af + B g éintegrdvel sobre R, e:

/// (af(x +ﬁ9()d:vdydz—a///f da:dydz+/3/// x) dz dy dz

onde x = (x,y, 2).

2. Se f e g sdo integrdveis sobre R e g(x) < f(x), para todo x € R, entio:

/// dxdf‘/d“/// (%) do dy dz
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3. Se R é subdividido em k paralelepipedos e f é integrdvel sobre cada R;, i = 1,...,k entdo f é

integrduvel sobre R e,
k
/// f(x)dzdydz = Z/// f(x)dzdydz
R i=1 R;

A prova segue diretamente das defini¢des.

A nogdo de contetido nulo poder ser estendida ao paralelepipedo R de forma completamen-
te andloga ao caso do retangulo; mudando sub-retangulos por sub-paralelepipedos e &rea por
volume. Como antes, o teorema é véalido se o conjunto de descontinuidades de f é de contet-
do nulo. Para integrais triplas continua valendo o teorema de Fubini. Agora temos 3! = 9
possiveis integrais iteradas.

Teorema 8.2. (Fubini) Seja f : R — R continua em R. Entio:

///Rf(x,y,z)dxdydz:/ab:/cd/f:z;y, dz] dy]d
:/pq:/cd/fxy, dm]dy_dz

dz| dx

A prova do teorema de Fubini para integrais triplas é completamente andloga a das integrais
duplas, que pode ser vista no apéndice.

Exemplo 8.1.

[1] Calcule // dz dydz, onde R = [a,b] X [c,d] X [p,q].
R

[[[ earas=[[['[[ #] ac] o= @-0r0-n0-0),

que é o volume de R.

[2] Calcule /// zyzdzrdydz, onde R = [0,1] x [1,2] x [0, 3].
R

1] s [ [ o) o= [ [ v

[3] Calcule /// sen(r +y + z) dz dy dz, onde R = [0, 7] x [0, 7] x [0, 7].
R

///Rsen(a:erJrz)dxdydz:/Oﬂ[/ow[/owsen(x+y+z)dz] d$:| dy = 8.



230 CAPITULO 8. INTEGRACAO TRIPLA

[4] Calcule /// (2 +9? + 2> + zy z)dzdydz, onde R = [0,1] x [0,1] x [0, 1].
R

1r pir p1
///R(x2+y2+z2+a:yz)dxdydz:/0 [/0 [/0 ($2+y2+z2+a:yz)dz]d:c]dy
1 1 1 1
:/0 [/0 (w2+y2+§+§a:y))dx]dy

Lo y 9 9
= — — d:—_
/0(3+4+y)y g

8.2 Integrais Triplas sobre Regioes mais Gerais

8.2.1 7.2.1 Regioes Elementares no Espaco

De forma andloga ao estudado no capitulo das integrais duplas definidas em regides mais
gerais. Consideremos W C R3.

Regides de tipo I

A regido W é do tipo I se pode ser descrita por:

W = {(w,y,z) € ]R?’/(:L'ay) €D, fl(l',’y) <z< f2($,y)}

onde D é a regido elementar do plano, projecdo de W no plano zy e f1, fo : D — R continuas,
sendo fi < fo.

Figura 8.2: Regido de tipo L.

Regides de tipo II

W é do tipo II se pode ser descrita por:

W ={(z,y,2) € R3/(:v,z) €D, gi(z,z) <y < gaz,2)}
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onde D ¢ a regido elementar do plano, projegdo de W no plano zz e g1, g2 : D — R continuas,
sendo g1 < go.

Figura 8.3: Regido de tipo II.

Regides de tipo III

W é do tipo III se pode ser descrita por:

W ={(z,y,2) €R*/(y,2) € D, hi(y,2) < & < ha(y, 2)}

onde D é a regido elementar do plano, projecao de W no plano yz e hy, hy : D — R continuas,
sendo h; < hs.

Figura 8.4: Regido de tipo IIL
A regido W é de tipo IV se é do tipo I, ou tipo II, ou tipo III, como por exemplo regido limitada
por uma esfera, ou por um elipsoéide.

Em qualquer dos casos anteriores, W é chamada regido elementar do espago. As regides W
sdo conjuntos fechados e limitados em R®. Alguns exemplos de regides elementares:
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Figura 8.5: Regides elementares do espaco.

8.3 Extensao da Integral Tripla

Seja W uma regido elementar em R? tal que W C R, R um paralelepipedo como antes. Se
f W — R é uma fungdo continua, definamos f* : R — R por

f(z,y,2) se(z,y,2) €W

f*(ﬂc,y,Z)={O se (2.9.2) € R—W.

Se OW tem contetido nulo, entdo, f* é integravel sobre R e definimos a integral tripla de f

sobre W como:
JJ] pevaiae= [[] reyzaaae

Em tal caso dizemos que f é integrdvel sobre W. A integral ndo depende da escolha do para-
lelepipedo R.

Proposicdo 8.2. Seja f : W C R® — R continua.

1. Se W édo tipo I:

[[] fenaai- ] | f((yj)f(a:y) ie] oy

2. Se W édo tipo II:

///Wf(m,y,z) da dy dz = //D [/gg((w))f(myz) dy] d d

3. Se W édo tipo IlI:

///Wf(x’y’z) dz dy dz = //D [/}lf:i:)f(:v,y,Z) dm] dy dz
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Observe que em todos 0s casos anteriores D é uma regido elementar do plano e, portanto, pode
ser do tipo I, I ou III; dependendo do tipo continuamos com a integral dupla.

Volume : Em particular, se f(z,y, 2) = 1 para todo (z,y, 2) € W, entdo:

// | dadydz = V(W)

onde V(W) é o volume de W.

Exemplo 8.2.

4—x2
[1] Calcule T = / / / sen(2 d dz dz.

2
NotequeI—// [/ sen( z)dy]dzdw,ondeD:{(w,z)/O§x§2,0§z§4—x2}:
0

Figura 8.6:
r 2 2
Calculamos primeiro / Sin( ?) dy = z an( ?) ; a seguir, precisamos calcular:
0 -z -z

// x sen(2 z) dz de,
D 4—z

onde consideramos D = {(z,z) /0 < z < /4 —2,0 < z < 4} como uma regido de tipo III;
logo,

Vi—z 4 . _
I—/ / x sen Zz)d dz:/ szn;2z) dz:l 103(8)‘
0

[2] Calcule o volume do sélido limitado porz +z2 =9,z +y =4,y =0ey = 4.
O sélido é limitado superiormente por z = 9 — 22 e inferiormente por z = 4 — y. W é do tipo L
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Figura 8.7: Sélido do exemplo [2].

W ={(z,y,2) €ER}/(z,y) € D, 4—y < 2 <9 —2?},

Determinacgdo de D: A regido D é a projecdo de W no plano zy; para determinar D basta
eliminarmos z das equagdes ou, equivalentemente achar a interse¢cdo de ambas as superficies:

z= 9— 72
z= 4-y;

obtemosz? =y+5eD = {(z,y) ER?/ —Jy+5<z<y+5,0<y<4}.

Figura 8.8: A regido D.

4 Vy+5 9—z?
Logo, V(W) = /// drdydz = / [/ [/ dz] dm] dy; entao:
w 0 —Vy+5 L/d—y

4 VYy+5 4 $3 Vy+5
V(W) = [/ (5—a:2+y)dx]dy:/(5x——+:vy) dy
o L/-vyTs 0 3 — V5
4 (4 3 8 2k
= — _d = — 2
3A(y+®2y 15w+5w0
648 405

— — ———— Uu.v.

5 3
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[3] Calcule / / / rdz dy dz onde W é limitado por z = z? + y?, z = 2, no primeiro octante.
w

Se considerarmos W como regido de tipo II, W é definida por 0 < y < vz — 22 e D é a projegéo
de W no plano zz; fazendo y = 0 obtemos a parabola z = z? e z = 2; logo, D é definida por
0<z<ze0<z<2

Figura 8.9: O sélido e a regido do exemplo [2].

///dexdydz:/02[/0\/5(/0~/z—7xdy)dx] dzz/()?[/oﬁ(x\/z_—xz)dx] de — %/jzgdz

82
15
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Capitulo 9

Mudanca de Coordenadas

9.1 Introducao

Sejam W* uma regido elementar no espago e z, y e z as seguintes fungdes:
z,y, z: W' — R,

onde z = z(u,v,w), y = y(u,v,w) e z = z(u,v,w) sdo fungdes continuas e com derivadas par-
ciais continuas num paralelepipedo aberto R tal que W* C R, Estas trés fun¢des determinam
uma transformagdo do espago uvw no espago zyz. De fato:

T:W* — R,
Onde T(’“’? U? w) = (.(L'(U’ U? w)7 y(’“” U? w)7 z(“‘? lU? w))'

A transformacdo 7' é também denotada por:

z= z(u,v,w)
y= ylu,v,w)
z= z(u,v,w), (u,v,w) € W*

Denotemos a imagem de W* por T' como W = T'(W*), contida no espaco zyz.
Definic¢io 9.1.

1. T éinjetiva em W* se T'((u1,v1,w1)) = T((ue, va, we)) para todos (u1,vi,w1), (ug,ve, ws) €

W* implica em uy; = ug, v1 = vg € W1 = Wa.

2. O determinante Jacobiano de T é denotado e definido por:
ou ov ow
0w,2) _ 4y |0 o Oy
O(u,v,w) ou v ow
LOu ov ow-

onde as derivadas parciais sdo calculadas no ponto (u,v,w) € W*.

237
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Teorema 9.1. Sejam W e W* regides elementares no espago, T uma transformagdo de classe C'* e inje-
tiva em W*. Suponha que T(W*) = W. Entdo para toda fungio integrdvel f sobre W temos:

o(z,y, 2)
Au, v, w)

onde f(u,v,w) = f(z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) e ¢ 0 valor absoluto do determinante

Jacobiano.

Novamente, é possivel mostrar que o teorema anterior é ainda vélido se 7" ndo é injetiva num
subconjunto de W* que seja de contetido nulo.

9.2 Coordenadas Cilindricas

Se P = (z,y, z) € um ponto no espaco zyz, suas coordenadas cilindricas sdo (r, 6, z), onde (r, 6)
sdo as coordenadas polares da projecdo de P no plano zy e sdo definidas por:

= rcos(0),
y= rsen(f),
z= 2z
ou, explicitamante r = /2% + y?, z = z e:
arctg(¥) se x,y>0,

0= m+arctg(L) se z<0,
21 +arctg(¥) se z>0,y<0.

Sesz,entéoOz%quandoy>0e9:37”quandoy<0. Se z =y =0,  ndo é definido.

% (XY.2)

I
/

y,0)

Figura 9.1: Coordenadas cilindricas.

Esta transformacao é injetiva no seguinte subconjunto:

[{(r,0,2)/r >0, 00 <0 < 6+ 2, z € (00, +00)} |
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e o jacobiano da transformagdo é:

Exemplo 9.1.

[1] O cilindro circular reto C de raio a: C = {(z,y,z) € R}/ z? + y? = a2, z € (—o0, +0)}.
Em coordenadas cilindricas 22 + y? = r?; logo r = a, entéo:

C= {(7‘,0,2) ER3/T'ZG, 0<0<2m z¢€ (—OO,+OO)}

[2] O cone com base num disco D de raio 1.5 centrado na origem e altura 3, em coordenadas
cilindricas: 5
z =z, 057‘55, 0<0<2m

logo, o cone em coordenadas cilindricas:

S={r0z)cR/0<r

IN
N e
o
IN
>
IN
[\
3
jes}
A\
N
A\
w
——

Figura 9.2: O cone do exemplo [2].

Do teorema anterior:

Coroldrio 9.2. Seja f(r,0,z) = f(rcos(8),r sen(8), z); entdo:

///Wf(m’y’z)dxdydz:///W*Tf(rﬁ,z)drdzde

Esta igualdade ainda é vdlida se W* = {(r,0,z)/r > 0,0y < 6 < 6y + 27, z € (—o0,+00)}. Em
particular, se f(z,y,z) = 1 para todo (z,y,z,) € W, entdo:

V(W):///W*rdzdrde.
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Exemplo 9.2.

[1] Determine o volume do sélido limitado por z2 + 32 = a2,z =0 ez = b;a, b # 0.

O s6lido W é um cilindro centrado na origem, de raio a e altura z tal que 0 < z < b. Usando
coordenadas cilindricas obtemos a nova regido W* definida por: 0 < r < a,0 < 6 < 27e
0<z<b:

V(W) = ///WrdszdH:/Ob[/oh[/oardr] de] dz =ma’b u.v.

[2] Calcule /// zdzrdydz, onde W é limitadoporz =0,y =0,z =4ez = z? 4+ 2.
w

O solido W é definido por z2 4+ y? < z < 4. Usando coordenadas cilindricas obtemos a nova
regido W* definida por: r2<2<40<r<2e0<60<Z:Déa projecdo do paraboléide no
plano zy, no primeiro quadrante:

1 2

Figura 9.3: O sélido e a regido do exemplo [2], respectivamente.

///Wwdxdydz = ///W*r%osw) dzdr df = /o% [/02 [/:TQCOS(H)dz] dr] do = %.

[3] Calcule /// V22 + y2 dx dy dz, onde W é o sélido limitado por z2+4y? = 1,z = 1 —z2 —¢?
w

abaixo do plano z = 4.
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L TUT LA eteea
LN

e

Figura 9.4: Vistas do sélido do exemplo [3].

W é determinado por 1 — 22 — y? < z < 4. A projegdo no plano zy é limitada por 72 + y? < 1.

Figura 9.5: A regido D.

Usando coordenadas cilindricas obtemos a nova regido W* determinada por: 1 — r? < z<4,
0<r<1le0<8<2m;logo:

ol pd
/// \/$2+y2dxdydz:/ [/ [/ r2dz] dr] d0:12—7r.
w 0 0o LJi—r2 o

[4] Calcule /// zdz dydz, onde W é limitado por z = /8 — 22 —y? e z = /22 + 2.
w
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Figura 9.6: O s6lido do exemplo [4].

W é determinado por /22 + 32 < z < /8 — 22 — y2. A projecdo no plano zy é limitada por
z? + y? < 4. Usando coordenadas cilindricas obtemos a nova regido W* determinada por:
r<z<v/8-7r2,0<r<2e0<6<2m;logo:

[[[ cavaya= ['[["][" s ao] = 5n.

[5] Determine o volume do sélido limitado por uma esfera de raio a.
Pela simetria do s6lido calculamos o volume da calota superior da esfera e multiplicamos o re-

sultado por 2. O s6lido é definido por 0 < z < /a? — z? — y2. Usando coordenadas cilindricas
temos que o novo s6lido é definido por0 < z < va? —r2,0<r <ae0 <0 < 2m;logo:

a 2T va2z—r2 4
V(W)= 2// drdydz = 2/ [/ [/ rdz] dﬂ] dr = —ma>u.v.
w o LJo 0 3

[6] Determine o volume do sélido limitado por z = /1 — 22 —y? ez + 1 = /22 + 2.

Figura 9.7: O sélido do exemplo [6].
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W é definido por v/z2 +y%? — 1 < z < /1 — 2?2 — y2. Usando coordenadas cilindricas temos
que o novo sélido é definidoporr —1 < z<+v1—-72,0<r <1le0 <8 < 2m;logo:

v = [[[ aay=s [ [ [ /jﬁ ] ] ar =

[7] Determine o volume do sélido limitado por z =9 — 22 —y? e z = 1 + 22 + 2.

Figura 9.8: O s6lido do exemplo [7].

W é definido por 1 + z2 4+ y? < 2 <9 — 2?2 — y%. Usando coordenadas cilindricas temos que o
novo so6lido é definidopor1 +r2 <2 <9—-7%,0<r<2e0 <0< 2m; logo:

V(W) :///Wd:z:dydz:/o% [/02 [/l:zrdz] dr] d6 = 16 Tu.v.

9.3 Coordenadas Esféricas

Seja P = (z,y,z) um ponto no espago zyz. Suas coordenadas esféricas sdo (p,0, ¢) onde p é a
distancia do ponto P a origem, 6 é o angulo formado pelo eixo positivo dos z e o segmento de
reta que liga (0,0, 0) a (z,y,0) e ¢ é o angulo formado pelo eixo positivo dos z e 0 segmento de
reta que liga P a origem:

= psen(¢)cos(0)
y= psen(q)sen(0)
2= peos(d)

ondep=+/224+9y?+22>0,0< 60 <27e0 < ¢ <, oque define uma regido no espago ph¢.
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y,0)

Figura 9.9: Coordenadas esféricas.

O jacobiano da transformagéao é:

Exemplo 9.3.
[1] Em coordenadas esféricas uma esfera de raio a é:
S={(p,$0) cER/p=0a,0<¢p<m 0<80<27}.
[2] Os cones circulares com eixos coincidentes com o eixo dos z sdo caracterizados por:
S={(p,$,0) €®’ [ p € [0,+00), ¢ =co, 0 < O < 27},

onde ¢y € R.

Casos particulares:

Se cyp = 0e ¢ =0, S representa o semi-eixo positivo dos z.
Se cyp = m e ¢ = m, S representa o semi-eixo negativo dos z.
Seco = § e ¢ = 7, S representa o plano zy.

Se 0 < cg < 5 ed = cp, 0 cone "abre"para cima.

Se § < cp < me ¢ = cp, 0 cone "abre"para baixo.

[3] O soélido limitado por 22+ y? + 22 > 1ex? + 4% + 22 < 4 em coordenadas esféricas é dado

por:
W={(p,,0) R /pe[1,2,0< <7 0<0<2r}.
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Figura 9.10: Sélido do exemplo [3].

Do teorema anterior:

Coroldério 9.3. Seja f(p,0,$) = f(pcos(0)sen(¢), psen(0)sen(p), pcos(¢)), entdo:

///Wf(:v, y,2) dzdy dz = ///W*pQSen(qS) f(p,0,¢) dpdf de

Esta iqualdade ainda é vdlida se W* = {(p,0,¢)/p € [0,+),0 < 0 < 27,0 < ¢ < w}. Em
particular, se f(z,y,z) = 1 para todo (z,y, z,) € W, entdo:

V(W) = / / / . p’sen(¢) dp db de

Exemplo 9.4.

[1] Calcule o volume do sélido limitado por uma esfera de raio a centrada na origem.

// de dydz = /0 [/OW [/027Tp236n(¢) de} d¢] dp = 27r/0a [/Oﬂp%en(@ d¢] dp

2 4 (7 4 3
= —7ma sen(¢) dn = —mwa u.v.
3", 3

[2] Calcule /// eV @ v+ 40 4y dz onde W é o sélido limitado porz?+y?+22=1.
W

Usando coordenadas esféricas temos0 < p < 1,0 <0 <2me0 < ¢ < 7, que define uma regiao
no espaco pf¢. Por outro lado eV (#*+v+2%)* — ¢o®

///WeWWHZ)%dx dydz = /01 [/Ow [/wa e”’ sen(¢) do] d¢] dp

e[ [ i ]

by 4
= 47r/ p’e? dp = —m(e —1).
A 3
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[3] Calcule / / / V2 + y? + 22dz dy dz onde W é o s6lido limitado inferiormente por
w
z = \/z® + y2 e superiormente por z2 + y? + (z — 3)? = 1.

Figura 9.11: Sélido do exemplo [3].

A esfera 72 + y? + (z — §)? = 1, em coordenadas esféricas, tem como equagdo: p = cos(¢$) e o
cone: ¢ = T;1ogo, 0 < p<cos(¢),0< o< Fed<O<2m

™

///W\/;ﬁ +y? + 22dr dydz = /04 [/Ows(@ [/0%,)3 sen(¢) dG] dp:| dp = 27r/0

x [4 ™ V2
= 5/; cos4(¢) sen(¢)dop = E(l — ?)

™

|

cos(®)
[/0 p” sen(¢) dp| d

3
[4] Calcule / / / @Y’ +2")2 g dy dz onde W é o s6lido limitado pela esfera centrada na ori-
w

. 2 2
gem de raio 4 e os cones z = /3(z2 + y?) e z = |/ T

Figura 9.12: Sélido do exemplo [4].

Usando coordenadas esféricas a equacdo da esfera 2 + y? + 22 = 16 é p = 4 e as dos cones
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z = \/3(z? —I—y)ez—\/zﬂ’

sao,p=Ted =1,
pO¢ é definida por: 0 < p <4, 0<9<27re 5§ <9<

3 2w z 4
/// @y +2")2 g dydz = / [/3 [/ p? e’ sen(p) dp] dqﬁ] de
W o Lz Lo

9.4 Exercicios

wm

espectlvamente logo, a regido no espaco

- g (V3 —1)(e** - 1).

1. Calcule as seguintes integrais

3 2 1 4 pm oplez
a) / / / (2% + % + 2°) dz dy dz (d) / / / 22 sen(y) dz dz dy
o Jo Jo o Jo Jo
1,1 pl T oy oL
(b) / / / 2 y? 2* dz dy dz (e) / / / sen(y) dz dz dy
-1J-1J-1 0 0o Jo
1 T Ty 1 T Y
) / / / xdzdydz (f) / / / 22 24 dz dy dz
o Jo Jo -2 Jo Jo
2. Considere o sélido limitado por z + y + 2 = 3, £ + y — z = 1 e os planos coordenados
Calcule o volume do s6lido, fazendo
o (1] +]s)s

o 1]/
o [/ fJu]e

o [/ [l

3. Faca a mudanca de varidvel necessdria para calcular as seguintes integrais

/ / / rdzdydzx.
2492

Vi—z? 16—12—y
b) / / / V22 +y2dzdydx

14+4/1—22—y2
/ / / zdz dy dz.

Vi—z2 1—m2—y
(d) / / / Va2 +y? + 22 dzdydx
0 0 0

4. Calcule:

[ © dz dy dz, onde W é o sélido limitado pelos planos z = 0,y = 0, z = 2 e pelo
paraboldide z = 2% +y
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b) [[, @dzdydz, onde W é o sélido limitado pelo paraboléide z = 422 + 4y e pelo
plano z = 4.

o [f w 62y dzdydz, onde W estd acima da regiao plana limitada pelas curvas y = +/z,
y=0,z=1eabaixodoplanoz =1+ 2z +y.

(d) ffw zydz dydz, onde W é o tetraedro de vértices (0, 0,0), (1,0,0), (0,2,0) e (0,0, 3).
5. Determine o volume:

(a) do sélido limitado pelo cilindro z = y? e pelos planos z = 0 e z + z = 1.
(b) do solido limitado pelo cilindro y = cos(z) e pelos planos z = y, 2 = 0,z = T e

z=0.

[SIE]

6. O valor médio de uma funcdo w = f(z,y, z) sobre a regido W é definido por:

= /// f(z,y,2)dzdy dz.
vol

Determine o valor médio da fungdo f(z,y,2) = =y z sobre o cubo com lados de compri-
mento L que estd no primeiro octante com um vértice na origem e arestas paralelas aos
eixos coordenados.

7. Calcule, usando coordenadas cilindricas:

a) / / / Vz? + y2dx dy dz, onde W é a regido contida dentro do cilindro z% +y? = 16
w

e entre os planos z = -5 e z = 4.

)/// (z° + y*) dz dy dz, onde W é o cone /22 + 32 < z < 1.

w

V) /// (1+\/x2+y2)d$dydz,ondeW:{(x,y,z)ER?’/\/xz—i—yzgzgl}.
w

8. Calcule, usando coordenadas esféricas:

) / / / . 22 +y% + 22 dr dydz, onde W é limitado por abaixo pelo cone p = % e

acima pela esfera p = 2.

) /// ($2+y2—|—22) drdydz, onde W = {(z,y,2) € R /2% + ¢y + 2% < 1}.

dzdyd

/ / / Ty ez 5, onde W ¢ o s6lido limitado pelas esferas z? +y2 + 2% = a?
Vzr+y?+ 22)

e x? —I—y +22=0%(a<b).

(d) / / / dr ;Z?ZJ dz, onde W ¢é o s6lido limitado pelas superficies z = /22 + 42, z =
w

V1—122 —y?2ez=+/4—12%2— 92
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(e) /// x y z d:L dy dz/ OIlde [/[/ = {(:L" y’ z) E RB / 1.2 y2 Z2 < 22’ ] <
Z}.

9. Calcule o volume do sdlido limitado:

(a) Por z =4 — 22 — y? e pelo plano zy.
(b) Porz=z?+y?ex? +9y> 4+ 22 = 2.
(c) Porz=a?+9y’ez =18 — 22 — 942
(d) Porz =222 +2y% ez = 48 — 2 — 2.

2 2 2
10. Calcule /// (2—2 + Z_Q + %) dx dydz, onde a, b, ¢ > 0 e 0 s6lido definido por:
w
W = {(z,y,2) € R® z—z—l-‘z—;—kz—j <1}

11. Calcule / / / zyzdzdydz, onde W é formado pelo primeiro octante do elipséide do
w

exercicio anterior, (z, y, z > 0).
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