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TEOREMA=]

EXEMPLO=1

Teorema da Divergéncia de Gauss

E possivel transformar as integrais triplas em integrais de superficie sobre a superficie de contorno de uma
regido no espago, e vice-versa. Essa transformacdo € de interesse pratico, pois freqlientemente ocorre que um dos
dois tipos de integral € mais simples que o outro. E esse procedimento também ajuda na obtencdo de equaces
fundamentais que regem o escoamento de fluidos, a condugéo térmica etc., conforme veremos. A transformacao
é realizada pelo teorema da divergéncia, que envolve o divergente de uma funcéo vetorial F = [F,, F,, F5] =
F,i + Fy + F;k, a saber,

dF, daF, dF;

(1) divF=—"+

o 3y + 5z (Secdo 9.8).

Teorema da Divergéncia de Gauss
(Transformacao entre uma Integral Tripla e uma de Superficie)

Consideremos que T seja uma regido fechada e limitada no espago cujo contorno seja uma superficie suave
por intervalos e orientavel S. Consideremos também que F(x, y, z) seja uma funcao vetorial continua e com
derivadas parciais primeiras continuas em algum dominio contendo T. Entéo,

%) ”deidev=fsfF-n dA.

Em componentes de F = [F;, F,, F5] e de um vetor normal unitario exterior n = [cos «, c0s 3, cos +y] de
S (como na Fig. 250), a férmula (2) torna-se

oF oF JoF
fff<—1+—2+—3> dx dy dz
JIVax * ay a2
(2%) = ff(Fl cos a + Fy, c0s B + F3cos y) dA
S

=ff(F1dydz + Fy dz dx + F5 dx dy).
S

A prova disso sera apresentada ap6s o Exemplo 1. A explicacdo da expressdo “regido limitada e fechada” foi
dada anteriormente, de “suave por intervalos e orientavel” foi fornecida na Se¢do 10.5, e de “dominio contendo
T”, na nota de rodapé 4 da Secdo 10.4, referente ao caso bidimensional.

Calculo do Valor de uma Integral de Superficie pelo Teorema da Divergéncia
Antes de provarmos o teorema, mostremos uma aplicagdo usual dele. Calculemos o valor de

I = ff(x3dydz + x2y dz dx + x%z dx dy)
s
onde S é a superficie fechada na Fig. 249, consistindo no cilindro x2 + y2 = a2 (0 = z = b) e nos discos circularesz=0ez = b (x> +
y2 = a?).

Solugdo. F, =x3 F,=x%, F, = x22. Logo, div F = 3x2 + x2 + x2 = 5x2. A forma da superficie sugere que introduzamos as coordenadas
polares r, 6 definidas por x = r cos 6, y = r sen 6 (portanto, as coordenadas cilindricas r, 6, z). Entéo, o elemento de volume é dx dy dz =r
dr d6 dz, e obtemos

Fig. 249. Superficie S do Exemplo 1
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I—ff 5x2 dxdydz—f f f (5r2 cos® 6)r dr d6 dz

=0~ r=0

5
—5f f —cos 0d9dzf5f —dzf T a4, [ |

PROVA Provemos o teorema da divergéncia, comegando com a primeira equacdo em (2*). Essa equagdo é verdadeira se

e somente se as integrais de cada componente em ambos os lados forem iguais; isto €,

?3) fff ax dXdde—ffFICOSQdA,
@) fffa—yzdxdydz=fszcosﬁdA,
(5) fff 9z dxdydz—ffF3005ydA.

Primeiramente provemos (5) para uma regido especial T que seja limitada por uma superficie S orientavel e
suave por intervalos e que tenha a propriedade segundo a qual qualquer reta paralela a qualquer um dos eixos
coordenados e interceptando T possui no maximo um segmento de reta (ou um Unico ponto) em comum com T.
Isso implica que T pode ser representada na forma

(6) g, y) =z =h(x,y)

onde (x, y) varia na projecdo ortogonal R de T no plano xy. Obviamente, z = g(x, y) representa o “fundo” S, de
S (Fig. 250), enquanto z = h(x, y) representa o “topo” S; de S, podendo haver uma porcéo vertical restante Sy de
S. (Essa porcdo S; pode degenerar-se em uma curva, COmo ocorre no caso de uma esfera.)

Para provarmos (5), usamos (6). Como F é continuamente derivavel em algum dominio contendo T, temos

0 ”J—dxdydz-”[fmw ]dxdy.

A integracdo da integral interna [- - -] fornece F;[x, v, h(x, ¥)] — Fs[x, v, 9(X, ¥)]. Logo, a integral tripla em (7)
é igual a

®) | [Falx, v, hex, il dxdy — | [Falx, v, gx, v dxdy.

R R

Fig. 250. Exemplo de uma regido especial

Mas também obtemos esse mesmo resultado quando calculamos o valor do lado direito de (5); ou seja, [veja
também a Gltima linha de (2*)],
ffF:;COS'ydA:fngdXdy
S S

=+ [ [ Ry e axay - [ [ Ry, o0l o,
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onde a primeira integral sobre R fica com um sinal positivo porque cos y > 0 em S; na Fig. 250 [como em (5"),
veja a Secdo 10.6] e a segunda integral fica com um sinal negativo porque cos y < 0 em S,. Isso prova (5).

As relagBes (3) e (4) agora sdo simples consequiéncias disso, sendo obtidas simplesmente renomeando-se as
varidveis e usando-se o fato de que, por suposicdo, T possui representacdes similares a (6), a saber,

gy, 2) = x = h(y, 2) e iz ) =y =h@x.

Isso prova a primeira equacéo em (2*) para regides especiais. E também implica que (2), devido ao lado esquerdo
de (2*), é precisamente a definicdo da divergéncia, e que os lados direitos de (2) e da primeira equagdo em (2*)
sdo iguais, conforme se demonstrou na primeira linha de (4) na Gltima sec¢do. Finalmente, a igualdade dos lados
direitos de (2) e (2*), na ultima linha, é explicada por (5) da Gltima sec¢&o.

Isso estabelece o teorema da divergéncia para regides especiais.

Para uma regido T qualquer que possa ser subdividida em um numero finito de regides especiais com o uso de
superficies auxiliares, provamos o teorema ao somarmos os resultados de cada parte separadamente; esse proce-
dimento é anélogo ao utilizado na prova do teorema de Green na Secéo 10.4. As integrais de superficie tomadas
sobre as superficies auxiliares cancelam-se aos pares, e a soma das integrais de superficie restantes é a integral
de superficie sobre a totalidade da superficie de contorno S de T; as integrais triplas calculadas sobre as partes
de T ddo uma soma que corresponde a integral tripla sobre T.

O teorema da divergéncia fica entdo provado para qualquer regido limitada que seja de interesse nos problemas
praticos. A extensdo para uma regido T mais geral, do tipo indicado no teorema, exigiria um certo processo de
limite, sendo similar ao caso do teorema de Green visto na Sec¢éo 10.4. |

Verificacdo do Teorema da Divergéncia
Calcule o valor de ff(?xi — zk) *n dA sobre a esfera S: x2 + y2 + 22 = 4 (a) usando (2), (b) diretamente.
S
Solugdo. (a) div F = div [7x, 0, —z] = div [7xi — zk] = 7 — 1 = 6. Resposta: 6+ (4/3)m 2% = 64
(b) Podemos representar S por (3) da Se¢do 10.5 (com a = 2) e usaremos n dA = N du dv [veja (3*) da Se¢do 10.6]. Dessa forma,
S: r=[2cosvcosu, 2cosvsenu, 2senuv).
Entdo, r, =[-2cosvsenu, 2cosvcosu, O]
r, =[-2senvcosu, —2senvsenu, 2cosu]
N=r,xro=[4cos2vcosu, 4cosvsenu, 4 cos v sen v).

Ora, em S, temos X = 2 cos v €os U, z = 2 sen v, de modo que F = [7x, 0, —z] torna-se, em S,
F(S) = [14cosvcosu, 0, —2senu]

e F(S)*N = (14 cos v cos u)-4 cos? v cos U + (—2 sen v) -4 cos v sen v
= 56 cos® v cos® u — 8 cos v sen? v.

Em S temos que fazer a integragdo em u de 0 a 27. Isso fornece

- 56 cos® v — 247 - 8 cos v sen? v.

A integral de cos v sen? v é igual a (sen® v)/3, e a integral de cos® v = cos v (1 — sen?v) é igual a sen v — (sen® v)/3. Em S, temos —n/2 =
v = m/2, de modo que, substituindo esses limites, obtemos

56m(2 — 2/3) — 167 - 2/3 = 64

como era esperado. Para ver a importancia do teorema de Gauss, compare a quantidade de trabalho anterior com a que tivemos agora. [l

O Divergente e a Invariancia de Coordenadas. A divergéncia (1) foi definida em termos de coordenadas, mas
podemos usar o teorema da divergéncia para mostrar o fato de que div F tem um significado independente das
coordenadas.

Para este proposito, primeiramente notemos que as integrais triplas tém propriedades muito semelhantes as das
integrais duplas na Se¢do 10.3. Particularmente, o teorema do valor médio para integrais triplas estabelece
que para qualquer funcdo continua f(x, y, zZ) numa regido limitada e simplesmente conectada T ha um ponto Q:
(Xo» Yor Zo) €M T tal que

9) f f f fx, ¥, 2) dV = f(Xo, Yo Zo)V(T) (V(T) = volume de T).

Nesta formula, trocamos os dois lados, dividimos por (V(T)) e fazemos f = div F. Entdo, pelo teorema da divergén-
cia, esta Ultima corresponde a uma integral sobre a superficie de contorno S(T) de T,
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(10) div F(%, Yo, 2) = % [ [divEav = ﬁf [Fenda.
T ST

Agora escolhemos um ponto P: (x;, y;, z;) em T e fazemos T encolher em torno de P de modo que a distancia maxima
d(T) entre os pontos de T e P vai a zero. Entdo, Q: (X, Yo, Z,) deve aproximar-se de P. Logo, (10) torna-se

(11) divFP) = lim — [[Fenda

4Ty 50 V() 5

Isso prova o

TEOREMA 2 | Invariancia da Divergéncia

A divergéncia de uma func¢ao vetorial F com derivadas parciais primeiras continuas em uma regido T inde-
pende da escolha particular das coordenadas cartesianas. Para quaisquer P em T, ela é dada por (11).

A Equacdo (11) é as vezes usada como uma definicdo da divergéncia. Entdo a representacdo (1) em coordenadas
cartesianas pode ser obtida a partir de (11).

AplicacGes adicionais sobre o teorema da divergéncia sdo fornecidas nos problemas propostos e na secdo
seguinte, cujos exemplos esclarecerdo mais a natureza da divergéncia.

PROBLEMAS PROPOSTOS 10:.7

APLICAGAO DAS INTEGRAIS TRIPLAS: 13 Oconey? + 2 =x%, 0=x=h
DISTRIBUICAO DE MASSA 14. O paraboldide y2 + 22 =x,0=x = h h
Encontre a massa total de uma distribuicdo de massa de densidade ¢  15. Mostre que, para um sélido de revolugio, 1, = i1-r f r4(x) dx.
numa regido T no espago. (Mostre os detalhes do que fizer.) Use isso para resolver os Problemas 11-14. 0
lLo=xy?2 Téacaixalx =a ly|=b 7 =c 16. Por que, para grandes valores de h, I, do Problema 13 é maior que
2.0=x+y?+72 Téacaixa0=x=40=y=9,0=z=1 I, do Problema 14? E por que essa desigualdade se inverte para
3o=senxcosy T:0=x=imin—x=sy=sin0=z= h =17 D& um motivo fisico.
12 17-25 | APLICACAO DO TEOREMA DA DIVERGENCIA:
4. o0 =e™¥* T é o tetraedro de vértices (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0), .
©,0,2) INTEGRAIS DE SUPERFICIE fj Fen dA
S

_ 102 N2 T & A il 2 2
5.0 =3(x* +y*)* Téocilindrox* + y* = 4, || = 2 Calcule o valor da integral usando o teorema da divergéncia. (Mostre
6. o =30z, T é a regido no primeiro octante limitada pory =1 —x2 g detalhes do que fizer.)

ez = x. Esboce-a. 17. F=[x,y, 7], Séaesferax® +y2 + 2= 9

l.o=1l+y+2, Téocilindroy? +22=9,1=x=9 18. F = [4x, 3z, 5y], S ¢ a superficie do cone x2 + y> =72, 0 = 7 = 2

B.o=x+y: Téaesferax® +y* + 2" =a’ 19. F=[z-v,y3 22, S é asuperficie dey> + 2 =4, -3 =x =3

APLICACAO DAS INTEGRAIS TRIPLAS: 20. F = [3xy? yx*> — y3, 3zx*], S é a superficie de x> + y? =
MOMENTO DE INERCIA 25,0=z=2

21. F=[seny, cos X, cos z], S é a superficie de x> + y2 = 4, |z| = 2

— 2 2 H
I, fo(y + z%) dx dy dz de uma massa de densidade 1 numa 22 F=[@—y% Y3 =2, 25— X, S é a superficie de x® + y* +

regido T sobre o eixo x. Encontre I, quando T for como se segue 2=2512=0
23. F = [4x2, 2x + ¥2, x2 + 7?], S é a superficie do tetraedro no Pro-
9.0cubo0=x=a0=y=30=z=a blema 4
10. Acaixa0=x=a —b2=y=bl2, —c2=z=cl2 24. F = [4x2, y2, -2 cos mz], S é a superficie do tetraedro de vértices
11. Ocilindroy? +22=a%20=x=h 0,0,0),(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)
12. Acesferax? + y? + 72 = a? 25. F=[5x% 5y3 528, S: x®+y2+22=4

10.8 Outras Aplicacdes do Teorema da Divergéncia

Mostraremos nesta se¢do que o teorema da divergéncia tem aplica¢des fundamentais no escoamento de fluidos,
onde ele ajuda a caracterizar as fontes e os sorvedouros de um fluido, no fluxo do calor, onde ele leva a equagéo
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fundamental do calor, e na teoria do potencial, onde fornece as propriedades basicas das solucdes da equacao de
Laplace. Aqui, adotaremos a suposi¢do de que a regido T e sua superficie de contorno S sdo tais que o teorema
da divergéncia se aplica.

Escoamento de um Fluido. Interpretacdo Fisica da Divergéncia

Usando o teorema da divergéncia, podemos obter uma interpretacéo intuitiva do divergente de um vetor. Para esse propdsito, consideremos
o0 escoamento de um fluido incompressivel (veja a Segdo 9.8) de densidade constante p = 1 e que seja permanente, isto é, ndo varie com o
tempo. Esse escoamento é determinado pelo campo do seu vetor velocidade v(P) em qualquer ponto P.

Consideremos que S seja a superficie de contorno de uma regido T no espago, e que n seja o vetor normal unitario e exterior a S. Entdo,
ven é a componente normal de v na direcdo de n, e [ven dA| é a massa de fluido saindo de T (se ven > 0 em algum P) ou entrando em T
(se ven < 0 em P) por unidade de tempo em algum ponto P de S através de uma pequena porcdo AS de S de area AA. Logo, a massa total,
por unidade de tempo, do fluido que sai de T passando por S dada pela integral de superficie

f furnn

Dividindo pelo volume V de T, obtemos o escoamento médio para fora de T:

1) %fjv-ndA.
S

Como o escoamento é permanente e o fluido é incompressivel, é necessario repor continuamente a quantidade de fluido saindo. Logo, se o
valor da integral (1) for diferente de zero, necessariamente ocorrem fontes (fontes positivas ou fontes negativas, chamadas de sorvedouros)
em T, ou seja, pontos onde o fluido é produzido ou desaparece.

Se fizermos T encolher até um ponto fixo P em T, obtemos de (1) a intensidade da fonte em P, dada pelo lado direito de (11) na Gltima
se¢do com F«n sendo substituido por ven, ou seja,

. 1
%) divv(P) = lim | o !(Tf)v-n dA.

Logo, o divergente do vetor de velocidade v de um escoamento incompressivel e estacionario corresponde & intensidade da fonte do esco-
amento no ponto correspondente.
Né&o hé fontes em T se e somente se div v é nulo em todos os pontos de T. Logo, para qualquer superficie fechada S em T, temos

ffv-ndA=0. [ |
S

Modelagem do Fluxo do Calor. Equacdo de Difusao ou do Calor

Experimentos fisicos mostram que, num corpo, o calor escoa na dire¢do da temperatura decrescente, e a taxa de fluxo é proporcional ao
gradiente da temperatura. Isso significa que a velocidade v do fluxo térmico num corpo assume a forma

?3) v =—Kgrad U

onde U(x, y, z, t) é a temperatura, t é o tempo e K é a chamada condutividade térmica do corpo; em circunstancias fisicas usuais, K é uma
constante. Usando essas informagdes, obtenha o modelo matematico para o fluxo térmico, dado pela chamada equag&o do calor ou equacéo
da difus&o.

Solucdo. Consideremos T uma regi&o no corpo limitada por uma superficie S com um vetor normal unitario exterior n tal que o teorema
da divergéncia se verifica. Entdo, ven é a componente de v na direcdo de n, e a quantidade de calor deixando T por unidade de tempo é

[ fernan

Essa expressédo é obtida de maneira semelhante a integral de superficie correspondente no Gltimo exemplo. Usando
div (grad U) = V2U = U,, + U,, + U,,

(este é o laplaciano; veja (3) na Secdo 9.8), temos pelo teorema da divergéncia e por (3),

ffv-ndA=—Kfffdiv(gradu)dxdydz
N T
=—KfffV2dedydz.
T

Por outro lado, a quantidade total de calor Hem T é

H:fffapu dx dy dz
T

onde a constante o é o calor especifico do material do corpo e p é a massa especifica (= massa por unidade de volume) do material. Logo,

a taxa te po al de decréscimo de H é
ot fff )()t
P X ay

4
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e esse valor tem que ser igual a quantidade de calor deixando T que haviamos calculado. Portanto, temos de (4),

au 9
- ap?dxdydz=—K VU dx dy dz
T T

ou

au 9
e KVZU | dxdydz = 0.
T

Como isso se verifica para qualquer regido T no corpo, o integrando (se continuo) tem que ser zero em todos os lugares, isto €,

au K
(5) — =c2V2U c2=—
at ap

onde ¢ é a chamada difusividade térmica do material. Essa equacdo diferencial parcial é chamada de equagdo do calor, sendo a equagdo
fundamental para a condugdo térmica. E a prova que obtivemos é outra demonstragdo eloqtiente da grande importancia do teorema da diver-
géncia. No Capitulo 12, veremos métodos para resolver problemas de calor.

A equagdo do calor é também denominada equacédo de difuséo, pois ela também modela os processos de difusdo dos movimentos das
moléculas, tendendo a nivelar as diferencas de densidade e pressdo nos gases e liquidos.

Se o fluxo térmico ndo depende do tempo, dizemos tratar-se de um fluxo de calor permanente. Entéo, dU/dt = 0, de modo que (5)
se reduz a equagdo de Laplace V2U = 0. Encontramos essa equagio nas Secdes 9.7 e 9.8, e agora veremos que 0 teorema da divergéncia
acrescenta fundamentais referentes a natureza das solugdes dessa equagéo. [ |

Teoria do Potencial. Funcées Harmonicas

A teoria de solugfes da equacdo de Laplace

*f @f  f
6 Vf=—+— +—=0

©) f ax2 ay? 0z?

é chamada de teoria do potencial. Dizemos que uma solucdo de (6) com derivadas parciais de segunda ordem
continuas é uma funcdo harmonica. Essa continuidade € necessaria para a aplicagdo do teorema da divergéncia
na teoria do potencial, onde o teorema desempenha um papel-chave, que desejamos investigar mais a fundo.
Outros detalhes sobre a teoria do potencial serdo apresentados nos Capitulos 12 e 18.

Uma Propriedade Basica das Solucdes da Equacdo de Laplace

No teorema da divergéncia, os integrandos sdo div F e F+n (Secdo 10.7). Se F é o gradiente de uma funcgdo escalar, digamos, F = grad f,
entdo div F = div (grad f) = V2f; veja (3) da Segdo 9.8. Além disso, Fen = neF = negrad f. Esta é a derivada direcional de f na diregdo
normal exterior a S, que é a superficie de contorno da regido T no teorema. Essa derivada é chamada de derivada normal (exterior) de f,
sendo denotada por df/dn. Portanto, a férmula no teorema da divergéncia torna-se

™ f”vzfdv:”Z—r’;dA.
T S

Este é o analogo tridimensional de (9) na Secdo 10.4. Em decorréncia das suposi¢des do teorema da divergéncia, isso fornece o seguinte
resultado: [ |

Uma Propriedade Basica das Fun¢6es Harmonicas

Consideremos que f(x, y, ) seja uma funcéo harmdnica em algum dominio D no espaco, que S seja qualquer
curva fechada, suave por intervalos e orientavel em D, e que toda a regido que essa superficie engloba
pertenga a D. Ento, a integral da derivada normal de f calculada sobre S é nula. (Em relacéo a expressdo
’suave por intervalos”, veja a Secéo 10.5.)

Teoremas de Green

Consideremos que f e g sejam funcdes escalares tais que F = f grad g satisfaga as suposi¢fes do teorema da divergéncia em alguma regido
T. Entéo,

div F = div (f grad g)

(120202
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of ag i%g of ag i%g of ag o%g
=<6—X§+f—2)+<,——+f—2+_——+f—2)
X ay ay ay 9z oz 0z
= fV2g + grad f+grad g.
Além disso, como f é uma funcéo escalar,

Fen =n<F
ne(f grad g)
(negrad g)f.

Ora, negrad g é a derivada direcional dg/on de g na diregdo normal exterior a S. Logo, a férmula no teorema da divergéncia torna-se a
“primeira formula de Green”

®) [ftv2g + grad f-grad g) av = Lff%dA.

Dizemos que a formula (8) juntamente com as suposicdes correspondem a primeira forma do teorema de Green.
Trocando f e g de posigéo, obtemos uma férmula similar. Subtraindo essa formula de (8), encontramos

© J[J v -avna =] (12 - g2} on

Esta é a chamada segunda férmula de Green ou (junto com as pressuposi¢des) a segunda forma do teorema de Green. [ |

Unicidade das Solucoes da Equacao de Laplace

Consideremos que f seja harmoénica em um dominio D e que f seja nula em todos os lugares numa curva suave por intervalos, fechada e
orientavel S em D, superficie esta abrangendo toda uma regido que pertence a D. Logo, Vg é zero em T e a integral de superficie em (8)
vale zero, de modo que (8) com g = fornece

fffgradf‘gradde=ffflgrad fE v =o.
T T

Como f é harmdnica, grad f e, portanto, |grad f| s&o continuos em T e em S e, uma vez que |grad f| é ndo-negativo, para fazer com que a
integral sobre T seja nula, grad f tem que ser o vetor nulo em todos os lugares de T. Logo, f, = f, =f, = 0 e f & constante em T e, por causa
da continuidade, é igual ao seu valor nulo em S. Isso prova o seguinte teorema:

Fun¢6es Harménicas

Consideremos que f(x, y, ) seja harmdnica em algum dominio D e nula em todos 0s pontos de uma super-
ficie suave por intervalos, fechada e orientavel S em D, e que toda a regido que essa superficie engloba
pertenca a D. Entdo, F é identicamente nula em T.

Esse teorema tem uma consequiéncia importante. Consideremos que f; e f, sejam func¢des que satisfagcam as suposi¢cdes do Teorema 1 e assuma
0s mesmos valores em S. Entéo, sua diferenca f, — f, satisfaz essas suposicdes e tem valor nulo em todas as partes de S. Logo, o Teorema
2 implica que

fi—f2=0 emtoda T,

e temos o seguinte resultado fundamental:

Teorema da Unicidade para a Equacdo de Laplace

Consideremos que T seja uma regido que satisfaca as suposi¢fes do teorema da divergéncia e que f(x, v,
z) seja uma funcdo harménica num dominio D que contém T e sua superficie de contorno S. Entdo, f é
determinada unicamente em T pelo seus valores em S.

O problema de determinar uma solugéo u de uma equacéo diferencial parcial em uma regido T tal que u assuma valores dados numa superficie
de limite S de T é chamado de problema de Dirichlet?. Portanto, podemos reformular o Teorema 3 do seguinte modo:

8 PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859), matematico alemé&o, estudou em Paris com Cauchy e outros e sucedeu Gauss
em Géttingen em 1855. Tornou-se conhecido por suas importantes pesquisas sobre séries de Fourier (ele conheceu Fourier pessoalmente) e
teoria dos nimeros.
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TEOREMA=3*

Teorema da Unicidade para o Problema de Dirichlet

Se as suposices do Teorema 3 sdo satisfeitas e o problema de Dirichlet para a equacé@o de Laplace tem
uma solugdo em T, logo essa solugdo € Unica.

Esses teoremas evidenciam a extrema importancia do teorema da divergéncia na teoria do potencial.

PROBLEMAS PROPOSTOS 108

1.

]

(Funcdes harmonicas) Verifique o Teorema 1 para f = 2x® +
2y? — 472 e sendo S a superficie docubo 0 = x=1,0=y = 1,
0=sz=1.

. (Funcoes harmonicas) Verifique o Teorema 1 paraf=y2-x2e a

superficie de um cilindrox2 + y2=1,0=z = 5.

. (Primeira formula de Green) Verifique (8) paraf = 3y%, g =x%e

S sendo a superficie do cubo no Problema 1.

. (Primeira formula de Green) Verifique (8) paraf=x,g=y2 + 22

e Ssendo asuperficiedacaixa0=x=1,0=y=20=z=3.

. (Segunda férmula de Green) Verifique (9) para os dados do Pro-

blema 3.

. (Segunda férmula de Green) Verifique (9) paraf=x% g=y?e

0 cubo do Problema 1.

. (Volume como uma integral de superficie) Mostre que uma

regido T com uma superficie de contorno S tem o volume

1
Vzgffrcosd)dA
S

onde r é a distancia entre um ponto varidvel P: (x,y,z)em Se a
origem O e onde ¢ é o angulo entre a reta orientada OP e a normal
exterior a S em P. (Faga um esbogo.)

. Encontre o volume de uma esfera de raio a usando a férmula do

Problema 7.

. Mostre que uma regido T com uma superficie de contorno S tem

0 volume

szfxdydz
S
=ffydzdx
S

0.9 Teorema de Stokes

10.

:ffzdxdy
S

1
=§ff(xdydz+ydzdx+zdxdy).
S

PROJETO DE EQUIPE. Teorema da Divergéncia e Teoria do
Potencial. As Equacdes (7)—(9) e os Teoremas 1-3 evidenciam
a importancia do teorema da divergéncia na teoria do potencial.
Para enfatizar isso ainda mais, considere as funcbes f e g que
sejam harménicas em algum dominio D contendo uma regido T
com a superficie de contorno S tal que T satisfaga as suposicoes
do teorema da divergéncia. Prove e ilustre com exemplos que:

(@) fjgz—szszﬁgrangdv.
S T

(b) Se dg/on = 0 em S, entdo g é constante em T.

o [f{r

(d) Se df/on = ag/on em S, entdo f = g + c em T, onde ¢ é uma
constante.

(e) O laplaciano pode ser representado independentemente dos
sistemas de coordenadas na forma

o e

ST
onde d(T) é a distancia maxima entre os pontos de uma regido T

limitada por S(T) e o ponto no qual o laplaciano é valiado, e V(T)
é o volume de T.

AP

op 1
v d(T)—>0 v(T)

Tendo visto a grande utilidade do teorema da divergéncia de Gauss, passaremos agora para o segundo “grande”
teorema deste capitulo, o teorema de Stokes, que transforma integrais de linha em integrais de superficie e vice-
versa. Logo, ele generaliza o teorema de Green da Secdo 10.4. O teorema de Stokes envolve o rotacional

(1) rotF =

dlox

F1

j k
aldy alaz (veja Secdo 9.9).
Fs Fs
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TEOREMA—

EXEMPLO=1

Teorema de Stokes®
(Transformacao entre Integrais de Superficie e Integrais de Linha)

Consideremos S uma superficie orientada e suave por intervalos no espaco e que o contorno de S seja
formado por uma curva fechada, simples e suave por intervalos. Consideremos também que F(x, y, z) seja
uma funcao vetorial continua que possua derivadas parciais primeiras continuas em um dominio no espago
contendo S. Entéo,

@) U(rot F)sndA = $ Fer'(s) ds.

Aqui, n é um vetor normal unitario a S e, dependendo de n, a integracdo em torno de C é realizada no
sentido mostrado na Fig. 251. Além disso, r’ = dr/ds é o vetor tangente unitario e s € o comprimento de
arco de C.

Em componentes, a formula (2) torna-se

oF,  oF oOF,  oF oF,  oF
[ [(_3__2) N, + (_1_ _3) N, + (_2__1) Ns] du do
. ay 0z 0z X X ay
*
(2*)
= ¢ (Fydx + Fydy + Fy o).
C

Aqui, F = [Fy, Fy, F5], N = [Ny, Ny, NgJ, n dA = N du dv, r" ds = [dx, dy, dz] e R € a regido com a curva
de contorno C no plano uv que corresponde a S representada por r(u, v).

A prova segue ap6s 0 Exemplo 1

S S ¢

'

r' n x y

Fig. 251. Teorema de Stokes Fig. 252. Superficie S do Exemplo 1

Verificacdo do Teorema de Stokes
Antes de provarmos o teorema de Stokes, vamos primeiramente nos acostumar a ele, verificando-o para F = [y, z, x] e sendo S um parabo-
16ide (Fig. 252)

z=f(xy)=1-(x>+y?, zz0.

Solugéo. A curva C, orientada como na Fig. 252, é a circunferéncia r(s) = [cos s, sen s, 0]. Seu vetor tangente unitario é r'(s) = [-sen s,
cos s, 0]. A fungdo F = [y, z, x] em C é F(r(s)) = [sen s, 0, cos s]. Logo,
2

2
56 Fedr = f F(r(s))+r'(s) ds = f [(sens)(—sens) + 0 + 0] ds = —r.
c 0 0
Consideremos agora a integral de superficie. Temos que F; =y, F, = z, F; = X, de modo que, em (2*), obtemos
rot F =rot [F,, Fy, F5] = rot [y, z, x] = [-1, -1, -1].

Um vetor normal a S é N = grad (z - f(x, y)) = [2x, 2y, 1]. Logo, (rot F) « N = -2x — 2y — 1. Ora, n dA = N dx dy (veja (3*) na Se¢éo 10.6
com X, y no lugar de u, v). Usando as coordenadas polares r, 6, definidas por x = r cos 6, y = r sen 0 e representando por R a proje¢do de S
sobre o0 plano xy, obtemos, portanto,

ff(rot F)-ndA=ff(rotF)'N dxdy=ff(—2x—2y—l)dxdy

S R R

9 Sir GEORGE GABRIEL STOKES (1819-1903), matematico e fisico irlandés, que se tornou catedratico em Cambridge em 1849. Também é
conhecido por suas importantes contribuicOes a teoria das séries infinitas e a do escoamento viscoso (equacdes de Navier-Stokes), geodésica
e optica.

A expressdo “curvas e superficies suaves por intervalos” é definida nas Se¢des 10.1 e 10.5.
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27 1

= f f (—=2r(cos 6 + sen ) — 1)r dr d6
6=0 r=0
2
2 1
:f (*E(COSQJrsenO)*—)d@fOJrO*—(277') [ |
0=0

PROVA Provemos o teorema de Stokes. Obviamente, (2) se verifica caso as integrais de cada componente em ambos 0s

lados de (2*) sejam iguais; isto €,

3 ff <6F1 I; ) dudv = jg F, dx

an an _
4) f i ( - N3> dudv = 3§6F2 dy
dF; _ 9Fg _
®) ” ( = 2) dudv = 3§éF3 az.
Provemos isso primeiro para uma superﬂme S que pode ser representada simultaneamente nas formas
(6) @z=1fxy), ((by=9ky), ()x=hly,2)

Provemos (3) usando (6a). Fazendo u = x, v =y, temos de (6a)
r(u, v) =r (x, y) =[x, y, f(x, y)] = xi +yj + fk
e, em (2) da Secdo 10.6, por célculo direto,
N=r,xr,=r,xr,=[f, £, 1]=-fi-fj+k

Note que N é um vetor normal superior a S, visto que ele tem uma componente z positiva. Além disso, R = S*,
a projecdo de S sobre o plano xy, com a curva de contorno C = C* (Fig. 253). Logo, o lado esquerdo de (3) é

0 H[a—Fl(f)——]ddy

Consideremos agora o lado direito de (3). Transformamos essa integral de linha sobre C = C* numa integral dupla
sobre S* aplicando o teorema de Green [formula (1) da Segao 10.4 com F, = 0]. Isso fornece

39F1dx—ff dxdy

X C*
Fig. 253. Prova do Teorema de Stokes

Aqui, F; = Fy(x, y, f(x, y)). Dai, pela regra da cadeia (veja também o Problema 10 em Problemas Propostos
9.6),

_ aFl(X! yl f(xl y)) — aFl(X, yi Z) _ aFl(X, y, Z) ﬁ

ay ay e ay [z =f(x Y]

Vemos que o lado direito disso é igual ao integrando em (7). Isso prova (3). As relacdes (4) e (5) seguem-se da
mesma forma, se usarmos (6b) e (6c), respectivamente. Por adi¢do, obtemos (2*). 1sso prova o teorema de Stokes
para uma superficie S que pode ser representada simultaneamente nas formas (6a), (6b) e (6c).
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EXEMPLO—2

EXEMPLO=3

EXEMPLO-4

Fig. 254.
Exemplo 4

EXEMPLO-5

Assim como na prova do teorema da divergéncia, nosso resultado pode ser imediatamente estendido as super-
ficies S que podem ser decompostas num namero finito de superficies, onde cada uma delas seja do tipo que
consideramos. Essa situacdo encerra a maior parte dos casos de interesse pratico. A prova para o caso de uma
superficie mais geral S satisfazendo as suposi¢Ges do teorema requer o uso de limites e é similar a situacéo vista
no caso do teorema de Green na Se¢do 10.4. [ |

Teorema de Green no Plano como um Caso Especial do Teorema de Stokes

Considere que F = [F,, F,] = Fi + F,j seja uma funcéo vetorial derivavel continuamente num dominio no plano xy contendo uma regido fechada,
limitada e simplesmente conectada S cujo contorno C é uma curva fechada, simples e suave por intervalos. Entdo, de acordo com (1),

aFy  OF,

X ay

(rotF)en = (rotF) <k =

Logo, a formula no teorema de Stokes agora assume a forma

dF4 dFy
ff - dA:fﬁ (Fy dx + Fy dy).
)\ ax ay ¢

Isso mostra que o teorema de Green no plano (Secdo 10.4) é um caso especial do teorema de Stokes (que precisdvamos para provar o
altimo!).

Calculo do Valor de uma Integral de Linha pelo Teorema de Stokes

Calcule o valor de fc Fer’ ds, onde C é a circunferéncia x2 + y2 = 4, z = -3, orientado no sentido anti-horario como visto por uma pessoa
de pé na origem, e adotando-se um sistema dextrogiro de coordenadas cartesianas.

F= [y, xz3, —zy3] =yi + xz% — zy®k.

Solugdo. Como uma superficie S limitada por C, podemos considerar o disco circular plano x> + y2 = 4 no plano z = 3. Ento, n no
teorema de Stokes aponta na direcéo positiva de z; dai, n = k. Entéo, (rot F)+n é simplesmente a componente de rot F na dire¢do positiva
de z. Como F com z = -3 tem as componentes F; =y, F, = -27x, F; = 3y3, obtemos, portanto, que
dFo aF,
(rotF)en=—" - — =-27—-1=-28
X ay

Logo, a integral sobre S no teorema de Stokes é igual a —28 vezes a area 47 do disco S. Isso fornece a resposta —28 « 47 = —1127 ~ —352.
Confirme isso por célculo direto, que requer um pouco mais de trabalho. [ |

Significado Fisico do Rotacional no Movimento de Fluidos. Circulacao.

Considere que S, seja um disco circular de raio r, e centro P limitado pela circunferéncia C,0 (Fig. 254), e que F(Q) = F(x, Y, z) seja uma
funcéo vetorial continuamente derivavel num dominio contendo STO. Entdo, pelo teorema de Stokes e pelo teorema do valor médio para as
integrais de superficie (veja a Secédo 10.6),

i3

nas quais AT0 é a area de STO e P* é um ponto adequado de STO. Isso pode ser escrito como

Fer' ds = (rot F)en dA = (rot F)«n(P¥)A,
I o

"o

1
(rot F)en(P*) = —— fﬁ Fer'ds.

To CTu

No caso do movimento de um fluido com o vetor velocidade F = v, a integral

jg ver' ds
c

o
é chamada de circulag&o do fluxo em torno de Gy Ela mede o grau com que o movimento do fluido correspondente é uma rotacéo ao redor
da circunferéncia C?‘o' Se agora fizermos r, se aproximar de zero, constatamos que

1
(8) (rotv)en(P) = lim — jg ver' ds;
70 Arn C,

0

ou seja, a componente do rotacional na dire¢do normal positiva pode ser considerada como a circulagdo especifica (circulacédo por unidade
de area) do fluxo na superficie no ponto correspondente.

Trabalho Realizado no Deslocamento em Torno de uma Curva Fechada

Encontre o trabalho realizado pela forga F = 2xy® sen z i + 3x2y? sen z j + x2y® cos z k no deslocamento em torno da curva de intersecéo do
paraboléide z = x2 + y2 com o cilindro (x — 1)2 + y2 = 1.

Solugdo. Esse trabalho é dado pela integral de linha do teorema de Stokes. Ora, F = grad f, onde f = x23 sen z e rot (grad f) = 0 (veja (2)
na Se¢do 9.9), de modo que (rot F)en = 0 e o trabalho é 0 pelo teorema de Stokes. Isso concorda com o fato de que o campo nesse caso é
conservativo (definicdo na Segdo 9.7). |
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Teorema de Stokes Aplicado a Independéncia do Caminho

Na Secdo 10.2, enfatizamos que o valor de uma integral de linha em geral depende n&do apenas da funcéo a ser
integrada e das extremidades A e B do caminho de integracéo C, mas também da escolha particular de um caminho
de A a B. No Teorema 3 da Secdo 10.2, provamos que, se uma integral de linha

) | F(ryedr = | (Fudx+ Fydy + Fy 02)

(envolvendo funcgdes F,, F,, F5 continuas e com derivadas parciais primeiras continuas) é independente do caminho
num dominio D, entdo rot F = 0 em D. E, na Secdo 10.2, afirmamos inversamente que o fato de que rot F =0
em todos os lugares em D implica a independéncia do caminho de (9) em D, desde que D seja simplesmente
conectado. Uma prova disso necessita do teorema de Stokes e pode agora ser dada como se segue.

Consideremos que C seja qualquer caminho fechado em D. Como D é simplesmente conectado, podemos
encontrar uma superficie S em D limitada por C. O teorema de Stokes se aplica e fornece

fﬁc(Fl dx + F,dy + F, dz) = 5ECF-r’ ds = fsf(rot F)+n dA

para a direcdo apropriada em C e um vetor normal n em S. Como rot F = 0 em D, a integral de superficie e,
portanto, a integral de linha, valerdo zero. Isso e 0 Teorema 2 da Secdo 10.2 implicam que a integral (9) é inde-
pendente do caminho em D. Isso completa a prova.

PROBLEMAS PROPOSTOS 109

INTEGRAQAO DIRETA DAS INTEGRAIS 11. F=[-3y, 3x, z], C é acircunferéncia x> +y2=4,z=1
DE SUPERFICIE 12. F =[4z,-2x,2x], C é aintersegdo de x2 +y?=1lez=y +1
Avalie a integral ff(rot F)«n dA diretamente para F e S dados. 13. F = [y2, %2, —x, +z], em torno do triangulo de vértices (0, 0, 1), (1,
E 01,111
1. F=[422,16x,0],S:z=y(0=x=1,0=y=1) 14. F =1y, xy3, -zy3], Cé o circulo 2 +y?>=a% z=b (> 0)
2.F=[0,0,5xcos2],S: X2+y2=4,y=0,0=z=ix 15. F =y, 22, x3], C como no Problema 12
3 F=[-e¢e,e],Siz=x+y(0=x=10=y=1) 16. F=[x3 y% 2], Cé aintersecdo de X2 + y2 + 22 =4 ez = y?
4. F=[3cosy,coshz x],Séoquadrado0 =x=2,0=y=2, 17. F=[cos my, sen 7y, 0], em torno do retdngulo de vértices (0, 1,
z=14 0), (0,0, 1), (1,0,1), (1,10
5.F=[e* e*seny,eecosy],S:z=y?(0=x=4,0=y=1) 18. F =z, x, y], C como no Problema 13
6. F=[2 x4y, S:22=x®+y,y=0,0=z=2 19. (Né&o-aplicabilidade do teorema de Stokes) Calcule o valor de
7.F= [22, 3x, O], Séoquadrado0=x=a,0=y=az=1 3@ Fer'ds, F = (x2 +y?)~[~y,x], C: X2 + y> = 1,z = 0, orien-
8.F=[0.8:x*+y* =12=0 tacda no sentido horério. Por que o teorema de Stokes ndo pode ser
9. Verifique o teorema de Stokes para F e S no Problema 7. aplicado? Que resultado (falso) ele forneceria?
10. Verifique o teorema de Stokes para F e S no Problema 8. 20. PROJETO ESCRITO. Grad, Div, Rot em Conexdo com as

CALCULO DO VALOR DE 35 Fer' ds
C

Calcule estas integrais de linha pelo teorema de Stokes, no sentido
horario como visto por uma pessoa de pé na origem, para as seguintes

Fe

C. Suponha que as coordenadas cartesianas sejam dextrogiras.

(Mostre os detalhes.)

QUESTOES F PROBLEMAS DEREVISAO DO CAPITULO 10

1.

Liste os tipos de integrais neste capitulo e como os teoremas inte-
grais relacionam alguns deles.

. De que modo o trabalho de uma forca varidvel pode ser expresso

por uma integral?

. Diga de memoria como vocé faz para calcular o valor de uma

integral de linha e de uma integral dupla.

. O que vocé se recorda sobre a independéncia do caminho? Por que

ela é importante?

Integrais. Fagca uma lista de idéias e de resultados sobre esses
topicos vistos neste capitulo. \Veja se consegue rearranjar ou combi-
nar as partes do seu material. Entdo subdivida-o entre 3-5 partes e
resolva os detalhes de cada uma. N&o inclua as provas, mas apenas
exemplos simples e tipicos de sua prépria escolha, que permitam
uma melhor compreensdo do material.

5. De que modo usamos o0 teorema de Stokes em conexdo com a

independéncia do caminho?

6. Dé a definigdo de rotacional. Por que ele é importante neste capi-

tulo?

7. Como podemos transformar uma integral dupla ou uma integral

de superficie em uma integral de linha?

8. O que é orientacdo de uma superficie? Qual é o seu papel em

conexdo com as integrais de superficie?
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9. Enuncie de memoria o teorema da divergéncia e suas aplica-
coes.

10. Enuncie a equacgdo de Laplace. Onde, na fisica, ela é impor-

tante? Quais propriedades de suas solugdes foram por nds dis-

21-25 | INTEGRAIS DE SUPERFICIE, CENTRO DE
GRAVIDADE

Encontre as coordenadas X, y do centro de gravidade de uma massa de
densidade f(x, y) na regido R. (Esboce R. Mostre os detalhes.)

cutidas? , i -
21. f = 2xy, R é o tridngulo de Vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1)
11-20 | INTEGRAIS DE LINHA f F(r)-dr 2. f=1,RI0=sy=1-x
C
(INTEGRAIS DE TRABALHO) . f=LRx+y =aly=0

) ) ) 24, f=x2+y2  Rix2+y?2=1x=0,y=0
Avalie, com F e C conforme dadas, pelo método que mais Ihe pareca o ¢ _ 22, R & a regido abaixo de y = X + 2 & acima de y = x°.

adequado. Lembre-se de que, se F é uma forga, a integral fornece o ] .
trabalho realizado em um deslocamento ao longo de C. (Mostre os [26-35 | INTEGRAIS DE SUPERFICIE JJF-n dA

detalhes.)

11. F=[x? y? 22], C é o segmento retilineo de (4, 1, 8) a (0, 2, 3)

12. F =]cos z, -sen z, —x sen z, -y cos z], C é o segmento retilineo de
(—=2,0,4m a4, 3,0)

13. F=[x-vy,0,e9,C:y=3x?z=2xparax de 0 a 2.

14. F =[yz, 2xz, xy], C é a circunferéncia x2 + y2 =9, z = 1 no sentido

S
Calcule o valor destas integrais diretamente ou, se possivel, pelo teo-
rema da divergéncia. (Mostre os detalhes.)

26. F=[2¢3 4y,0],S:x+y+z=1,x=0,y=0,z=0
27. F=[y,—x,0],S: 3x+2y+z=6,x=0,y=0,z2=0
28. F=[x-Yy,y—-12,2-x], S aesfera de raio 5 e centro 0

anti-horario 29. F=[y* x% %], Séasuperficiede x> +y?=4,0=z=5
15. F = [-3y? 3x3 + cos y, 0], C € a circunferéncia x2 + y? = 16, z = 30. F =[y* %% 32%], S é a porcao do paraboldide z = x* +y?, z = 4
0 no sentido anti-horario 31. F=[sen?x, -y sen 2x, 5z], S é a superficie da caixa x| = a, |y| =
16. F = [sen ary, cos mry, sen @x], C é 0 contorno de 0 = x = 1/2, blzf=c
0=y=21=2 32. F=[1,1,a],S: 2+ Y2+422=4,2=0
17. F =19 5%, 3y],Céaelipse 2+y2=9,z=x+2 3B F=[xxy,z],S: 2+y?=1,0=z=h
18. F = [cosh x, e¥, tan z], C: x2 + y2 = 4, z = x2. (Eshoce C.) 34. F como no Problema 33, S é o contorno completo de x2 + y* = 1,
19. F=[22%3,y?,C: X +y> =4, x+y+2=0 0=z=h
20. F=[x2 y2 y], Céahélicer =[2cost, 2 sent, 6t] de (2,0,0) 35 F =[e 0, ze7], S é o retangulo de vertices (0, 0, 0), (1, 2, 0), (0,
a (0, 2, 3m) 0,5), (1 25)

RESUMO bo cApiTuto 10

Calculo Integral Vetorial. Teoremas Integrais

O Capitulo 9 estendeu o célculo diferencial para vetores, isto é, para as fung@es vetoriais v(x, y, z) ou v(t). Similarmente,
este Capitulo 10 estende o célculo integral para as funcdes vetoriais. Este assunto envolve as integrais de linha (Secéo
10.1), integrais duplas (Secdo 10.3), integrais de superficie (Se¢do 10.6) e integrais triplas (Secdo 10.7) e os trés
“grandes” teoremas de transformacédo dessas integrais em outras, a saber, o teorema de Green (Se¢do 10.4), de Gauss
(Secdo 10.7) e de Stokes (Secéo 10.9).

O anélogo da integral definida do calculo é uma integral de linha (Secdo 10.4)

dr it
dt

(1) fF(r).dr = f (Fy dx + F, dy + Fydz) = f F(r(t) -

onde C: r(t) = [x(t), y(t), z()] = x ()i + y(1)j + z(Hk (a = t = b) é uma curva no espago (ou no plano). Fisicamente,
(1) pode representar o trabalho realizado por uma forca (varidvel) em um deslocamento. Outros tipos de integrais de
linha e suas aplicagdes também sdo discutidos na Se¢do 10.1.

A independéncia do caminho de uma integral de linha em um dominio D significa que a integral de uma dada
funcéo sobre qualquer caminho C com extremidades P e Q tem o mesmo valor para todos os caminhos de P a Q que
se situam em D; aqui, P e Q sédo fixos. Uma integral (1) é independente do caminho em D se e somente se a forma
diferencial F, dx + F, dy + F; dz, com F,, F,, F5 continuos, for exata em D (Secdo 10.2). Além disso, se rot F = 0,
onde F = [F,, F,, F3], tiver derivadas parciais primeiras continuas num dominio simplesmente conectado D, logo a
integral (1) independe do caminho em D (Secéo 10.2).

Teoremas Integrais. A formula do teorema de Green no plano (Secédo 10.4)

oFy  OF
@ fR | (a—xz - a—yl> dx dy = SEC(F1 dx + F, dy)

transforma integrais duplas sobre uma regido R no plano xy em integrais de linha sobre a curva de contorno C de R,
e vice-versa. Sobre outras formas de (2), veja a Secéo 10.4.
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Similarmente, a férmula do teorema da divergéncia de Gauss (Secdo 10.7)

@) ffodidev=fsfF-ndA

transforma integrais triplas sobre uma regido T no espago em integrais de superficie sobre a superficie de limite S de
T, e vice-versa. A formula (3) implica as formulas de Green

(4) fff(fvnger-Vg) dv=fffz—gdA,
T S

24 _ qV2 - 9 _ a_f>
® J]J v gi)dV—Lf<fan g5 ) A
Finalmente, a formula do teorema de Stokes (Sec¢éo 10.9)
(6) Jf(rot F)endA = é Fer'(s) ds
s Cc

transforma integrais de superficie sobre uma superficie S em integrais de linha sobre a curva de contorno C de S e
vice-versa.




