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5 APLICACOES

O teorema da Divergéncia é amplamente usado na fisica e na engenharia, mais
precisamente na eletroestética e na dindmica de fluidos. Veremos a seguir alguns exemplos
de aplicagoes do teorema em algumas regioes sobre as quais as integrais triplas podem ser

calculadas.

Exemplo 5.1. (SWOKOWSKI, 1994) Seja @ a regiao delimitada pelo cilindro circular
%+ y2- = 4 e pelos planos z = 0 e z = 3. Denotaremos por S a superficie de (). Se

F(z,y,2) = 37 + y?’jJr 2312:, use o teorema da divergéncia para calcular

[ Fnis

S

Resolugdo. A figura 27 ilustra a superficie S e algumas posigoes tipicas de n. Como

V- F =322 + 3y? + 322 = 3(2? + y? + 2?%) temos, pelo teorema da divergéncia

Z/F~nd5=3/@//(x2+y2+zz) dv.

Calculando a integral tripla por coordenadas cilindricas, temos:

27 2 3
//F-n ds = 3/ / / (r* + 2*)rdzdrdf
o Jo Jo
S
27 2 1 3
~ 3 / / [7"22—1—23] ddrd6
o Jo 3 Jo
27 2
= 3/ / (3r% + 9)rdrdf
o Jo
2

3 9 2 2
- 3 / [r4+r2] do =3 / 30d6
0 4 2 0 0

= 90 [4)2" = 180~
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Figura 27 — Superficie S.

AZ

Swokowski (1994, p.618)

Exemplo 5.2. (SILVA; MATOS, 2018) Calcular o fluxo do campo F = yzi 4+ 2] + SL’ZE,
através da fronteira do tetraedro determinados pelos planos coordenados e pelo plano

r+y+z=1

Resolugdo. Temos que div(F) = z e se € representa a regiao delimitada pelo tetraedro,

usamos o Teorema de Gauss e obtemos

// (F-n) = /// div(F)dV = /// vdzdydz
_ //1I/1xy:vdzdydx—// h 2(1 — z — y)dyda

= = |- 2)de =
2/0 ol - a)de = o)
O

Exemplo 5.3. (SILVA; MATOS, 2018) Seja S a fronteira do sélido €2, delimitada pelo
cilindro z = 4 — 22 e pelos planos y = 5, y = 0 e 2 = 0. Calcular o fluxo do campo
F = (2* + senz)i + (z2y + cosz)j + exp(z? + y2)k, através de S.

Resolugdo. Primeiro faca um esbogo da superficie e de sua orientagao. O calculo direto
da integral de superficie é bastante trabalhoso, e ele torna-se mais simples quando usamos
o Teorema de Gauss. Como

L =2+ senz, M = 2%y + cosz e N = exp(x? + y?),

temos que divF = L, + M, + N, = 32 + 2% 4+ 0 = 42

e do Teorema de Gauss, resulta

2 4—x? 5 512
//(F -n)dS = 4///x2da:dydz = 4/ / / 2?dydzdx = 5
—2.Jo 0
S Q
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Exemplo 5.4. (SILVA; MATOS, 2018)( Equagao Fundamental da Eletrostatica) Conside-
remos uma superficie fechada S (uma esfera, por exemplo) contendo uma carga pontual ¢
no seu interior, situada no ponto Py; e representemos por E(P) o campo elétrico no ponto

P de S; produzido pela carga ¢, como ilustra a Figura 28

Resolugdo. Ser = PyP e r = |r|, como consequéncia da Lei de Coulomb, temos que
r

onde ¢ = kq/r e o potencial eletrostatico, e o fluxo do campo E através de S é, portanto,

//(E n dS—k;q// ) dS = kq//coso‘ds (5.1)

cosadS

Se representarmos por dw a area elementar sobre a esfera unitaria, teremos dw = 5
r
e a partir de (5.1) obtemos a seguinte relagao:

// (E-n) dS = kq // COSTO;dS S = kq // dw = 4kmq.
S S S

No caso de uma distribui¢ao de carga @), com densidade p(x,y,z), a carga total na regiao

= [[f ote.v.av
Q
e o fluxo do campo elétrico sera

// (B-n) dS = 4krQ — 4kn /// o2y, 2)dV. (5.2)
S Q

Comparando (5.2) com a Formula de Gauss, obtemos

/// kr — div(B)] dV = 0,

de onde resulta a Equacao Fundamental da Eletrostatica

), delimitada por S, é

div(E) = 4kmp. (5.3)

Se ¢ representa o potencial eletrostatico no ponto Fp, isto é,

O(Py) = k//f ds (5.4)

entdo E = —V¢ e obtemos de (5.3)
A¢p = div(A¢) = —div(E) = —4dknp,
de onde resulta a equacao de Poisson para o potencial:

A¢ = —4kmp.
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Figura 28 — Fluxo do campo elétrico.

Silva e Matos (2018, p.266)

Exemplo 5.5. (SILVA; MATOS, 2018) Calcular o potencial eletrostatico e o campo
elétrico, em um ponto P(0;0;¢) do eixo z, devido a uma distribui¢ao uniforme de carga

elétrica no disco S : 22 +y? < a?;,2=0:

Resolugdo. Segue de (5.4) que o potencial eletrostatico no ponto P(6,n,&) devido a

distribuicao de carga de densidade p(z,y, z) sobre o disco S é

6(6,7,€) = // (=.9.2) 4

r=0—2)2+ [ —y)?+ (€~ 2>

e admitindo que a densidade p seja constante, o potencial no potencial no ponto (0,0, &)

do eixo z sera:
0,0,§) = || s = NEar e
¢(> 75) Z/\/W P x2+y2§a2\/m
[
I R A=y =]
e gt
= 2 — =2 [ 2+& - }
W/§2 57 = 20 [Vt + €~ I
O

O campo elétrico no ponto P pode ser calculado diretamente, usando a Lei de

= /v/v l{;p;”; dS
T
S

ou usando o potencial, como faremos neste caso:

1 1
var+ &2 — |£|} k =—2mp [m — |§|] k

Coulomb:

B(0.0,6) = ~V6(0,0.¢) = ~2mp
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Figura 29 — Distribuicao de carga sobre o disco.

Silva e Matos (2018, p.267)

Exemplo 5.6. (THOMAS, 2009) Seja D uma regiao no espago limitada por uma superficie
fechada e orientada S. Se v(x,y, z) é o campo de velocidade de um fluido que escoa através
de D, 6 = i(t,x,y,2) é a densidade do fluido em (z,y, z) no tempo ¢, e F = Jv, entao a

equacao da continuidade da hidrodindmica afirma que

95
V-Fto =0

Se as fungoes envolvidas tém derivadas parciais de primeira ordem continuas, a equagao

evolui naturalmente a partir do teorema da divergéncia, como veremos a seguir.

//F-nd&

S

Resolugdo. Primeiro, a integral

é a taxa na qual a massa deixa D através de S (deixa porque n é a normal exterior). Para

saber por que, considere um pedaco de area sobre a superficie conforme figura 30.

Em um curto intervalo de tempo At, o volume AV do fluido que escoa através do
pedaco é aproximadamente igual ao volume de um cilindro com area de base Av e altura

(vA) - n, onde v é um vetor velocidade com origem em um ponto do pedago:
At

A massa desse volume de fluido é de cerca de

AV=v-nAb
Am ~ v -nAOA t

assim a taxa a qual a massa escoa para fora de D através do pedaco é de cerca de

Am
— ~dv-nA
; ov - nAf
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Figura 30 — Volume do Cilindro

VAL \
h=(vAf)on

Ao \L

Fonte: Thomas (2009, p. 541)

Isso leva a aproximacao

S Am
At
como uma estimativa da taxa média a qual a massa escoa através de S. Por fim, fazendo

zZAV-nA@

A — 0 e At — 0, temos a taxa instantinea a qual a massa deixa D através de S como

dm://év-nd@
dt <

a qual para o nosso escoamento especifico é

dm
[ F-ndo
di //S "

Agora, seja B uma esfera solida centrada em um ponto () no escoamento. O valor médio

de V - F sobre B é .
_ -FdV
volume de B //B v

E uma consequéncia da continuidade do divergente que V - F realmente assuma esse valor

em algum ponto P em B. Assim,

1 [J<F -ndo
P, = - . FdYy = s
(V-E) volume de B///BV v volume de B

_taza a qual a massa deira B ao longo de super ficie S

volume de B
A fragao a direita descreve diminuicao de massa por unidade de volume. Agora, faca o raio

de B tender a zero enquanto o centro de () permanece fixo. O lado esquerdo da equagao
acima converge para (V - F)g, o lado direito para (—00/0t)qg. A igualdade desses dois
limites é a equagao da continuidade

00

F=_—
v ot
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A equacgao da continuidade "explica'V - F : o divergente de F' em um ponto é a taxa a

qual a densidade do fluido esta diminuindo l4. O teorema da divergéncia

//SF- nd@—///DV- F dV

agora diz que a diminui¢ao liquida na densidade do fluido na regiao D se deve a massa
transportada através da superficie S. Assim, o teorema é uma afirmagao sobre a conservacgao

da massa.

O

Exemplo 5.7. Encontre o fluxo exterior liquido do campo

wity) ek
= 2R

p =12+ y>+ 2?2

através da fonteira da regidao D : 0 < a® < 2% + y? + 22 < b,

F

Y

Resolugdo. O fluxo pode ser calculado integrando-se V - F sobre D. Temos

Op 1, 5 5, =t x
‘ oM 9 op 1 32
-3 -3 —49p xz
o _ 2 - -3 U
ox (9.7:(xp )= P o p> PP
Analogamente,
oN _ 1 3P
oy P
e
or 1 322
9z p PP
Portanto,
3 3 3 3
divF = = — (2 + 9+ ) == - =0
pE 5( ) PR
e

P
// V- -FdV =0
D

Dessa forma, a integral de V - F' sobre D é zero e o fluxo exterior liquido através da
fronteira de D é zero. H4 mais a aprender com esse exemplo. O fluxo que deixa D através
da esfera interior S, é o oposto do fluxo que deixa D através da esfera exterior S, (porque
a soma desses fluxos é zero.) Assim, o fluxo de F através de S, no sentido que se afasta
da origem ¢ igual ao fluxo de F através de S, no sentido que se afasta da origem. Assim,

o fluxo de F através de uma esfera centrada na origem ¢é independente do raio da esfera.
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Qual é esse fluxo? Para encontra-lo, calculamos diretamente a integral de fluxo. A normal

unitaria exterior sobre a esfera de raio a é

vityj+zk ity + 2k

VIZ+ P+ 22 a

Portanto, sobre a esfera,

_xf+yj—|—zl€ x?+y§+zl€_m2+y2+22_a2 1

F . =
" a3 a a* a*  a?
e
1 1 9
F-ndi=— df = —(4m a”) = 4n
Sa az JJ s, a
O fluxo exterior de F através de qualquer esfera centrada na origem é 47 O]

Exemplo 5.8. Ha ainda mais a aprender com o exemplo 5.7. Em eletromagnetismo, o

campo elétrico criado por uma carga pontual g localizada na origem é

1 q r q T q zi + y;—i— 2k
E(ry2)=—— L (L) =L _ J
Ameg |2 \ x| Amey |r]3 4meg p
onde ¢, é uma constante fisica, r é o vetor posicdo do ponto (z,y,z) e p = [r| =
Vx?2 + y2 + 22. Na notacao do exemplo 5.7,
q
E—
4meq

Os calculos no Exemplo 5.7 mostram que o fluxo exterior de E através de qualquer esfera
centrada na origem é ¢/€g, mas esse resultado nao esta restrito a esferas. O fluxo exterior
de E através de qualquer superficie fechada S que engloba a origem (e & qual o teorema da
divergéncia se aplica) é também ¢/eq. Para sabermos por que, temos apenas que imaginar
uma esfera grande S, centrada na origem e englobando a superficie S. Como

q q
F = V- -F=0
4meg 4dmeq

V.-E=V.

quando p > 0, a integral de V - E sobre a regiao D entre S e S, é zero. Assim, pelo teorema

// E-ndfd=0
oD

e o fluxo de E através de S no sentido que se afasta da origem deve ser o mesmo que o

da divergéncia,

fluxo de E através de S, no sentido que se afasta da origem, o qual é g|ey. Essa afirmacao,
chamada Lei de Gauss, também se aplica a distribui¢do de cargas mais gerais que aquelas

consideradas aqui, como pode ver em quase todos os textos de fisicas.

ﬂh-nwzq
S €0

Lei de Gauss:
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