Aplicacoes de Edo’s de 12
Ordem




el de Newton do

Esfriamento/Aguecimento

A taxa segundo a qual a temperatura de um
corpo varia e proporcional a diferenca entre a
temperatura do corpo e a temperatura do meio
gue o rodeia, denominada temperatura ambiente.

Se T(t) representar a temperatura de um corpo no
Instante t, T, a temperatura do meio que o rodeia
e dT/dt a taxa segundo a qual a temperatura do
corpo varia, a let de Newton do
esfriamento/resfriamento €& convertida na
sentenca matematica.



dT
S KT-T
— =k(T-T,)

Onde k e uma constante de proporcionalidade.
Em ambos o0s casos, esfriamento ou
aquecimento, se T, for uma constante, e
logico que k<0



Esfriamento de um objeto

Quando um objeto é tirado do forno, sua temperatura
e 300°F. Trés minutos mais tarde, sua temperatura
e 200°F. Sabendo que a temperatura do meio é de
/0°F. Determine a funcao que representa a
Temperatura ?



Esfriamento de um objeto

Quando um objeto é tirado do forno, sua temperatura
e 300°F. Trés minutos mais tarde, sua temperatura
e 200°F. Sabendo que a temperatura do meio é de
/0°F. Determine a funcao que representa a

2
Temperatura * a7

C_KT-70) ., T(0)=300
dt



Esfriamento de um objeto

Quando um objeto é tirado do forno, sua temperatura
e 300°F. Trés minutos mais tarde, sua temperatura
e 200°F. Sabendo que a temperatura do meio é de
/0°F. Determine a funcao que representa a

2
Temperatura * a7

—=k(T-70) , T(0)=300
bl ) (0)

Precisamos resolver o problema de valor inicial e
determinar o valo de k de tal forma que

T(3) = 200
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dT

— kdt Quanto t =0, T=300 e portanto
(T —-770)
300=70+C e’
In(T'-70)=kt+C 300="70+C,
T-70=e"" C =300-70
T—-70=¢"¢e" C =230
T-70=C,e"

T=70+C,e"



Dessa forma

T =70+230¢e"

E com a medicao T(3)=200 leva que

200 =70+ 230"’
230" =200-70

230e** =130

s 130

e’ = ——
230

Ine* = ln1—3

23
3k=lnE
23
k:llng
3 23

k=-0,19018

Assim , T(t) = 70 +230 e-0.19018t



Crescimento e Decaimento

O problema de Valor 1nicial

dx
i kx, x(ty) = xq

Onde k € uma constante de proporcionalidade, serve
como modelo para diversos fendmenos envolvendo
crescimento ou decaimento. Conhecendo a populagao
em algum instante inicial arbitrario t,, podemos usar
a solucdo da equagao acima para predizer a
populacao no futuro — isto ¢ . Em instantes t > t,.



. .. ~ dx , .
Em fisica e quimica, a equag¢ao E = kx € vista como

uma reacao de primeira ordem — isto €, uma reacao
. . dx , 5.
cuja taxa ou velocidade — € diretamente

proporcional a quantidade x de uma substancia nao
transformada ou remanescente no instante t.

A decomposi¢ao ou decaimento de U-238 (uranio) por
radioatividade em Th-234 (tério) € uma reac¢ao de
primeira ordem.



Exemplo: Crescimento de Bacterias

Uma cultura tem 1nicialmente P, bactérias. Em
t = 1 h, o numero medido de bactérias ¢ de

3 . .
> P,. Se a taxa de crescimento for proporcional

ao numero de bactérias presente no instante t,
P(t), determine o tempo necessario pras
triplicar o naumero de bactérias.



Em primeiro lugar, resolvemos a equac¢ao diferencial
substituindo o simbolo x por P. Tomando t, = 0, a
condicdo micial € P(0) = P,. Usamos entdo a
observacdo empirica de que P(1) = %PO para
determinar a constante de proporcionalidade k.

Observe que a EDO Z—I; = kP ¢ a0 mesmo tempo

separavel e linear. Colocando-a na forma padrdo de
uma EDO Linear de primeira ordem,

dpP
= _—kP=0



& _kp=0
dt
Emt = 0, temos Py =

1) [—kdt= —kt .
). Ce® = C. Assim sendo,

2) Jkadt =kt P(t) = P, ekt.
3) e™ Em t = 1 temos que
kt

?) e 2p, = Pye* ou
5) [0.e7dt=C S

Kk

e =—.

2

P = ekt[C]



Da ultima equacdao, obtemos k = ln% = 0,4055 ¢
portanto,
P(t) — P060‘4055t _

Para encontrar o instante no
qual o numero de bactérias
triplicou, resolvemos
3P, = Pye®0°5t  para .
Segue que

0,4055t = In3 ou -

3K |

In 3 _ q t =271

t = 04055 ~271h




Exemplo: Mela-vida

Em fisica, meia-vida ¢ uma medida da estabilidade de
uma substancia radioativa. A meia-vida ¢ simplesmente
0 tempo necessario para a metade dos atomos em uma
quantidade inicial A, desintegrar-se ou transformar-se
em atomos de outro elemento. Quanto maior for a meia-
vida de uma substancia, mais estavel ela sera.

Por exemplo, a meia-vida do radio altamente radioativo,
Ra-226, é mais ou menos 1700 anos.

Em1700 anos a metas, a metade de uma quantidade Ra-
226 ¢ transformada em radonio, Rn-222.



O i1sotopo de uranio que ocorre mais frequentemente,
U-238, tem uma meia-vida de aproximadamente 4,5
bilhoes de anos.

Em cerca de 4,5 bilhOes de a metade de uma
quantidade de U-238 e transformada em chumbo, Pb-
206.



Exemplo: Meia-vida do Plutonio

Um reator regenerador converte uranio 238 relativamente
estavel no 1sotopo plutdnio 239. Depois de 15 anos
determinou-se que 0,043% da quantidade inicial A, de
plutonio desintegrou-se. Ache a meia-vida desse 1sotopo,
se a taxa de desintegragcdao for proporcional a quantidade
remanescente.

Solucao:

Seja A(t) a quantidade de plutonio remanescente no
instante t.

dA—kA A(0)=A
dt 0



dA
— =kA. A(0) = A,

dt
as = kdt
=
InA=kt+C
A = ekt+C
A = ekt eC
A(t) — Aoekt

Se 0,043% dos atomos de A, tiverem se desintegrado,
restarao 99.957% de substancia.



Para encontrar a constante de decaimento k usamos
0,99957 Ay=A(15) .
Ou se¢ja,
0,99957 A, = Aje’>*.
0,99957 = elok
In(0,99957) = In(e%k)
In(0,99957) = 15k
L In(0,99957)

15
k = —0,00002867

Portanto a meia-vida corresponde ao valor do tempo
1
no qual A(t) = = Ao -



1

_ —0,00002867t
Ay = Aye

2
1
— — £—0,00002867t
2
In= = | e 000002867t
2

1
lnz = —0,00002867t

ln(%)

= 2000002867

t ~ 24,180 anos



