Equaces Diferenciais — Capitulo 2

2

EQUACOESDIFERENCIAIS

No capitulo que seinicia serafeito o estudo das
equacoes diferenciais, seus aspectos, caracteristicas e suas
respectivas solucdes. As equacOes diferenciais sdo de
extrema utilidade em diversas éreas, na verdade, elas
estabelecem 0 suporte matemético para varios ramos da
engenharia e das ciéncias e surgem a partir da tentativa de
formular, ou descrever, certos sistemas fisicos em termos
matematicos.

Obviamente sugerem a resolucéo de algum tipo
de equacdo envolvendo derivadas. Antes de aprender a
reconhecer os tipos de equacdes e resolvé-las, torna-se
necessario examinar algumas definicbes e terminologias

bési cas sobre 0 assunto.
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2.1 Definicao

Uma equacdo que contém as derivadas ou
diferenciais de uma ou mais varidveis dependentes, em
relacdo a uma ou mais variaveis independentes, € chamada

de equacdo diferencial.

Exemplos:

D) (Efy + I)sen(x)dx = (1 + cos(x))dy y(0)=0

Xy+3Xx—y-3
dx Xy —2X+4y—-8

(3) €yy =e” +e*
4 (y”)2 +4y=0

@Y

(5) —e¥—cos(x)=x*-x* y(0)=0ey(n)=0

Z+d erﬂ+y:x.eX

6
©) dx? dx

d®
dx
d dy

+2y e”.sen(2x)

(8)@ Z_o

8x8y
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2.2 Classificacao

Havendo uma sO varidvel independente, as
derivadas sdo ordinarias e a equacdo € denominada
equacao diferencial ordinaria, exemplos (1) a(7).

Havendo duas ou mais variaveis independentes,
as derivadas sdo parciais e a equacdo € denominada
equacao diferencial parcial, exemplo (8). Neste livro, ndo

estudaremos tais equacoes.

2.3 Ordem

A ordem de uma equacéo diferencia é a ordem
da mais alta derivada que nela aparece. As equagdes (1),
(2) e (3) sGo de primeira ordem; (4), (5) e (7) sdo de

segunda ordem e (6) € de terceira ordem.

2.4 Grau

O grau de uma equacdo diferencial, que pode
ser escrita, considerando as derivadas como um polinémio,
€ 0 grau da derivada de mais ata ordem que nela aparece.

Todas as equacdes dos exemplos acima sdo do primeiro
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grau, exceto (4) que é do segundo grau.

2.5 Solucéao

O problema nas equagdes diferenciais
elementares é, essencialmente, a descoberta da primitiva
gue deu origem a equacdo. Em outras palavras, a solucdo
de uma equacdo diferencial de ordem n €&, essencialmente,
a determinagdo de uma relagdo entre as variaveis,
envolvendo n constantes arbitrérias independentes, que,
juntamente com as derivadas dela obtidas, satisfaz a
equacdo diferencial. Uma solucdo particular de uma
equacdo diferencia € a que se obtém quando se déo, para
as constantes arbitrarias que aparecem na primitiva,
valores definidos. Nas equacdes (1) e (5) dos exemplos,
vistos no item definicdo, apresentamos condicdes iniciais,
que serdo Utilizadas para o calculo das constantes.
Geometricamente, a primitiva é a equacdo de uma familia
de curvas e uma solucéo particular é a equacdo de uma
dessas curvas. Estas curvas sdo denominadas curvas

integrais da equacédo diferencial.
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2.6 Tipos

Alguns tipos de equacdes diferenciais ordinarias
(12 e 22 ordens e ordem n), que serdo objeto de estudo deste

livro, aparecem a seguir:

Equacdes Diferenciais Ordinérias
1.1 Variaveis separaveis
1.2 Homogéneas
1.3 Exatas
12 Ordem
1.4 Nao-exatas

15Lineares

1.6 Envolvendo sistemas

21y" =f(x)
22y =f(x,y’)
23y" =1(y)
24y" =1(y,y")

22 Ordem

3.1 Coeficientes constantes (a,, An.y. ..., Ay, Ao)

3.1.1 B(x) = 0 (equagdo homogénea)

Ordem n 3.1.1.1 Raizesreais

Ay + Anr Y™ 4+ Ary' + Aoy = B(X)) 3.1.1.2 Raizesrepetidas
3.1.1.3 Raizes complexas

3.1.2 B(x) = f(x)
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3.1.2.1 B(x) = polindmio
3.1.22B(x) = €~
3.1.2.3 B(x) = sen(kx) ou cos(kx)

3.1.2.4 Todos os casos juntos

3.2 Coeficientes ndo - constantes

3.2.1 Sériesde poténcias

2.7 EquagOes diferenciais de 12 ordem
2.7.1 Variaveis separaveis

& _ 900,
dx  h(y)

chamada separdvel ou tem varidveis separaveis. As

Uma equacéo diferencial da forma

equacOes de variaveis separdveis sdo as mais simples de
todas as equacfes. Sua resolucdo esta na separacdo das
funcdes que dependem de x daguelas que dependem dey,
tendo que utilizar possivelmente, integracdo por partes,
fraghes parciais, substituicdo, que sdo os métodos de

integragcdo mais usados num curso de célculo.
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Exemplos:
D) X2y =y-xy — xz.% =y.(1-%x) -
X
dy _ (1-x)dx
y X

J d_yy | —(1_X§)dx - In(y)"=-x"=In(x) +C

A solucdo acima é a solucdo geral da equacdo
na formaimplicita. Se o leitor desgjar explicitar o valor de
y em funcdo de x (algo que nem sempre é possivel fazer)
deverd usar algumas propriedades de logaritmos.

Assim:

In(y) = -x*=Inx) +C — In(y) +In(x) =-x*

+C - In(yx)=-x*+C

Ou ainda:
—(1/x)
yx = e 5y =k onde: €° foi
trocado por k.

* Neste livro, utiliza-se o logaritmo natural, resultado de integrais, com
parénteses, pela facilidade de escrita. Onde esta escrito In(y) entenda-
selnlyl.
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D x+1).Y =x+6) > dy=Ou
dx X+1
X+6
d
-~ J.y Jx+1

y=x+5Inx+1)+C
A solugdo gera que se obteve esta na forma
explicita e foi resolvida mediante a divisdo dos binémios e
uma substitui¢o.

2.7.2 Homogéneas

Considere inicialmente a definicdo de funcéo
homogénea apresentada, para em seguida examinar as
equagoes diferenciais homogéneas de primeira ordem.

Uma funcéo é dita homogénea de grau n, se ela
satisfaz a condigéo:

f(Ax, Ay) = A"f(x, y), paraalgum nimero rea n.

Assim, umaequacéo diferencial daforma:
M(x,y) dx + N(x, y) dy =0
€ chamada de homogénea se ambos os coeficientes M e N

sdo funcdes homogéneas do mesmo grau.
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Exemplos:

(D) x-y)dx = (x +y)dy — (x-y)dx—(x+
y)dy =0

Vamos examinar M e N:

M(X,y) =X—=y > M(AX, Ay) =AX - AY = A.(X —
y) = L.M(X, ¥) (homogénea degrau 1)

N(X,y) =-(X+y) > N(AX, Ay) = -AX - Ay = A.[-
(X +¥)] =A.N(X, y) (homogenea degrau 1)

Portanto, a equacdo acima é uma equacdo
diferencial homogénea; para resolvé-la serafeito a seguinte
substituicao:

y =x.t

dy = x.dt + t.dx (regrado produto de derivadas)

X=y)dx—(x+y)dy=0 > (Xx—=x.t)dx —(x +
x.t).(x.dt +t.dx) =0

(X — x.t)dx — x%dt — xtdx — xtdt — xt’dx =0 —
(X — 2xt — xt?)dx — (x> + x?)dt = 0

x(1 — 2t — dx = x°(1 + tdt o

at

5=

Xdx 1+t J->;dx_J~ 1+t

= dt —»
x> 1-2t-t? 1-2t—t?
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In(x)=_71ln(1—2t—t2)+C, aqui € necessario
voltar paraas variaveisoriginaisx ey, assim:
2
|n(x)=_—1|n(1—2i—l2)+c, que € a
2 X X

solucdo geral da equacdo diferencial homogénea, na forma

implicita.

(2) xdx + (y —2x)dy =0

Inicialmente fagca o examede M e N:

M(X, ¥) = x — M(Ax, Ay) = AX = AM(X, y)
(homogénea de grau 1)

N(X,y) =y —2X = N(AX, Ay) = Ay - 2AX = A.(Y
—2X) = L.N(X, ¥) (homogénea de grau 1)

Portanto, a equagdo acima € uma equagdo

diferencial homogénea; para resolvé-la proceda com a

substitui ¢&o:
y =Xt
dy = x.dt + t.dx

xdx + (xt — 2x)(x.dt + t.dx) = 0 > xdx + x?tdt
+ xt?dx — 2x°dt — 2xtdx = 0

(X —2xt + xt)dx + (Xt = 2x)dt =0 > x.(1—
2t + t)dx = x4 (2 -t)dt
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dt

2

Xdx 2—-t J->;dx_J~ 2—-t

= a —
x?  1-2t+t? 1-2t +t2
In(x)=—|n(t—1)—t—11+C, voltando para as

variaveis originais, tem-se:

In(X) =—In(Y.~1) ==+ C, que é a solugéo
X

Y1
X

geral da equacdo diferencial naformaimplicita. Naintegral
acima, utilizarse fragbes parciais para a sua resolucao.
Consulte um livro de Caculo para mais detalhes sobre
fracOes parciais.

2.7.3 Exatas

Varias equacdes diferenciais de 12 ordem que
sd0 apresentadas neste livro, aparecem com o formato:
M (X, y)dx + N(x, y)dy = 0. Ao encontrar uma funcdo z =
f(x, y) cuja derivada diferencial total resulte exatamente na
equacao acima, tem-se uma equagao diferencial exata.

Convém ressaltar, do célculo que, se z = f(X, y)
€ uma funcdo com derivadas parciais continuas em uma
regido R do plano xy, entdo o que serd chamado de
diferencia total &
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dz = idx+idy
OX oy

Portanto, tendo f(x, y) = C, segue-se da
~ : of of _
expressdo acima que —dx+—dy = 0, em outras
oX oy

palavras, dada uma familia de curvas f(X, y) = C, pode-se
gerar uma equacdo diferencial de 12 ordem calculando a
diferencial total.

Para solucionar uma equacdo diferencial exata,
procede-se da seguinte forma:

(1) Veificar se a equacdo é reamente exata
(usando o teste das derivadas parciais, enunciado abaixo);

(2) Compara-se a equagao que se quer resolver

com a diferencia total éidx-i-%dy = 0 e, desta forma,
X

utiliza-se integracdo para a descoberta da fungéo f(x, y).

Teorema (Teste das derivadas parciais)

Sgiam M(x, y ) e N(X, y) fungdes continuas com
derivadas parciais continuas em uma regido retangular R
definida por a< x < b, ¢ <y < d. Entdo, uma condi¢do
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necesséria e suficiente para que M(x, y)dx + N(X, y)dy sgja

umadiferencial exata & @ = @.
oy OX

Exemplos:
(1) (*—y*)dx —2xydy =0
Primeiro, precisa-se verificar se a equacéo

acima é exata:
oM
M(X,y) =x°—y* > —=-2y
oy
ON
N(X, y) = -2xy — a—=—2y Portanto:
X
oM _oN
oy ox

Agora, compara-se a equacdo que precisa ser
resolvida com adiferencial total:
(x* —y?)dx — 2xydy = 0

ﬂdx+ﬂdy: 0 Assim:
OX oy

idx:(xz—yz)dx
OX
Usando integracdo de ambos os lados:

Ig—idx = J'(x2 — y?)dx
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fx, y) = X—;— y’x+g(y) — O aparecimento
de uma constante g(y) deve-se ao fato da integracéo ter
sido feita em relagdo a X, a constante pode entdo ser um
numero real ou até mesmo depender de y. Passa-se, agora,
para a derivacdo em funcdo de y da expressdo que foi
obtida, pois a resposta desta derivacdo esta na propria
equacao que se pretende resolver (observe a comparagéo

com adiferencial total).

3

X
f(x,y)= 3 y2x+g(y) —

of :
oy~ RO > m2yxrg (y) =-2xy

g'(y)=0 - g(y)=c
A solucdo geral daequagdo exata €

3

X
f(x,y) = ?—yzx:C

(2) (4% — 15x* —y)dx + (x* + 3y —x)dy = 0

A equacio € exata, pois: %:4x3—1 e

N _ a1,
oX
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Comparando com a diferencia tota:

ﬁdx+ﬁdy: 0.
oX oy

ﬂdx = (4xy—15x* —y)dx —
OX

J.idx = j(4x3y—15x2 — y)dx

OX

f(xy) = x'y—5x° - yx+g(y) -
of 4
=X =x+g'(y)
oy
X' —x+g'(y)=x"+3y*-x - g'(y)=3y’

- gy)=y’
A solucdo gera da equacdo diferencia exata €
f(xy) = x'y-5x>—yx+y*=C.

2.7.4 Nao-exatas

No exemplo (1) das equacdes exatas, ao realizar
atroca de sinal de N(x, y), a equacdo deixara de ser exata
e, entéo, teremos um caso de equacdo ndo-exata.

Nestes casos, para o teste das derivadas parciais

teremos valores diferentes e, serd preciso multiplicar as
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equacbes por um termo xk(X, Yy), denominado fator
integrante, transformando a equagéo em exata.
O fator integrante sera

ejw(x)dx
kX, y) = ou onde:
ejw(y)dy
1 oM ON
X)=—(——-—
v =55
-1,0M ©ON
V/(Y)—V(E—&)
Exemplos:
(1) (x* —y?)dx + 2xydy = 0
Primeiro, precisase verificar se a equagéo
acima é exata:
oM
M(x,y) =x*—y* —» ——=-2y
oy
N(X, y) = 2xy — %—N:Zy Portanto:
X
oM  ON

—;ta—, aeguacao ndo € exata.
X

oy
Deve-se fazer a diferenca entre as derivadas

parciais, para que possa ser construido o fator integrante:
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oM _oN _ —4y. Se o leitor optar por dividir a expressao

oy OX

anterior por M(x, y) = x* — y% ndo serd possivel a
integracéo da funcéo resultante, pois dependerade x edey.
Portanto, a escolha certa, seriadividir por N(x, y) = 2xy.

Logo:
_I@M Ny 1 =2
V)= o) " 2y TN =

Fator integrante: k(X, y) =

eI;:dX _ e—2|n(x) _ elnx’2 _ X—Z
Multiplique a equagdo pelo fator integrante
acima
(x®—y?)dx + 2xydy =0 . (x?) —
2
a-Lydx+2¥dy=0
X X
Agora, a equacdo resultante é exata. A prova

deste fato ficard com o leitor.
Comparando a equagdo que precisa ser

resolvida com a diferencial total:

2
a-Lydx+2¥dy=0
X X
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of of

a—dx+5dy— 0 Assim:
ﬂd _(1——)dx

Usando integracdo de ambos os lados:
j—d _j(l——)dx

_ of i} .
fx,y)= x+y*x*+g(y) - 5=2yxl+g(y) >

29" +g(y) =27 logo g(¥)=0 > g(y)=c

A solucdo geral daequagéo é:
f(x,y) = x+y’x*=C

(2) (x +y)dx + x.In(x)dy =0
Primeiro, verifique se a equacdo acima é exata:
oM

M + =1
X y)=x+y — &

N(x,y) =x.In(x) — %zlﬂn(x)
oX

Portanto: ™M # N , aequacdo ndo € exata.
oy oXx
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Faz-se a diferenca entre as derivadas parciais,

para construir o fator integrante: @—@:—In(x).
oy oXx

Dividapor N(X, y) = x.In(x).
1,0M ON, -Inx) -1

Logo: y{X) =W(E_&) B xIn(x)  x

Fator integrante:

-1
—dx .
K(Xl y) = eJ‘ X = e—|l"l()() — e|l"l)( — X_l
Multiplique a equacdo pelo fator integrante
acima:

(x + y)dx + xIn(x)dy = 0. (x} -
(1+i—)dx+ln(x)dy=0

Agora, a equacdo resultante € exata. A prova
deste fato ficard com o leitor.
Compare a equagdo que precisa ser resolvida

com adiferencia total:

1+ Z—)dx+ In(x)dy = 0
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idx+idy: 0 Assim:
OX oy

of

X ax = 1+ Lydx
OX X

Usando integracdo de ambos os lados:
of y
—dx=|(1+-—)d
J.éx X I( +)< )dx
of :
f(x y)=x+yIn(Xx)+g(y) - 5=|n(><)+g(y)%

In(x) +g'(y)=In(x) logo g'(y)=0 — g(y)=c
A solucdo geral daequagdo é
f(x,y)= x+yIn(x)=C

2.75Lineares

Uma equagdo diferencial de primeira ordem da
formay’ + P(x)y = Q(X) é chamada de equacéo linear.

Para resolver a equacéo linear também sera
utilizada a multiplicagdo por um fator integrante,

eI PO A demonstracéo da

determinado por: x(x) =
origem deste fator segue abaixo:
Multiplicando a equacéo y’ + P(x)y = Q(X) por

k(X), tem-se:
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k(X).y' +k(x).P(X)y = k(x).Q(x) ao adicionar e
subtrair o termo ' (x).y, tem-se:

k(X).y + x¥'(X).y - ¥ (X).y + «(X).PX)y =
K(x).Q(x)

A expressdo em negrito é a derivada de um

produto, logo:

(k(x).y)" +y.(k(X).P(x) - €' (X)) = k(x).Q(X) (1)

Seria interessante, para uma resolucdo com
mais facilidade, que a equacdo «(x).P(x) - k' (x) fosse igual

azero, logo: k(x).P(x) -k’ (x) =0 — <9 = P(X)

x(X)

O primeiro membro da Ultima equacdo € a

derivada de In[x(x)], entéo:

{In[x(xX)]}’ = P(X) (integrando ambos os lados
em relacdo ax)

[k} dx = [ Pe)dx  —  In[x(X)] = |

Px)dx — x(x) = e 0"

Portanto, a equagéo (1), ficaria:
(k(x).y) = x(X).Q(x) (integrando ambos os

lados em relagéo a x)
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J(00y) dx = [ k(0).Qx) dx — x(X).y =]
K(X).Q(X) dx

[ x(X).Q(x)dx .. C

(%) o (solucéo geral da

equacao diferencia linear de 12 ordem)

Exemplos:

Q) QJF ycot g(x) = 2cos(X)
dx

Fator integrante: 1(x) = ef POgax _ efcotg(x)dx:

eIn[sen(x)] = Sen(X)
dy
dx

%.sen(x) + ycos(X) = 2c0os(X).sen(x)

+ ycot g(x) = 2cos(x) . [sen(x)]

Observe que o primeiro membro da equagao
serd a derivada do produto dey pelo fator integrante; logo:
[y.sen(X)]’ = 2cos(x).sen(x) (integrando ambos

os lados em relacéo a x)
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[ Ty.sen(x)]’dx = [ 2cos(x).sen(X)dx — y.sen(x)

_ —cos(2x) Lc
2
_ —Cos(2x) N C

= 2sen(x) " sen(x) (solucdo geral da

equacao diferencial linear de 12 ordem)
Compare 0s passos realizados neste exercicio,
com o gue foi demonstrado acima para a descoberta do

fator integrante.

@y +3xy=x°

Fator integrante: k(x) = e % = ol ¥ of
y +3x%y=x* . (&)

y. el +3x%. e =x% e o [y. e =x2

e = [[y. e Tdx=[x% ° dx

X3

y. €= e3 +C —> y= %+C.ex3(solugéo

geral)
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2.7.6 Envolvendo sistemas

Algumas equacOes diferenciais de primeira
ordem apresentam o aspecto abaixo:
dy ax+by+c 2
v 2
X a,x+b,y+c,
Nestes casos a presenca dos termos ¢; e ¢; hdo
permitem que a equacdo sgja homogénea, desta forma,
existem dois casos para serem considerados:

a b

a, b,

1°. Caso: =0

Para a resolucéo da equacdo diferencial com a
condicdo acima, 0 primeiro passo é resolver 0 sistema
formado pelas equacbes que aparecem no 2° membro da
expressao (2), ao descobrir sua solugdo, troca-se a variavel
X por outra letra mais o valor de x que satisfaz o sistema;

damesmaforma, procede-se paray.

Exemplo:
dy _2x+3y+4
dx 4x+y-2

A solucéo do sistema, quando igualado a zero,
é (1, -2).

X=u+1l — dx=du
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y=v-2 —> dy=dv
Substituindo na equacéo, temos:

av_ 2u+)+3v-2)+4
du  4Uu+D+(v-2)-2

ﬂ_2u+2+3v—6+4_) v _2u+3v
du 4du+44v-2-2 du 4du+v

Com estas substituicdes, a equagdo passa a ser
homogénea, assim:

dv_ 2u+3v

du 4du+v

(2u+3v)du—(4u+v)dv=0

Fazendo uma nova substituicdo, conforme item

v=ut
dv = udt + tdu

(2u + 3ut)du — (4u + ut)(udt + tdu) =0

2.7.2:

(2u + 3ut)du — 4u”dt — 4utdu — u’tdt — ut*du = 0

(2u—ut —ut?)du—(4u® +ut)dt=0 —

u(2—t—t*)du = u?(4+t)dt

4+t
j%dusz—:—tz :
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In(u)=gln(t+2)—§ln(t—1)+c
3 3

Voltando para as varidveis v e u, tem-se

Inw) = 2In¥ +2)—2InL~1)+ C, e para as vaidveis
3 wu 3 u

originais X e y:
Inx-1) = 2In¥F 242~ 21X 2y 4c,  (solucho

3 x-1 3 x-1
geral, naformaimplicita, daequacdo diferencial).

a b
a2 b2

2°. Caso: =0

Neste caso, a solugdo do sistema é impossivel
ou terd infinitas solucbes. Para resolver a equacéo
diferencial, troca-se 0 grupo a;x + byy por uma letra,

conforme sugestéo abaixo:

Exemplo:
dy  x+y-1
dx 2x+2y-3

Vocé podera trocar x + y por u e fazendo a

mudanca também para a derivada ter&
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du u-1 du u-1
—-1= - +1 -
dx 2u-3 dx 2u-3
du_3u-4 (variaveis separéveis)
dx 2u-3
I(ZU ) - Zdu= jdx —
(Bu-4)

%u—éln(Su—4) =X+C (ondeu=x+Yy)

%(x+ y)—%ln(S(x+ y)—4)=x+C (solugdo

geral da equacao diferencia)

Existem outras equactes de primeira ordem que
ndo foram aqui abordadas, no entanto, uma eguacéo
diferencia pode ser transformada por meio de substitui¢des
apropriadas, como visto em alguns casos estudados até este
momento. Uma equacéo pode parecer diferente de todas as
que foram apresentadas, mas mudando a variavel
adeguadamente, um problema aparentemente complicado
pode ser resolvido.

Métodos diferenciados de resolugdo de
equacles diferenciais, a presenca do grau em algumas

situacOes, equacbes de Bernoulli, Ricatti, Clairaut, entre
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outros, poderdo ser estudados com detalhes em um curso
mais completo de equacdes diferenciais.

Exercicios 2.1
1. Resolver as seguintes equagdes diferencias:

a) (5x +4y)dx + (4x—8y*) dy =0

b) %+ ycot g(x) = 2cos(X)
0) (dy +y.xA)dy - (2x+x.y?)dx = 0

d) y +3x°y=x

e (A +4xy)=(1-22=2y)y

f) x.dy = (x.sen(x) —y)dx

g) (y*+yx)dx +x°dy =0

dy _x+3y

dx 3x+vy

) (4% —15%° - y)dx + (x*+ 3y?- x)dy = 0
i) Xy +(1+x).y = €”.sen(2x)

dy xy+3x-y-3
dx xy—2x+4y-8
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) €yy =¢e¥+e>
m) (x°€Y™ + y?)dx = xydy

n xy —y=x+y?

0) Xy +X(X+2)y=¢

2. Resolver as equacgOes diferenciais com as seguintes
condigles inicias:

a) X2y =y—xy onde y(-1)=-1

b) (y?+3x.y)dx = (4x*+x.y)dy onde y(1)=1
c) (®+y3)dx +3xy’dy=0 onde y(1)=1

d) (¥ + 1)sen(x)dx = (1 + cos(x))dy y(0)=0
e) (€ +y)dx +(2+x+ye)dy =0 y(0)=1

f) (y?cos(X) — 3x%y — 2x)dx + (2ysen(x) — x° +
In(y))dy =0 y(0)=e

2.8 Equacdes diferenciais de 22 ordem

Nesta secdo serd abordado quatro casos de

equacOes diferenciais bastante especificos, que poder&o
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ndo aparecer no proximo capitulo devido agumas
peculiaridades que serdo mostradas. E importante notar,
gue as equacOes desta secdo apresentardo duas constantes

(C1 eCy) nasolucgéo geral.
2.8.1 A segunda derivada dependentede x [y” = f(X)]

Este € 0 caso mais simples de equacOes
diferenciais de segunda ordem, bastando para resolvé-las,
usarmos integragao.

Exemplos:

Y _sx 3 2
> = €7 —Cog(X) + X° = X

2
g 3’dx='[e3X —cos(x) + x° — x%dx —
X

4 3

ﬂ_eBX
dx 3 4

4 3

e3x X5 X4
+cos(X) + ——--—+C.x+C
9 X 20 12 ¢ 2

y:
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) ‘;;y — 8.c08(2x) — 4.5en(x) onde: y(0) =0,
y(z)=0
[ d 23’ dx = [ Boos(2x) — 4sen(x)clx BN
dx

% = 4sen(2x) + 4cos(x) + C,;
X

| %dx = [ 4sen(2x) + 4cos(x) + C,dx N
X

y = —-2c0s(2x) + 4sen(x) + C,x+C,

Aplicando as condi¢des iniciais propostas neste
exemplo para descobrir C; e Cy:

0=-2cos(0) +4sen(0)+C, —» C,=2

y = —2c0s(2x) + 4sen(x) + C,x+C,

y'=4sen(2x) + 4cos(x) + C, -
0=4sen(2r)+4cos(r)+C, — C, =4

A solucdo geral
y =-2c0s(2x) + 4sen(x) + C,x+C, com as constantes
calculadas acima fica assm definida:
y =-2c0s(2x) +4sen(xX) + 4x+2, que € a solugdo
particular para a equagdo diferencial de segunda ordem,
dadas as condi¢des iniciais propostas no exemplo.
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2.8.2 A segunda derivada dependentede x edey’ [y” =
fx, y")l

Nesta Situagdo, uma variavel auxiliar que
chamaremos de p, transformard a equacéo diferencia de
segunda ordem em uma equacdo de primeira ordem.

Exemplo:

y' -y =¢

Trocando y’ por p, y’ seria a derivada de p,
desta forma a equacdo de segunda ordem fica reduzida a
uma de primeira ordem linear, adota-se entdo todos os
procedimentos vistos no item 2.7.5:

p-p=¢

Fator integrante: k(x) = &% = &l = ¢

p-p=e* .[€7]

pe-pef=¢e¢e"

[p.e’]’ = 1 (integrando ambos os lados em
relacdo a x)

[[p€*'dx =] 1dx — p.e*=x+ C; (trocando
ppory) —» y.e*=x+C;

y'=xe‘+C,e* (temos um caso de varidveis

Separdveis) —» dy = (xe* +C,.e*)dx
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J'dyzj(x.eX +C,.e")dx —

y=xe*—-e*+C,e" +C, (solugdo geral)
2.8.3 A segunda derivada dependentedey [y” =f(y)]

Neste caso, trocase y' por p, a segunda
derivada seriaaderivada de p em relacéo a x, no entanto,
se vocé Uutilizar esta estratégia, terd p, p’ e y em uma

mesma equacdo, com dificuldades para sua resolucdo.

Chame, entdo, y'=p e y'= p% (Observe que:
y

, dp dpdy d
yodp_dody_do

"o dydx oy
Exemplo:
y” —y = 0 (fazendo as devidas substituigoes)
d
pd—p—y=0 - pdp = ydy —
y
P°_Y
d = d —_— = K
[pdp=[ydy » Z-="-+K,

p>=y*+2K, (chame 2K; de W) —

p=£Jy +W, — %=i\/y2+W1
X
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=+fdx W = CH) o

In(y++/C} +y*)+C, = +x (solugdo geral)

2.8.4 A segunda derivada dependentedey edey’ [y” =

fly,y')]

Neste tipo de equacdo, faz-se as mesmas

substituicdes do item anterior.

mp

2

Exemplo:

d’y dqz
+— 1| +1=0
ydx2 (dx

dp 2 dp 2
yo—+p°+1=0 —> yp—=-p°-1 >
dy dy
> [5r=[7)

-?mw+3=4mw+Kl N

In(p® +1) =—In(y*) +W, — (p°+1).y*=A
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—yJA -y’ =+x+ A, (solugdo geral na forma

implicita)

Exercicios2.2

1. Resolver as equacOes diferenciais de segunda ordem

propostas:
°y
a) — —xe™ —sen(3x) = x* - X*
X
d’y _ .dy (dy)’
b —y2 Y| Y
)ydx2 y der dx
’y
C) o +e* =sen(2x)
X
d?y (dy)’
d) 2’—(—3’) —4
dx dx
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d?y

e
) o

+y=0

2
f) d 2/ +e ¥ =cos(3x) - x°
dx

2
d erdy:0

dx®>  dx

g) (1+x)

2. Resolver as equagOes diferenciais de segunda ordem
com condic¢lesiniciais:
gy +4y=0 y0)=0 e y(n)=0

2

b)(;y+25y=0 y(0)=0 e y(0)=0
X

2

2

Q) ‘; Y _64y=16 y(0)=1 e y(0)=0
X

2

2

d) ‘;Xy te*=sen(4x) y(0)=2 e y(0)=0

2
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3

EQUACOESDIFERENCIAIS
LINEARES
DE ORDEM N

As equacoes diferenciais lineares de ordem n,
estudadas neste capitulo, sdo de suma importéncia como
suporte matematico para varios ramos da engenharia e das
ciéncias. Na classificagdo do capitulo 2, observa-se que as

equacOes podem ser descritas conforme a tabela abai xo:

3.1 Coeficientes constantes (A, An.y. ..., Ay, Ao)

3.1.1 B(x) = 0 (equacdo homogénea)

Ordemn 3.1.1.1 Raizesreais

Ay +Anay™ .+ ALy +Ay=B(X) | 3,1.1.2 Raizesrepetidas
3.1.1.3 Raizes complexas

3.1.2 B(x) =f(x)
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3.1.2.1 B(x) = polindmio
3.1.2.2B(x) = €~
3.1.2.3 B(x) = sen(kx) ou cos(kx)

3.1.2.4 Todos 0s casos juntos

3.2 Coeficientes ndo - constantes

3.2.1 Sériesde poténcias

Antes deste estudo, convém apontar alguns
conceitos e caracteristicas importantes destes tipos de
equacoes.

As equacdes diferenciais lineares de ordem n
sd0 aquelas daforma:

AnY™ + Aty + L+ ALy + Aoy = B(X)

Onde: B(x), An, An-1, Ana, ... y Az, A, Ap —
dependem de x ou s&o constantes.

Se B(x) = 0 tem-se uma equacdo diferencial
linear e homogénea de ordem n.

A solucdo geral desta equacdo contém n
constantes arbitrarias. Se vyi, Y2, ..., Yo forem solucdes
particulares da equagdo linear homogénea e, Cy, C, ...., C,
designarem constantes, aexpressao y = C1y; + Coyo + ... +

Chyn também serd solucdo (teorema para equacOes
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homogéneas — principio da superposi¢ao). Seyi, Y2, ...y Yn
forem solucOes particulares de uma equacdo linear e
homogénea, aexpressdo y = Cyy; + Coy2 + ... + Cry, Seraa
solucdo geral de tal equacdo, desde que as fungdes yi, Yo,
..., Yn Sgjam linearmente independentes, isto é, desde que
ndo se tenha Cy; + Cyy2 + ... + Cryn = 0, a ndo ser para
todas as constantes nulas. De fato: nesse caso a solucéo
contém n constantes arbitrarias, niUmero esse que ndo pode
ser reduzido porque as fungbes yi, Y2, ..., Yn S0
linearmente independentes.

Exemplos:

(1) As funcdes y; = €, y, = € e y3 = 3€ ndo
S50 linearmente independentes, pois:

Cie + Ce™ + C336* = OparaCy = -3,C, =0 e

Cs =1, por exemplo.

(2) AsfuncBes y; = 1, y, = X e y3 = X° SA0
linearmente independentes, pois.

Ci1l + Cyx + Cax* = 0 seesomentese C; = 0, C,
=0eCz=0.

Um critério para independéncia linear de

funcOes pode ser visto em um teorema desenvolvido por
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Wronski® e chamado Wronskiano das funces, enunciado

abaixo:
Suponha que fi(X), fa(X), ..., fa(X) segam
diferenciaveis pelo menos n — 1 vezes. Se o determinante
f, f, f,
f, f, f
e

for diferente de zero em pelo menos um ponto do intervalo
[, entdo as fungdes f1(X), f2(X), ...., fa(X) seréo linearmente

independentes no intervalo.

3.1 Coseficientes constantes (An, An-1, ... , A1, Ag)

As primeiras equagdes que aparecem na tabela
mencionada no inicio do capitulo sdo aquelas que
envolvem os coeficientes constantes, ou sgja, nUmeros
reais. No item 3.2 serdo estudadas equagbes com
coeficientes que podem também depender da variavel

independente geralmente designada por X ou por t.

! WRONSKI, Josef Maria Hoéne. (1778 — 1853). Nascido na Polonia e
educado na Alemanha, passou a maior parte da sua vida na Franca. Era
mais um filésofo do que matemético. Uma das contribuicbes a
matemética foi o determinante acima.
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3.1.1 B(X) = 0 (equacédo homogénea)

A equaco diferencial linear Any™ + An1.y™?
+ ... + ALy + Aoy = 0 serd chamada de homogénea e sua
solucdo pode ser deduzida a partir do exemplo que segue.

Exemplo:

Inicialmente, desenvolve-se a solugdo para uma
equacao de primeira ordem descrita abaixo:

Ay + Ay = 0 (varidvels separavels,
conformeitem 2.7.1)

d
Ay = Ay o> A=Ay o

I%’z—f%dx —In(y) = —%x+ K

y =Ce™ onde r:% eC=¢€ (0

Supondo que toda solucdo da equacdo
diferencia linear de ordem n possa ser escrita da forma
exponencial, para a equacdo Any™ + Anpy™ + L.+
ALy + Agy = 0tem-se umasolucdo do tipo y =Ce™.

Para verificar, se de fato, tem-se uma solucéo,

deriva-se y = Ce™ n vezes; observe:
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y'=Cre™ y'=Cr%™ y"=Cr’%™ ...
y®™ =Cr"e™

Substituindo na equacdo, tem-se:

ACr'e* + ApCr™ie* + . ACr? &% +
ACre™ + ACe* =0

Ce™ (A" + Anar™ + L A2+ Ar+ A =0 (2

Conclui-se da expressdo acima que C é
diferente de zero, seu valor é €, conforme expressio (1) e
0 mesmo acontece com € (a funcdo exponencial tem
imagem real positiva e diferente de zero). Logo, para a
equacao (2) ser igual a zero, resta:

A"+ Aqar™ L AP+ Ar + Ag=0 (3)

Portanto, para resolucdo de uma equacao
diferencial linear de ordem n com coeficientes constantes,
basta que se transforme a equacéo diferencial em uma
equacdo auxiliar, ou também chamada de equacéo
caracteristica [equacao(3)]. A partir de agora, passa-se a
analisar 0 que acontece com as raizes da equacdo

caracteristica (3).
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3.1.1.1 Raizesreais

A eguacao caracteristica (3) possui raizes reais
e distintas. A solugdo geral da equacéo diferencial linear
serddotipo: y=C,e™ +C,e% +...+C e"".

Exemplos:

)y’ -5y +6y=0

Supondo que a equacdo y = Ce™ é solucdo da
equacao acima, tem-se:

y'=Cre™ y"=Cr?%"™ (derivada primeira e
segunda da solucéo)

Cr?e*-5Cre* + 6Ce*=0 — Ce*(r*-5r +
6)=0 »>Ce*=20er’-5r+6=0

Portanto, a equagdo diferencial de segunda
ordem passa a ter uma equacdo auxiliar (caracteristica)
para gue sua solucdo possa ser descoberta, achando para
isso as raizes do polinémio: r*-5r+6=0 — =2 e
r,=3

Logo, a equacdo diferencial tem como solucéo

gerd: y=C.e™ +Ce™.

@y -3y +2y =0
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Equacdo caracteristica:

P-3r+2r=0->r(rf-3r+2)=0->r, =0,
rn=1lerz=2

A solucdo geral daequacédo diferencia &y = C;
+ Coe* + Cae™.

3.1.1.2 Raizesrepetidas

A eguacdo caracteristica (3) possui raizes reais
e repetidas. A solugdo geral da equacdo diferencial linear

Nnx

serd do tipo: y=C,e™ +C,xe” + C,x’e™ +...+C_e".

Existe a necessidade de acrescentar x, X, ...... na solucdo
acima para que sgja linearmente independente. Lembre-se:
a quantidade de constantes na solucdo geral depende da
ordem da equagéo.

Exemplos:

Dy’ -4y +4y=0

Supondo que a equacdo y = Ce™ é solugdo da
equacao acima, tem-se:

y'=Cre™ y"=Cr%"™ (derivada primeira e

segunda da solucéo)
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Cr? € -4Cre™ + 4Ce*=0 — Ce&*(r*-4r +
4)=0 ->C*=0er’-4r+4=0

Achando as raizes da equagéo auxiliar:

rP-4r+4=0 > nn=2er=2

Logo, a equacdo diferencial tem como solucéo

gerd: y=C,e™ +C,xe™,

(2)yl’1_3yli+3y’_1:0
Equacéo caracteristica:

rP-3rf+3r—1=0 > (r-1)*=0->rn=1r

A solugdo geral da equagdo diferencial & y =
Clex + szex + C3X262X.

3.1.1.3 Raizes complexas
A equacdo caracteristica (3) possui raizes

complexas. A solucdo geral da equacéo diferencial linear

serd do tipo: y=e*[C, cos(bx) + C,sen(bx)]. Onde: a €
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parte real do complexo e b a parte imaginéria. Esta solucéo
se deve a duas expressies desenvolvidas por Euler”:
€% = cos(0) + i.sen(0)
e' = cos(0) —i.sen(0)
Observe que se fosse escrito a solugdo com
expoente complexo, seu formato ficaria assim:
y= Kle(a+bi)x n Kze(a—bi)x N
y =™ (K,e™ + K, e™)
Utilizando as expressdes de Euler:

y = e {K,[cos(bx) +isen(bx)] + K ,[cos(bx) — isen(bx)]}

y= eax-{[Kl + Kz] COS(bX) + [(Kl - Kz)i]sen(bx)}
— y=e%[C, cos(bx) + C,sen(bx)]

Exemplos:

Qy’ +4y=0

Achando as raizes da equacdo auxiliar: r*+4 =0

—> n=2ern=-2

Logo, a equacdo diferencial tem como solucéo
geral: y = Cycos(2x) + Cosen(2x).

2 EULER, Leonhard. (1707 — 1783). Fez grandes e extensos estudos
em geometria analitica e trigonometria. Contribuiu de forma decisiva
para o avanco da geometria, calculo e teoria dos nimeros.
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@y’ -2y +2y=0

Equacdo caracteristica

P—2r+2=0 > nn=1+i erp=1—i

A solucdo geral da equacdo diferencial € y =
e[Cicos(X) + Cosen(x)].

3.1.2 B(x) =f(x)

A equaczo diferencial linear Any™ + An1.y™?
..... + Ay + Aogy = f(X) serd chamada de néo-
homogénea e sua solucdo sera desenvolvida para os trés
casos que seguem usando o Método dos Coeficientes a
Determinar. Existem outros métodos de resolucdo de
equacOes diferenciais de ordem n, como por exemplo,
Método dos Operadores e Méodo da Variacdo dos
Parametros que ndo serdo abordados neste livro.

O Método dos Coeficientes a Determinar sera
aqui abordado por sua maor simplicidade, sem
envolvimento de integrais ou determinantes como nos
outros dois métodos citados. E interessante relembrar, que
0 método escolhido serve apenas para resolucdo de

equacOes diferenciais lineares com coeficientes constantes.
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Caso isto ndo ocorra serd utilizado séries de poténcias para
aresolucéo das equacdes.

Uma fungdo y, independente de parémetros,
que satisfaca a equagdo ndo-homogénea é chamada de
solugdo particular para a equagdo. Sendo yi, Y2, ..., Yn
solugBes para a equacéo diferencial linear homogénea de
ordem n em um intervalo | e se'y, € qualquer solugdo para
a equacdo ndo-homogénea no mesmo intervalo, entdo: y =
Ciyr + Coy2 + ... + Cryn + yp € também uma solugdo paraa
equacdo nao-homogénea no intervalo para quaisquer
constantes Cy, Cy,..., Cp.

Em outras palavras, a solucdo geral para uma

equacdo diferencial linear ndo-homogénea é:

y= Ciy1+Cy2+ ... +Cyn [t Yp
—

y = funcdo complementar + qualquer solucdo particular

Os passos gue serdo adotados para a solucéo da
equacdo ndo-homogénea sdo 0s seguintes:

1°. Extraimos a solucéo da equacdo homogénes;

2°. Descobrimos uma solucdo particular que

satisfaca a equacédo, conforme o aspecto de B(x); sempre
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observando se tal solugdo ja ndo aparece na solucéo
complementar;

3°. Usamos a solucgdo particular na equacéo para
a descoberta dos coeficientes desconhecidos (método dos
coeficientes a determinar, também conhecido como método
dos coeficientes indeterminados);

4°. A solucdo gera € a soma da solucdo
complementar com a solugo particular que descobrimos.

Abaixo, segue o procedimento que adotaremos
paray, conforme o aspecto da funcéo B(x).

3.1.2.1 B(x) = polinémio

Quando B(x) for um polinémio inteiro em x de
grau m, a solucdo particular (yp) também sera um
polinbmio inteiro em x, com grau m + h, onde h é a ordem
da derivada de menor ordem contida na equagéo.

Exemplos:

Dy -y’ -2y =x-2

Primeiramente, resolveese  a  equagdo
-y’ -2y’ =0.

Usando uma equagao auxiliar, temos:

P—rP—2r=0 - r(r* -r-2)=0 - =0,

11

homogéneay
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rh=-ler3=2

Yo = Cp + Coe™ + Cae™

Em um segundo momento, observa-se o grau do
polinbmio B(x) = x — 2 (grau 1) e soma-se com a ordem da
derivada de menor ordem contida na equagéo (ordem 1).
Isto resulta em um polinémio de grau 2; assm a solucéo
particular terd o seguinte aspecto: y, = Ax? + Bx + C. Na
sequéncia serd feito a substituicdo desta solucdo na
equacéo, observe:

yp=Ax*+Bx +C

Yo =2AX+B

yp!1 :2A

yp’1! :O

Aequagdoy'’’ -y’ =2y’ =x—2fica

0-2A -2.(2Ax+B)=x-2

-2A-B=-2
-4AXx =X »>-4A=1>A=-Ya e B=Y%
Portanto a solucéo da equacdo néo-homogénea
serd a soma da solugdo complementar com a solucéo
particular encontrada: y = C; + Coe™ + Cae® - Vax? + %X
(observe gque a constante C ndo foi encontrada no sistema
acima, mas ela ja esta representada pela constante C; da

solucéo homogénea).
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Qy" -2y =3*-2x+1
Resolvendo a equacdo homogéneay’’ ' — 2y’ '=0
temos:

r-2r'=0 - r’(r-2=0 - r;=0,r,=0e

ye = Cp + Cox + Cae*
O grau do polinémio B(x) = 3x* — 2x + 1 (grau
2) com a ordem da derivada de menor ordem contida na
equacdo (ordem 2) resulta em um polinbmio de grau 4;
assim a solucéo particular tera 0 seguinte aspecto: y, = Ax*
+ Bx® + Cx? + Dx + E. Achando as derivadas:
Yo=Ax'+Bx®+Cx*+Dx +E
Yo = 4Ax® + 3Bx* + 2Cx + D
Yo' = 12AX® + 6Bx + 2C
yp'’ = 24AX + 6B
Substituindo na equacgo y''’ — 2y"’ = 3x® — 2x
+1:
24AX + 6 B — 2.(12AX% + 6Bx + 2C) =
x*—2x+1
6B-4C=1
24AX - 12Bx =-2x — 24A - 12B =-2
S24AXP=3x% > -24A=3 5> A= Y
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B=Y% C=%

Portanto a solucéo da equacdo néo-homogénea
sera a soma da solucdo complementar com a solucéo
particular encontrada: y = Cy + Cox + Cae™ - ¥ x* - ¥, %3 -
¥ x* (observe que as constantes D e E ja estdo

contempladas pelas constantes C; e C, da solugédo

homogénea).
3.1.2.2 B(x) = &

Quando B(x) tiver a forma €%, a solucdo
particular (y,) sera da forma Ax"e®, onde h é o grau de
multiplicidade de k como raiz da equacéo caracteristica ou
auxiliar.

Exemplos:

D)y’ -4y +4y =3e*

Resolvendo a equacdo homogéneay’’ -4y’ +4=0

temos:

rP—4r+4=0 - r=2er,=2

ye = C1e¥ + Coxe*

A solucdo particular y, sera da forma: y, =
Ax?e® (observe que ja aparecia na solucdo da equacio

homogénea dois termos que dependiam de €, como as
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solugbes precisam ser linearmente  independentes,
preci sou-se acrescentar o termo x°).

Derivando Yy, e substituindo na equagéo, tem-se:
yp = Ax°e™
Yo = 2Axe™ + 2Ax%e™
Yo = 2A€” + AAXe™ + AAXe™ + 4AXE
y' =4y +4y= 3
2A€” + AAXe™ + AAxe™ + 4AXE™ — 4(
2AXE™ + 2AX%€™) + 4.( Ax?e®) = 3™
2A=3 5> A=¥%
Solucéo geral da equacdo ndo-homogénear y =
C1™ + Coxe™ + ¥ x%e®,

2y’ -3y +2y=3¢"
A solucdo complementar seray. = Cie° + Coe>".
A solugéo particular terdaforma: y, = Ae™.

Derivando y, e substituindo na equagéo, temos:

yp=Ae*
yp’ - _Ae-X
yp” - Ae—X

y’' -3y +2y=3e* > Ae*-3.(-Ae¥)+2
Ae*=3e" 5> 6A=3 5> A=Y
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Solugéo geral da equacéo ndo-homogénea: y =
Cie + Ce™ + Yo,

3.1.2.3 B(x) = sen(kx) ou cos(kx)

Se B(x) tiver a forma sen(kx) ou cos(kx), a
solugdo particular (y,) sera da forma [Asen(kx) +
Bcos(kx)].x", onde h indica o grau de multiplicidade da
raiz imaginariaki como raiz da equagéo caracteristica.

Exemplos:

1)y’ +y = 4cos(x)

A solugdo complementar serd y. = C;cos(x) +
Cosen(x).

A solucdo particular tera aforma: y, = [Asen(x)
+ Bcos(x)].x (a necessidade da multiplicagéo por X, deve-
se a existéncia da solugdo complementar com 0 mesmo
aspecto da solucéo particular).

Derivando y, (derivada de um produto) e
substituindo na equagéo, temos:

Yp = [Asen(x) + Bcos(x)].x

Yo = [Asen(x) + Bcos(x)] + [Acos(x) -
Bsen(x)].x
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Yo' = [Acos(x) - Bsen(x)] + [Acos(x) -
Bsen(x)] + [-Asen(x) - Bcos(x)].x

y" +y = 4cos(x)

[Acos(x) - Bsen(x)] + [Acos(x) - Bsen(x)] + [-
Asen(x) - Bcos(x)].x + [Asen(x) + Bcos(x)].x = 4cos(x) —
2A =4 —» A =2eB =0 (no 2° membro da equacdo ndo
aparece sen(x))

Solucéo geral da equacdo ndo-homogénea: y =
Cicos(x) + Cpsen(x) + [2sen(X)]x.

@y’ -2y +y=sen(2x)

A solucdo complementar serdy, = C1€° + Cxe’.

A solugdo particular teraaforma: y, = Asen(2x)
+ Bcos(2x).

Derivando Yy, e substituindo na equagéo, temos:

Yp = Asen(2x) + Bcos(2x)

Yo = 2Acos(2x) - 2Bsen(2x)

Yo' =-4Asen(2x) - 4Bcos(2x)

y' =2y +y=sn2x) — -4Asen(2x) -
4Bcos(2x) — 2.( 2Acos(2x) - 2Bsen(2x)) + Asen(2x) +
Bcos(2x) =sen(2x) —» -3A+4B=1e-4A-3B=0 —
B=4% eA= "3
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Solucdo geral da equagdo ndo-homogénea: y =
C1€" + Cox€" - %5 5en(2x) + %55 COS(2X).

3.1.2.4 Todos 0s casos juntos
Nesta secéo sdo apresentados alguns exemplos

com 0s casos estudados até 0 momento. Veja como se

comporta a solugdo particular em cada situagéo.

Exemplos:
d’y ,d*y _dy
1 -3 +3—~-y=€"-x+16
@) dx* dx* dx y
Resolvendo a equacao homogénea
3 2
d y_3d y+3ﬂ—y=0 temos:

dx* dx®*  dx
rP—3r+3r—1=0 > n=1rn=1er;=1
Yo = C1€° + Coxe* + Caxe’
A solucdo particular terd a forma: y, = AX’€* +
Bx+C
Derivando Yy, e substituindo na equagéo, temos:
Yo =AX’& +Bx+C
Yo = 3AX°€ + Ax’¢ + B
yp' = BAXE + 3AXE + 3AX°E + AXE
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Yo' = BAE + BAXE + BAXE + 3AXE +
BAXE + 3AX%E + 3AX%E + Ax3el

3 2
d ¥—3d y ﬂ—y e* —x+16
dx dx? dx

6Aex+/6A/eX/%(ex+35x2€<+6A)e€(
3A»<2§+}A/ex+,ﬁ({ex 3(6Axé/+3A

W+3.(W{€+MQX+B)-W-BX-C:€—X

+ 16

6A=1->A=%,B=1e3B-C=16—>C=
-13

Solucdo geral da equacdo diferencial: y = C,€*
+ Coxe* + Cax’e + ¥ X3 + x — 13.

2 dy 8y = e* —8cos(2x)
dx

Resolvendo a equacdo homogénea

d’y ,dy
- -8y=0:
dx? dx y=

P—2r—8=0 - r=4er,=-2

yc - C1e4X + Cze-ZX
A solugdo particular terd a forma: yp, = A€’ +
Bsen(2x) + Ccos(2x)

Derivando Yy, e substituindo na equagéo, temos:
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yp = A€ + Bsen(2x) + Ccos(2x)

yp = A€ + 2Bcos(2x) - 2Csen(2x)

yp' = A€ - 4Bsen(2x) - 4Ccos(2x)

‘:;y gy 8y = &* —8cos(2X)

A€ - 4Bsen(2x) - 4Ccos(2x) — 2.(A€" +
2Bcos(2x) - 2Csen(2x)) — 8.( Ae* + Bsen(2x) + Ccos(2x))
= € — 8cos(2x)

(9A=1>A=Y

-4B+4C-8B=0— -12B+4C=0—->C=3B

-4C-4B-8C=-8— -4B-12C=-8—>
&Bz ¥ eC=¥%

Solugzo geral da equacgo diferencial: y = Ce*
+ Coe - Y & + ¥ sen(2x) + ¥ cos(2X)

@ 52 d” y 23y+y=16—3ex onde: y(0) =
y'(0) =
A solucdo complementar seray. = C,€° + Cox€".
A solucdo particular tera a forma: y, = A +
Bx%e*

Derivando Yy, e substituindo na equagéo, tem-se:
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Yo = A + Bx%€"
Yo = 2Bx€* + Bx€*
Yo' = 2B€ + 2Bxe" + 2Bxe* + Bx’¢"

d’y dy
-2—=+y=16-3¢"
dx?  dx y
2Be" + 2Bxe‘ + 2Bxe’ + Bx%& — 2.( 2Bx€" +
Bx%€) + A + Bx?€* = 16 — 3¢

A=16e2B =-3 > B = =% (observe que os

demais termos se anulam).

Solucéo gerad da equacdo diferencia: y = C,€*
+ Cox€ + 16 - ¥ x°€".

Neste problema, com condigdo inicidl,
precisamos ainda encontrar as constantes C; e C, da
solucédo geral, comy(0) = 1, obtém-se: 1=C; + 16 > C; =
-15.

Com a segunda condic¢&o, precisa-se determinar
a derivada da solugdo geral e redizar a substituicdo dos
valores, observe:

y = Cie + Cx€ + 16 - X >y = Cie +
Coe + Coxe* - 3xe* - ¥ X%

V0 =1-51=C+C, 5 1=-15+C, > C,
=16
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Portanto, a solugdo particular para a equacgéo
diferencia linear ndo-homogénea com condicdes inicias &
y = -15¢" + 16x€" + 16 - % x°€".

Neste ultimo exemplo, vocé deve ter percebido
a extensdo nos calculos. Quanto maior a ordem da derivada
na equacéo diferencial, mais condi¢des inicials apareceréo
para a descoberta das constantes. Se B(x) tiver muitas
peculiaridades, a solucdo particular de que trata o Método
dos Coeficientes a Determinar também sera extensa. No
capitulo 4 vocé tera a possibilidade de resolver tais
equacdes com o auxilio das Transformadas de Laplace, um
poderoso método para a resolucdo de algumas equacoes

diferenciais.

3.2 Coeficientes ndo - constantes

Até agui foram mostrados procedimentos
detalhados e sisteméticos para a construcdo das solucdes
fundamentais de equacBes com coeficientes constantes.
Para tratar de uma classe muito mais ampla de equacdes,
com os coeficientes varidveis, € necess&rio estender esta
pesquisa a solugdes além das funcbes elementares comuns
do célculo. O principa instrumento para que isto possa
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acontecer € o0 da representacdo de uma dada funcéo por
uma série de poténcias. A idéia bésica é semelhante a do
Método dos Coeficientes a Determinar: admite-se que a
solucéo da equacéo diferencial dada tenha uma expansdo
em série de poténcias e, depois, determinase 0s
coeficientes de modo a satisfazer a equacéo diferencial.

3.2.1 Sériesde poténcias

O emprego das s&ies de poténcias para
construir conjuntos fundamentais de solucdes de equactes
diferenciais lineares cujos coeficientes sgjam fungdes da
variavel independente € o que sera tratado neste momento.
Observe a equacgéo:

An.y(”) + An-l.y(”'l) + ... +Any + Aoy =B(X)

Agora, tem-se 0s casos em gque além de B(x), os
termos An, An1, Ana, ... , Az, A1, Ap também poderdo
depender de x.

3.2.1.1 Definigao

Uma série de poténciasem x - a é uma série
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infinitanaforma > c, (x-a)".
n=0

Exemplo: > (-1)"(x-2)"
n=0
Uma série como é também conhecida

como uma série de poténcias centrada no nimero 2.
3.2.1.2 Convergéncia

Para um valor especifico de X, uma série de
poténcias é uma série de constantes. Se a série é igua a
uma constante real finita para o x dado, entéo diz-se que a
Série converge em Xx. Se a série ndo converge em X, diz-se
que eladiverge em x.

Toda série de poténcias tem um intervalo de
convergéncia. O intervalo de convergéncia é o conjunto de
todos os nUmeros para os quais a série converge. Por sua
vez, todo intervalo de convergéncia tem um raio de
convergénciaR.

Uma série de poténcias representa uma funcéo:

f(x) = ch (X=a)" = o+ ci(x—a) + cox—a)® + ca(x—a)° + .
n=0

cujo dominio é o intervalo de convergéncia da série. Se a
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série tiver raio de convergéncia R > O entdo a funcéo f(X)
serd continua, diferencidvel e integravel no intervalo (a —
R a+R).

Este livro ndo tem como objetivo abordar com
mais detalhes 0 assunto de séries de um modo geral. O
interesse, aqui, esta em saber como as séries de poténcias
poder&o auxiliar na resolucdo de equacdes diferenciais com
coeficientes variaveis. A leitura de outra referéncia para o
assunto ficard a cargo do leitor.

Passa-se agora para aguns exemplos da
utilidade das séries nas equactes diferenciais.

Exemplos:

Dy’ -xy=0

Supondo que a solucdo da equacdo pode ser
escrita no formato:

Yy = Co + CiX + X% + X + ... (Uma S&rie
centrada em zero)

Usando a mesma idéia do Método dos
Coeficientes a Determinar, tem-se:

y' = €1+ 20X + 3Cax? + 4 + ...

y'' = 2C, + BCaX + 12C4x% + 2005 + ...

Substituindo na equagao:

Yy’ —xy = 0 — (2c; + 6Cax + 12¢,x% + 20csx’
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+..)=X(Co+ X + X2+ +....) =0
2cc=0 > ¢ =0

Co

6C; —cp=0—>cC3 = E

_ _G
12¢c,—c1=0—> 1= —
4 1 4 12

c

20— =0—> 5= 2—8 —>c=0
c C

30cs—C3=0—>Cg= —=—>Cg= —2

30 180

Solucdo geral: y = cp + Cix + C—é’x3+ 101—2x4+

(2 (1-x)y" +y=0

Supondo que a solucdo da equacdo pode ser
escrita no formato:

y = Co + X + X + ¢ + ... (uma Série
centrada em zero)

y' = €1+ 20X + 3cax? + 4 + ...

y"' = 2C, + 6CaX + 12C4x% + 20C5> + ...

Substituindo na equagéo:
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(1=xX)y" +y=0— (1—x)(2c; + 6Csx + 12¢4x°

+20csx° +...) + (Co+ Cix + X2+ cx’ + ....) =0

—C
2c,+Cc=0 > ¢, = 20
—-Cc,—C
6Cc; —2c,+c;=0—>c3 = S
-c,—2C
12c,—6C3+C,=0—>cp= —2 =12
4 3 2 4 24
............................... —>C= ...
Solucéo geral: y = o + CiX - oxz-c"—;clx?‘-
Co+26 4
24

Exercicios3.1

1. Resolver a equacéo:

4 3 2
Ay, dy 34y ¥ 5y

+
dx*  dx® dx dx

2. Determinar a solucéo geral das seguintes equacoes:
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4 2
a) d ¥—4d 2/:3x3—2x+1
dx dx
4
b) Y 16y - 3sen(2x)
X
d’y dy
—2Y _gy=e*-8cos(2
C) o o y=e cos(2x)

3. Pelo Método dos Coseficientes a Determinar, resolver as
equacOes diferenciais:

3 2
a) Mer y+ﬂ+ y = xe*

d<® dx® dx

d’y dy
b) — —3—= + 2y =e*.sen(2x
)dx2 dx y (2%)

4. Resolver, utilizando séries de poténcias, a egquacédo
diferencial abaixo:

d?y dy
~(x+) 2 -y=0
dx? (X+)dx y

5. Resolver a equacéo:

4 3 2
d 3/_2d 2/+d 2/_ «
dx dx®  dx
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6. Determinar a solucgéo geral das seguintes equagoes:

3 2
dY 30 3V o216

a
) dx® dx? dx

2

b) Z Y, 25y = 6sen(x) + cos(2x)
X

2

7. Resolver as equagOes diferencials com condigOes
iniciais:

d’y
a ——-64y=16 com y0)=1, y(@0)=0
X
d?y Vs
b) v + y =8.c0s(2x) — 4.sen(x) com y(E) = -1,
X
T
1 R :O
y(2)

8. Nas equacdes abaixo, utilizar o Método dos Coeficientes

a Determinar:

ay’ -9 =54

b) 2y’ -7y’ +5y = 30x - 3
y'+4y +4y=2x+6

dy’ -2y -3y=4€"-9

ey’ +4y = 4cos(x)+3sen(3x) —8
f) 2y’ -3y’ - 3y’ +2y = cosh(x)

103



Equacdes Diferenciais de Ordem N — Capitulo 3

gy’ +y +y = xsen(x)

h)y" —5y" + 6y =2x + 3e™
)y’-y=3sen(x)—e* +1

Dy +4y = 3e®—x—2sen(2x)

Ky +9y = (x*+2)e”

)y’ —6y" + 9y = €e‘.sen(x)
m)yY+2y"-3y” =x*+36* + 4sen x

9. Resolver, utilizando séries de poténcias, as equacdes
abaixo:

a(@1+x)y ' +xy-y=0
b) x.y’ - (X +2).y = - 2x* — 2x

10. Encontrar a solucéo das equacdes diferenciais abaixo:

a)y +4y +3y=x

b) y +9y = (x*+1)e*

gy -7y +6y=(x-2)e
d) y -5y +6y=2¢"

ey -y-2y=2¢e"

f)y +ky=x’
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g) Y +2y +5y=2cos(X)
h) vy +4y = cos(2x)

i) y —y=3e" cos(x)

11. Nos problemas abaixo, encontrar a solucdo das

equagdes homogéneas de 22 ordem:
ay -2y +2y=0
b) y -2y +6y=0
0y +2y -8y=0
dy +2y +2y=0
ey +6y +13y=0
f) 4y +9y=0
gy +2y +1,25y=0
h) 9y +9y —4y=0
)y +y +125y=0
Yy +4y +6,25y=0
9 { y + 4y‘: 0
y(0)=0; y (0)=1

{ y +4y +5y=0
y(0) =1 y(©0)=0
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{ y -2y +5y=0
m)

V() =0,y (%) =2
0 y +y=0
Y(74) =2 y () =—4
{y +y +1,25y=0
¥(0) =3 y(0) =1

Yy +2y +2y=0
& {y(%) 2y ()=~
qy-2y+y=0
)9y +6y +y=0
9 4y —4y -3y=0
t) 4y +12y +9y=0
u)y —2y +10y=0
V) y -6y +9y=0
w) 4y +17y +4y=0
X) 16y + 24y +9y=0
y) 25y —20y +4y=0

2) 2y +2y +y=0
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A4

TRANSFORMADA DE
LAPLACE

Neste capitulo sera apresentado um método de
resolugdo de equacdes diferenciais lineares de ordem n
com coeficientes constantes e condigdes inicias, ou seja, a

Transformada de Laplace.
4.1 Definicao

Seja f(t) uma funcdo dada para t > 0, e
suponhamos que f obedeca a certas condigdes de
continuidade, a transformada de Laplace de f, que sera
simbolizada por L{f(t)} ou por F(s), se define pela

equacao:

L{f(t)} =F(s) = j:’ e f (t)dt
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As condigdes de continuidade colocadas acima
para a funcdo f sdo: a primeira define que a fungdo deva ser
continua por partes e a segunda que a fungdo deva ser de

ordem exponencial, ou seja, que existam as constantes M, C
e T tais que | f (1) < Me®para t>T.

Além disto, na integral acima, aparecem alguns
conceitos vistos em Caélculo para integrais improprias.
Vocé deve fazer uma leitura de integrais que envolvem o
simbolo de infinito (c0) em uma referéncia apropriada para
0 assunto.

Também ¢ importante lembrar que as fungdes
neste capitulo serdo definidas por f(t), uma vez que uma
grande quantidade de problemas praticos trabalha com o
tempo (t) como sendo a varidvel independente.

Exemplos:

(1) Calcular a transformada de Laplace da
funcdo f(t) = 1 parat>0.

L{1}=re’5‘.1dt e
0 s . S
(2) Calcular a transformada de Laplace da

funcio f(t) = €™ parat>0.
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L{e*} = J': e .edt =

0

—— :;s>a

I ? e@-9t gt _ 1 elasi
0 , S-a

a—=S

(3) Achar a transformada de Lalace da fungdo

f(t) = sen(at) parat > 0.

L{sen(t)} j:’ e sen(at)dt ~

00

e
a

(_—1 e .cos(at) - I .cos(at)dt)
a

0

—st —st *®
e

(e cos(at) - 2. [ senat) + [=
a a a

.sen(at)dt])

0

o0

a2

s’+a

a

= :$>0
s’+a’

-1 __ S _
—(—e " .cos(at) - —-.e¥.sen(at))
a a

0

Omitiu-se neste ultimo exemplo alguns passos
nas integrais por partes que apareceram; constata-se entao
que quanto mais complexidade apresentarem as fungdes,
suas integrais nao serdo operacionalizadas de forma

simples. Para tanto, dispde-se de algo que ja estd calculado
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e aparece em varias referéncias que tratam de equagdes
diferenciais.

Assim como no célculo vocé tem a facilidade
das tabelas de integrais e derivadas, aqui serd usada uma
tabela para as transformadas de Laplace, pois, como foi

visto, trata-se de uma integral imprépria.

4.2 Tabela

Abaixo, aparece uma tabela com algumas
fungdes que surgem no calculo das equagdes diferenciais
que serdo trabalhadas na seqiiéncia do assunto. Existem
outras referéncias, onde vocé podera encontrar mais de 100
fungdes tabeladas para a transformada de Laplace;

restringiu-se, aqui, as mais utilizadas neste capitulo.

ft) L{f(O);
L. 1 1
S
2 t 1
S2
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F , N um inteiro positivo
4. e !
s—-a
5. sen(kt) k
s’ +k?
6. cos(kt) S
s’ +k?
7. te 1
(s-a)’
8. the n! inteiro posit
m , N um inteiro positivo
9. % sen(kt) ko
(s—a)’ +Kk’
10. e* cos(kt) __s-a
(s—a)’ +Kk’
11. t sen(kt) 2—k3
(s> +k*)?
12. t cos(Kt) s’ -k

(s> +k*)’
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13. | asen(bt) —bsen(at) 1
ab(a’ —b%) (s’ +a’)(s* +b?)

14. cos(bt) — cos(at) S
(@’ -b?) (s> +a’)(s’ +b?)

4.3 Propriedade

A transformada de Laplace ¢ um operador
linear, ou seja:
L{cifi(t) + cofa(t)} = i L{fi(t)} + c.L{fx(t)}
O mesmo vale para a transformada inversa de
Laplace, que serdao usadas quando da resolucdo de

equacdes diferenciais.

4.4 Teorema (Transformada de uma Derivada)

Se f(t), f ’(t), f (), .., £ @ Y (t) forem
continuas em [0, +oo[, de ordem exponencial, e se ®™(t) for
continua por partes em [0, +oo[, entdo: L{f ™(t)} = s"F(s) —
s™(0) — s™*£(0) - ... - £ ™(0), em que F(s) = L{f(t)}.
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Como L{f ™(t)}, n> 1 depende de f(t) ¢ de suas
(n — 1) derivadas no ponto t = 0, a transformada de Laplace
¢ apropriada para problemas lineares de valor inicial com
coeficientes constantes. Esse tipo de equagdo diferencial
pode ser reduzido a uma equacgdo algébrica na fungdo
transformada F(s). Veja alguns exemplos:
(1) y” =5y’ + 6y = sen(t)
¥(0) =0
y’(0)=0
Aplica-se a transformada de Laplace nos dois
lados da equacao diferencial acima, assim:
L{y”” =5y’ + 6y} = L{sen(t)}
De acordo com a propriedade 4.3 temos:
Liy”} —5L{y’} + 6L{y} = L{sen(t)}
Usando o teorema acima e a tabela:

$Y(9) - 5Y(0) — ' (0) = 5(sY(9) - Y(0)) + 6Y(s) =

+1

Y(9).[§ — 55+ 6] =

s’ +1

- |
(S2 4+ 1)(s—2)(5-3)

Y(s)

113



Transformada de Laplace — Capitulo 4

Surge, entdo, um caso de fragdes parciais, visto
que a expressao acima ndo se encontra tabelada, a menos
que estes termos estivessem todos separados por somas,
assim:

1

Y(s) = 5 =
(" +I)(s—-2)(s-3)

As+ B C D
5 + +
s“+1 s-2 s-3

Seria interessante que o leitor fizesse uma
revisdo de fragdes parciais (Calculo) antes de continuar os
exemplos desta secdo.

1

Y(s) = . -
(s +1)(s—2)(s-3)

As+ B C D
> + + =
s°+1 s-2 s-3

(As+ B)(s—2)(S—3)+ C(s? +1)(s—3)+ D(s> + 1)(s—2)
(s> +1)(s—2)(s-3)

Fazendo s=2, obtém-se: -5C=1—> C= —%

Fazendo s=3, tem-se: 10D=1—->D = %

Para descoberta de A e B, existira a necessidade

de fazer a comparagdo das expressdes algébricas:
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As que conttm S’ s30: A+C+D=0—> A= %
As que contém 0s termos independentes sao: 6B

3C-2D=1->B= L~
10

Assim, a expressao que era desconhecida, agora
passa a ser:

1 —_
(s> +1)(s=2)(s-3)

Y(s) =

1.1 -1 1
1010, 5 10
s +1 s—-2 s-3

Usando a transformada inversa (via tabela),
obtém-se:

2t 1 3t
—C

10

1 1 1
t) = —cos(t) + —sen(t) ——e™ +
y(t) 10 (t) 10 (t) 5

(resposta final da equacao diferencial).

(2) yn i 6y9 + 9y — tze3t
y(0)=2
y'(0)=6
Aplica-se a transformada de Laplace nos dois

lados da equacdo diferencial acima, assim:

L{y” — 6y’ + 9y} = L{t’*"}
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$Y(9) —sy(0) -y (0) = 6(sY(9) —¥(0)) + 9Y(s) =

(s-3)°

Y(s).[s =65+ 9] = +25-6

2 2

O e 53

Passando diretamente para a tabela, obtem-se:

y() = t'e + 2¢" (resposta final da

equacao diferencial).

4.5 AplicacOes de equacoes diferenciais

As aplicagdes de equagdes diferenciais vao
desde 4reas como a Biologia, Medicina, Economia,
Administragdo, entre outras, passando por dareas que
enfatizam melhor o Calculo, como nas Engenharias. Sao
apresentados nesta secdo trés exemplos resolvidos e, na
seqiiéncia, uma série de problemas propostos que
envolverdo as equacdes diferenciais. No primeiro exemplo,
utiliza-se conhecimentos de equacdes diferenciais de 1?

ordem para a resolucdo, ja nos exemplos 2 ¢ 3, a
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transformada de Laplace sera utilizada para melhor

resolver os problemas.

Exemplo 1:
A altura h da 4gua que estd fluindo >,

através de um orificio no fundo de um

tanque cilindrico ¢ dada por: W 7y
—%Mgh g =18 m/s’

Em que Ay e Ay sdo as areas das

seccOes transversais da agua e do ( A‘L, 1y

orificio, respectivamente. Resolva a U
equacdo diferencial se a altura inicial da 4gua era 20 m, A,,
=37,5m’ e Ag = % m”. Quando o tanque estard vazio?

Solucao:

1
DA g S @:—A«/Z.l&h BN

at A, dt 375
dh dh 1
L Ben » A1y
dt 150 6Jh 150 ”

%x/ﬁ :%t+C — Substituindo a condigdo inicial —

%\/E:c
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Assim; —\/_ —t 1\/_

150

O tanque estara vazio quando h = 0; logo: %t = %\/20
— 1 =50v/20 > t= 223,61 s.
Exemplo 2:

A equagdo diferencial para a carga instantanea q(t) no

capacitor em um circuito em série ¢é

L
dada por: /m\ o

Eit

’ER

a N FcdTEY

Um circuito em série contém um

C

indutor, um resistor e um capacitor para os quais L= '
henry, R= 10 ohms e C=0,01 farad, respectivamente. A
voltagem: E(t) = 20 volts. Sabendo que q(0) =0 e q’(0) =

0, qual ¢ a carga q(t) conforme a situagdo exposta acima.

Solucao:
1% 1099, 1 g0 5 995099, 500 - 40
24 dt 0,0l dt dt

— Aplicando a transformada de Laplace, de ambos os
lados, tem-se: SQ(S) — sq(0) — g (0) + 20(sQ(s) — g(0)) +
200Q(s) = 40/s
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40

Q(9){s + 20s + 200} = 40/s > Q(s) = S(s + 205+ 200)

(Este valor ndo esta tabelado e precisard passar por fracoes
parciais e alguns acertos algébricos, para que possa ser
encontrada a resposta no item 4.2)
40 A N Bs+C

S

S = = - =
QAs) S(s” +20s+200) s* +20s+ 200

A(S® +20s+200) + (Bs+C)s
(S +20s+200)

200A=40—>A=%

A+B=0->B= _?1

20A+C=0—->C=-4

il
_/5 5 o —
Q(s) = s + < 1 2051 200 Ou ainda: Q(S)

1 -1
ﬁ+ (~Y)(s+10) L2
S (s+10)> +100 (s+10)*> +100

Aplicando a transformada inversa, conforme item 4.2, tem-

S¢C:

A carga: q(t) = % - %e_lm cos(10t) — % e'"sen(10t)
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Exemplo 3:

Num sistema massa-mola tem-se a equagao:
u” + 4u=3.cos(t) %

Achar a solu¢do da equacdo, dadas as condicdes:

w(0)=2 e w(0)=0 m

Solucao:

Aplicando a transformada de Laplace na equagdo acima,

tem-se:
SZU(S) —su(0) —u'(0) + 4U(s) = 238
s +1
SU(s) 2. s+ 4U(s) = 5238
UL A= >+ 28 > U= o+
s +1 (s* +1)(s* +4)
2s
s’ +4
ut) = 3 cos(2h) — cos(t) + 2cos(2t) — ut) =

(1-4)
cos(2t) + cos(t)
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Exercicios4.1

1. Em Matematica Financeira, quando temos um capital
cuja capitalizacdo ¢ feita de maneira continua, a
quantidade de dinheiro C aumenta a uma taxa proporcional
a quantidade presente em qualquer tempo:
dC/dt =1.C (i ¢ a taxa anual de juros)
(a) Encontre a quantidade de dinheiro acumulado no
final de 5 anos, quando $5.000 sdo depositados em
uma poupanga com taxa anual de juros de 5,75% e
capitalizag¢do continua.
(b) Em quantos anos a soma inicial depositada

duplicard?

2. Um corpo de massa m caindo através de um meio
viscoso encontra uma forca de resisténcia proporcional ao
quadrado de sua velocidade instantanea. Nessa situagdo a

equacdo diferencial para a velocidade v(t) ¢
mv'=mg—kv’, em que Kk é uma constante positiva de

proporcionalidade. Resolva a equagao sujeita a v(0)= Om/s.
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3. Uma forga E(t) de 100 volts ¢ aplicada a um circuito R-
C em série no qual a resisténcia ¢ de 200 ohms e a
capacitancia, 10 farad. Encontre a carga ((t) no capacitor
se (0) = 0. Encontre a corrente i (t). (Sugestdo: observe a
equagdo do exemplo 2 do item 4.5 e lembre-se que a

corrente ¢ a derivada da carga)

4. Quando um bolo ¢ retirado do forno, sua temperatura ¢
de 280° F. Trés minutos depois, sua temperatura passa para
180° F. Quanto tempo levara para sua temperatura chegar a
75 graus, se a temperatura do meio ambiente em que ele
foi colocado for de exatamente 75° F? (Sugestédo: utilize a
lei de resfriamento de Newton: dT/dt = k(T — Ty,) onde k ¢
uma constante de proporcionalidade e Ty, ¢ a temperatura

constante do meio ambiente)

5. Uma forga eletromotriz (fem) de 30 volts ¢ aplicada a
um circuito em série L-R no qual a indutancia ¢ de 0,5
henry ¢ a resisténcia, 50 ohms. Encontre a corrente i(t) se
i(0) = 0. (Sugestao: observe a equacdo do exemplo 2 do

item 4.5)
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6. A equacdo diferencial para a carga instantanea q(t) no

capacitor em um circuito em série € dada por:
2
L%Jr R%+éq = E(t)
Um circuito em série contém um indutor, um
resistor € um capacitor para os quais L= %
henry, R= 10 ohms e C=0,01 farad,
respectivamente. A voltagem:
Et)=| 30,0<t<3
0,t>3
Considerando q(0) = 0 e q’(0) = 0, qual ¢ a carga

q(t) conforme a situacdo exposta acima.

7. Nos exercicios abaixo, use a transformada de Laplace

para resolver as equagdes:

d'y  d'y _d’y dy
-4 +6 -4—+y=0
) dt* dt? dt? dt y
y(0)=0, y©)=1, y’0)=0, y0)=1
2
by IV oWy e

dt? dt
y(0)=2, y(0)=-1
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d’y _dy _
9) e +2E+5y:4cos(2t)et
y(0)=1, y(0)=0
d*y
<Y y-o
)dt“ Y
y0=1, y(0)=0, y’0)=1, y”(0)=0
d’y ,dy
e) e —2E+2y=cos(t)

yO =1, y(0)=0

d'y d'y _d’y dy
+—2 7= 2 T i6y=0
f)dt“ dt’ dt> dt y
y0) =1, y(0)=0, y’(0)=-2, y70)=-1

)y + ft) ft) +1, 0<t<«l
=1(t), em que =
gyTy q _1, t>1

y(0)=0
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8. Resolver as equagoes diferenciais:

2

a) (thy+9y:cos(2t)+et
y0) =1, y(0)=0
d’y t0<t<l

b +4y=

)dx2 Y {O,tzl

yO =1, y(0)=0

L0<t<~x

c)y”+ y’+ 1,25y =g(t) onde g(t)=
)y”ty y=g(t) g(t) {o,th

y(0)=0 ¢ y’(0)=0

d)y”+ 2y’+2y=h(t) y0)=0-¢e y(0)=0

0,0<t<nx
onde h(t)= <Lz <t<2rx
0,t>2r7

¢) Num sistema massa-mola tem-se a equagao:
u”+ 0,125+ u = 3.cos(t)
Achar a solugdo da equagdo, dadas as condigdes:

u0)=2 e u(0)=0

f) A equacao diferencial para a carga instantanea q(t)

no capacitor em um circuito em série ¢ dada por:
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d’q ,dq 1

LT3+ R p +Eq = E(t); um circuito em série

contém um indutor, um resistor € um capacitor para
os quais L= 1 henry, R= 10 ohms e C=0,01 farad,

respectivamente. A voltagem:

E(t)= (10,0<t<3
0,t>3

Considerando q(0) = 0 e q’(0) = 0, qual ¢ a carga

q(t) conforme a situagao exposta acima.
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