TRANSFORMACOES LINEARES

Transformacao Linear
Sejam V' e W espagos vetoriais reais. Dizemos que uma fungdo 7 :V — W ¢ uma transformacio

linear se a funcdo T preserva as operacdes de adicdo e de multiplicagdo por escalar, isto é, se os
seguintes axiomas sdo satisfeitos:

TL1. Para quaisquer v,ueV , T(v+u)=T(v)+T(u).
TL2. Paratodo veV eparatodo keR, T(k-v)=k-T(v).

Exemplos:
1) T:R* >R’
(xay)H T(an’) =(_xa_y)

Verificando os axiomas:
TL1. T((x, )+ (z,¢)) =T(x, y) + T(z,t), para quaisquer (x, y),(z,t)e R*?
T, ) +(z0)=T(x+z,y+1)=(-(x+2),~(y+1) = (—x—z,-y - 1)
T(x,y)+T(z,t)=(—x,—y)+ (—z,~t)=(—x—z,—y — 1)
Assim, a transformacao linear 7 preserva a operagao de adigao de vetores.
TL2. T(k-(x,y))=k-T(x,y), paratodo (x,y)eR? e paratodo keR?
Tk - (x, ) = T ke, ky) = (~(kx),~(ky)) = (k (), k(=) =k - (~x,~y) =k - T(x, )

Assim, a transformacao linear 7 preserva a operagdao de multiplicagdo por escalar.

Considere v=(1,2) e u=(-13).

T(v)=T(1,2)=(-1,-2)

T(u)=T(-1,3)=(1,-3)

T(w)+T(u)=(-1,-2)+ (1,-3) =(0,-5)
Tv+u)=T((12)+(-13))=7(0,5) =(0,-5)
TR2-v)=TQ2-(12))=T124)=(-2,-4)=2-(-1,-2)=2-T(1,2)=2-T(v)

Y Y
A A

x,y)

); > X EE—

T(x, y)=(-x, y) M

2) T:R* -R*
(x,3,2) = T(x,y,2) = (x,,0)
T ¢ uma transformacao linear (Verifique !)
Esta transformagdo linear associa a cada vetor do R? sua projecdo ortogonal sobre o plano XY.
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— Y — —> Y

/ / T(x. y. (5. v, 0)

X X

A transformacdo linear T, :V — W talque v = T,(v) =0, ¢ denominada Transformac¢ao Nula.

Seja a transformagdo linear 7:V — W . Se os conjuntos V' e W sdo iguais, V' =W, entdo T ¢
denominada um Operador Linear.
O operador linear 7, :V —V talque v I, (v) =v é denominado Operador Identidade.

As transformagdes lineares 7 :/ — R sdo denominadas Funcionais Lineares.

: . 12
Operadores Lineares no Espago Vetorial R
Reflexao em torno do eixo X: T'(x,y)=(x,—y).

Reflexdao em torno do eixo Y: T(x,y)=(—x,y).

Reflexao em torno da origem: 7'(x,y)=(—x,—y).

v+u

Reflexdo emtornodareta x=y: T(x,y)=(y,x).

Reflexdo emtornodareta x=—y: T(x,y)=(—y,—x).
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Dilatagdo ou Contragao de fator k na dire¢do do vetor: 7T'(x, y) = (kx,ky) comk eR.
Se |k|>1: dilatagdo.

T(v+u)

Se |k| < 1: contragao.

Se k <0: troca de sentido.
Se k =1: operador identidade.

Dilatacao ou Contragao de fator & na direcao do eixo X: T(x, y) =(kx,y) comkeR,k>0.

Se k> 1: dilatagao.
Se 0< k <1: contragdo.

Dilatagao ou Contragao de fator £ na direcao do eixo Y: T'(x,y)=(x,ky) comkeR,k>0.

Se k> 1: dilatagao.
Se 0< k <1: contragdo.

Cisalhamento na dire¢do do eixo X: T'(x,y)=(x+ky,y) comkeR.

A +
v T(v+u)

Cisalhamento na dire¢do do eixo Y: T(x,y)=(x,kx+ y) comk eR.
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Rotagdo: T(x,y)=(xcos@ — ysenf,xsend + ycosf) com0<H<2rx.

v+u

Propriedades
1. Se T':¥V — W ¢ uma transformacdo linear entdo 7(0,)=0,, .

dem.: 7(0,)=7(0, +0,)=7(0,)+7(0,).
Mas, 7(0,)=7(0,)+0, ,pois T(0,)eW ¢ 0, ¢ o elemento neutro em W.
Assim,, 7'(0,)+7(0,)=T7(0,)+0,,.
Logo, 7(0,)=0,, .

Portanto, se 7'(0, ) # 0, entdo 7' ndo ¢ uma transformagao linear.
No entanto, o fato de 7'(0, ) =0, ndo ¢é suficiente para que T seja linear.
Por exemplo, 7:R* > R? tal que T(x,y)=(x>,y7).
T(1,2)=(1",2*)=(1,4)
T(3,5)=(3,5%)=(9,25)
T(1,2)+T(3,5=T7(10,29)
T((L,2)+(3,5) =T(4,7)=(47,7*) =(16,49)
Assim, T(v+u)=T(v)+T(u)
Embora, 7(0,0)=(0,0), 7T ndo ¢ uma transformacao linear.

2. Seja T:V — W uma transformacao linear.
Entdo T(k,-v,+k,-v,+..+k, -v,)=k -T(v))+k, - T(v,)+..+k,-T(v,) para quaisquer

Vi,V,,...,v, €V € para quaisquer k,,k,,....k, eR.

Corolario: Sabendo-se as imagens dos vetores de uma base do espago vetorial V' é possivel
determinar a transformacao linear 7:V —> W .
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Obtendo a Lei de uma Transformacao Linear
Seja T:R? — R? um operador linear tal que 7'(2,3)=(~15) e T(0,1)=(2,1). Como encontrar a lei
que define este operador?

Solugao:
{(2,3),(0,1)} ¢ base para R’ .(Verifique!)
Portanto, qualquer vetor v € R* pode ser escrito como combinago linear destes vetores.
v=(x,y)=k -(2,3)+k,-(0,]) com k,,k, eR.
= (2k1 ’3k1) +(0,k,)

=(2k,,3k, + k,)
Assim, x =2k, e y=3k, +k,.
Entdo, k, =X e k, = 2y—3x.
2 2
2y —
Logo, (x,) =523+ 2 =F o).
Aplicando o operador linear,
1) =1 S+ 2 o)
2 2
2y —
=§~T(2,3) L2723 o
X 2y —3x
=—-(-1L5+ (2,1
5 (=1,5) 5 (2.)
_ _i’S_x +2y-3 ’2y—3x
22
-Tx+4y
= , X+
( 2 g J
Logo.7(x.y) = (‘””y x yj

Ntcleo e Imagem de uma Transformagdo Linear
Nicleo de uma transformacao linear 7:/ — W ¢ o conjunto de vetores do espago vetorial V' cuja

imagem € o vetor 0, .
Notagdo: N(I')=Ker(T)={veV|T(v)=0,}

Imagem de uma transformacio linear 7:/ — W ¢ o conjunto de vetores de W que sdo imagem

dos vetores do conjunto V.
Notagdo: Im(T)=T(V)={we W |T(v) = w,paraalgumv € V'}

T
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Propriedades

1.
2.

N(T) ¢ um subespaco vetorial de V.
Im(7") € um subespago vetorial de .

3. Teorema do Nucleo e da Imagem : dim/ =dim N(T) + dim Im(7’)

Exemplo: Seja 7:R* = R* tal que T(x,y)=(0,x + ,0).

N(T)={(x,y) €R*|T(x,»)=(0,0,0)}.
Entdo, 7'(x,y)=(0,x + »,0)=(0,0,0).
Assim, x+y=0..x=—-y.

Portanto, N(T) = {(x,y)eR* |[x ==y} ={(-»,»),y €R}.

Uma base ¢ {(-L1)} e dimN(T)=1.

Representacdo grafica,

Im(T) = {T(x, y) = (0,x + y,0), para todo (x, y) e R*}

Uma base para o conjunto imagem ¢ {(0,1,0)} e dimIm(7)=1.

Y

A
RZ

v
>

X

Observe que, dimR?* =dim N(T) + dimIm(T), (2 =1+1).

(0,0,0)

‘.-
Y

—3 Y Im(7)
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Transformagao Linear Injetora
Uma transformagdo linear 7:V — W ¢ injetora, se para quaisquer v,uel , se v#u entdo
T(v)#T(u).O que é equivalente a,se T(v)=T(u) entdo v=u.

Exemplo:

1) A transformacio linear 7:R* - R’ tal que T(x,y)=(x,y,x + y) é injetora.
Sejam (x, y),(z,¢) e R%.
Se T'(x,y)=T(z,t)..(x,y,x+y)=(z,t,z+1).

xX=z
Entao {y=¢
X+y=z+t

Logo, (x,y)=(z,1).

2) Seja o operador linear no R® tal que T(x,y,z)=(x,0,0), que associa a cada vetor sua projecio
ortogonal no eixo X.
Considere os vetores (2,1,3) e (2,0,—4).
Assim, 7'(2,1,3)=T7(2,0,—4) =(2,0,0) .
Entdo, 7 nio ¢ injetora, pois 7(v)=T(u) com v#u.

Teorema: Uma transformagdo 7 :V — W ¢ injetora se e somente se N(7)={0,}.

Assim, basta verificar se N(7)={0,} para garantir que uma transformacao linear 7 ¢ injetora.

Exemplo: Seja o operador linear em no R? tal que T(x, y)=(2x,x + y) é injetora, pois:
N(T)={(x,y) €eR*|T(x,y)=(0,0)} = {(x,») e R | (2x,x + ) = (0,0)}.

2x=0

x+y=0

Entdo, N(T)={(0,0)}.

Assim, {

Transformagdo Linear Sobrejetora
Uma transformagao linear 7: 7 — W ¢ sobrejetora se o conjunto imagem de 7 ¢ o conjunto W, isto &,
Im(T)=W.

Exemplo: O operador linear em R? do exemplo anterior ¢ injetor.

Entdo, dim N(7)=0.

Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, dimR? = dim N(T) + dim Im(T’).
Assim, 2=0+dimIm(7)..dimIm(7T)=2.

Logo, Im(T)=R?.
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Transformagado Linear Bijetora — Isomorfismo

Uma transformac¢do linear 7:V — W ¢ bijetora quando for injetora e sobrejetora. Transformacdes
lineares bijetoras sdo também denominadas isomorfismos e, conseqiientemente, V' e W sdo
denominados espagos vetoriais isomorfos.

Exemplos:
1) T:R* > R? talque T(x,y)=(y,—x).
2) I,:V—>V talque [,(v)=v.

X
3) T:Mat, ,(R)—>R* tal que T(( f j)=(t,z, 9,%).
z
Uma transformagdo 7 :V — W ¢ denominada de transformacgdo invertivel quando existir uma

transformagdo T~':W —V tal que ToT '=1, e T'oT=1, . A transformagio T ' ¢

denominada a transformacéo inversa de 7. As transformacdes lineares bijetoras sdo transformagdes
lineares invertiveis.

Teorema: Seja 7:V — W uma transformagdo. A transformacgdo 7' ¢ bijetora se e somente se 7 ¢

invertivel.
Teorema: Seja T:V — W uma transformagcdo linear invertivel. Entdo a transformagio 7' :W —V &
linear.
w
T
V
Tl

Obtendo a Lei da Transformacio Linear Inversa 7'

Seja o operador linear T :R? — R? tal que T(x,y)=(2x,—y). O operador linear inverso T~ ser4
obtido da maneira a seguir:

{(1,0),(0,1)} ¢ uma base para R%.

T(1,0)=(2,0) e T(0,1)=(0,~1).

Portanto, 77'(2,0)=(1,0) e 7' (0,-1)=(0,1).

Obtendo aleide 7T7': (x,y) =k, - (2,0) +k, - (0,—1) = (2k,,0) + (0,~k,) = (2k,,~k,) .

) {x:2k1
Assim,
y=-k
Tem-se que, £, =§ e k,=-y.

Entdo, (x,7)=%+(2,0)+(-») - (0,-1).

T7'(x, ) =T"(3+(2,0) + (=) (0,-1))
T (20)+( y)- T~ (0 1)
=2 (1,0) + (=) - (0,-1)
(z.-»)

Logo,aleié T '(x,y)= (g,—y).

|< le

69



Matriz Associada a uma Transformacao Linear
Sejam V' um espago vetorial n-dimensional, W um espaco vetorial m-dimensional e 7:V —>W
uma transformacao linear.
Considerando as bases 4= {v,,v,,...,v,} de V e B={w,,w,,...,w,} de We um vetor qualquer ve/l,
tem-se:

v=k v, +k, v, +..+k, v,

com k, e R,paratodoi=1,..,n.

Aplicando a transformagao linear 7,
TW)=T(k, v, +k, vy +...+k, -v,)
TW)=k, -Tv)+k, Tvy)+..+k, -T(v,) (1)

Além disso, T'(v) e W, portanto:
TWy=I1,-w, +1L,-w, +...+1[ -w, 2)
com /; eR,paratodo j=1,...m.

Como T'(v,)eW, paratodoi=1,...,n.
T(v))=a, -w, +a, w,+..+a, -w,

T(vy)=a,, w, +a, w,+..+a,, w,

3)

T(Vn) = aln ) Wl + a2n ’ W2 t..t amn ) Wm
Substituindo (3) em (1), tem-se:

TW)=k, -(a,,-w, +..+a, -w,)+k, -(a, w+.+a,, w,)+.+k, -(a, w+.+a, w,)

m mn

T(v)=(ka,, +k,a,+..+k,a,) w +..+(ka,, +k,a,,+..+ka,)w, (4

Comparando (2) e (4), tem-se:
l,=ka, +k,a,+..+ka,
l,=ka, +kya,, +..+k,a,,

l =ka, +kya, +..+ka,
Na forma matricial:

[, a, 4ap a, \(k

[ | 4n Ay a,, || k>

lm anl anZ amn kn

ou seja,
[T, =[T15.v],

A matriz [T]; é a matriz associada a transformacdo 7 em relacio as bases 4 e B.

Exemplo: Seja a transformacdo linear 7:R* —R”® tal que T(x,y)=(x,y,x+ ). Sendo 4 a base
canodnica do R? e B a base canonica do R®, tem-se:

7(1,0)=(1,0,1)=1-(1,0,0)+0-(0,1,0) +1-(0,0,1) e

7(0,1)=(0,1,1)=0-(1,0,0) +1-(0,1,0) +1-(0,0,1).
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Entdo, [T];

1
0
1

—_— = O

Por exemplo, [(2,3)], = @]

2) (1 0
2
Obtém-se, [T(2,3)], =[(2.35)],=|3|=[0 1 (3]
5) (11

Sejam as bases ndo candnicas 4= {(1,2),(3,5)} e B=1{(1,2,0),(2,-3,1),(0,—1,1)}.
Assim, T(1,2)=(1,2,3)=2-(1,2,0) + (- %) -(2,-3,1) + % -(0,-1,1) e
55

T(35)=(358) = ? (1,2,0)+ (—g) 23+ 22 (0L,
2
Entdo, [T]y=|-1 -1,
7 55
2 6

Por exemplo, [(2,3)], (_ D

Obtém-se, [T(2,3)], =[(2,3.5)], =| -

SIS TP

As matrizes associadas a alguns dos operadores lineares no espago vetorial R* em relagdo a base

canonica.
[T15-[v], B [T(V)],
Reflexdao em torno do eixo X 1 0)(x X
0 -1)\y -y
Dilatagdo ou Contragdo de fator £ na dire¢do do k 0)(x kx
vetor 0 k) ly ky

Cisalhamento na dire¢do do eixo Y 1 0)(x x
(k 1 y] [kx + yj
Rotacdo cosd —senf) (x xcos@ — ysen®
[sen& cosd j . (y] (xsen& + ycos Qj
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Operagoes com Transformagdes Lineares
1. Adicao
Sejam T,:V —>W e T, :V — W transformagdes lineares. Define-se a adi¢do de 7, com 7, como
sendo a transformacao linear:
(I, +T,):V->w
v = (T + 1)) =T,(v) + T,(v)

Matricialmente, [T, + 7,15 =[T,1; + [T, 15, onde 4 é uma base de V' e B uma base de 7.
Exemplo: Sejam T,:R’*—>R* tal que T,(x,y,2)=(x2y,z) e T,:R* >R’ tal que

T,(x,y,2)=(0,0,2).
A transformagdo soma é (T, +T,):R* - R* tal que (7, + T,)(x,y,2) = (x,2y,22).

1 00 0 00 1 00

Ainda, [7;]=|0 2 0|, [T,]=|0 O O|e [T, +T,]=|0 2 0| emrelagdo a base canodnica
0 0 1 0 0 1 0 0 2

do R*.

2. Multiplicacido por Escalar
Sejam T :V — W uma transformacao linear e k£ € R um escalar. Define-se a transformagao linear
produto de 7 pelo escalar £ como sendo:
k-T):V->WwW
vi>(k-TYv)=k-T(v)

Matricialmente, [k -T]; =k -[T]; , onde 4 é uma base de ¥ ¢ B ¢ uma base de W.

1 2
Exemplo: Seja [T]=]0 1|e k=2.
30
Entdo, T(x,y)=(x+2y,y3x) e 2-T)(x,y)=2x+4y,2y,6x).
2 4
Ainda, [2-T]=|0 2|=2-[T]
6 0

3. Composi¢ao
Sejam T,:V —»>U e T, :U > W transformagdes lineares. Define-se a composta de 7, com 7,
como sendo a transformacao linear:
(T, oT):V>W
v = (T, o T))(v) = T, (T, (v))

Matricialmente, [T, o 7,14 =[T, 12 [T, 14, onde 4 é uma base de V', B é uma base de U e C é uma
base de .
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Exemplo: Sejam os operadores lineares no R, T, (x,y)=2x+y,~y) e T,(x,y)=2y,—x +3y).
(T, o T,)(x, ) =T, (T, (x,¥)) =T, (2y,—x + 3y)= (2(2y) + (=x + 3y),~(=x + 3y)) = (=x + Ty, x = 3y)
(T, o T))(x, ) =T, (T (x, ) = T,(2x + y,=y)= (2(=y),=(2x + y) + 3(=y)) = (=2y,—2x - 4y)

. 2 1 0 2
Com relagdo a base canoénica: [T, ]= (0 J e [7,] =( | 3] .

A'TT—21-02—_17 TT—02-21—0_2
ssim, [7 2]—0_1 1371 23 e [T, 1]—_13 0 —1) =2 —a]

Propriedades de Transformagdes Invertiveis

Sejam T:V —>W, T,:V—>W e T, :W - U transformagdes lineares invertiveis e k e R,k #0.
. (THY'=rT

2. (k-T)'=k"-T"

3. (T,oT) ' =T, " oT,"

Exercicios
1) Verificar se as transformagdes sdo lineares:
T: R >R’
a)

(x,3,2) > T(x,y,2)=(x*,y +2)

T: R® 5R?
(v, 2)> T(x,y,z)=(x,2y)

0 T: R* 5R?
(x,y)HT(x,y)Z(x+a,y+b), aabER_{O}
T: R >R
(x5y5Z)HT(xay>Z)=x_3y+l
T: R*>R
e)

(x,») > T(x, ) =|x]
2) Para que valores de k£ € R a transformagao no R} tal que T(x,y,z)=(2x+ 3k, y,3z) ¢é linear?
3) Seja Mat, ,(R) o espago vetorial das matrizes quadradas nxn sobre R e M e Mat

matriz arbitraria qualquer.
A transformagdo 7 : Mat

(R) uma

nxn

. (R)—> Mat, (R) talque T(A)=A-M + M - A ¢ linear?

4) Sejam v=(0,1),u=(1,0),t=(2,]) e w=(1,2) e T:R* > R? tal que T(x,y)=(2x,2y), que define
a dilatagdo de fator 2 na dire¢ao do vetor.
Represente v, u,t,w, T(v), T(u), T(¢t) e T(w) em um sistema de eixos cartesianos.
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5) Considere a transformagdo linear 7:R* — Mat, ,(R) tal que T(x,y)= (0 3} . (x]
y

Determine 7'(1,1),7(-3,4) e T(x,y).

6) Encontre a lei que define a transformacdo linear T:R*> —>R? que faz associar

cada vetor v=(x, y) a sua reflexdo em torno do eixo Y.

Determine 7'(-2,-3).
Represente no sistema de eixos cartesianos.

T:R>—>R?* uma transformagdo linear tal que 7(1,0,0)=(2,4), T(0,,0)=(3,5) ¢

7) Seja
T(L1,1)=(L1). Indique a lei de T.

8) Seja T:R’> —>R? uma transformacdo linear definida por T(L11)=(1,2), T(1,,0)=(2,3) e

7(1,0,0)=(3,4).

a) Determine 7'(x,y,z).

b) Determine (x, y,z) e R* tal que T(x, y,z) =(-3,-2).
¢) Determine (x, y,z) R’ tal que T(x,y,z)=(0,0).

9) Calcule o ntcleo e o conjunto imagem das transformagdes abaixo:
2 T: R> 5>R?
(x,y,2) > T(x,y,z)=(x+2y+3z3x+2y +2)

T: R* >R’
(6, )= T(x,y)=(x+y,2x = y,~x +3y)
10) Ache uma transformacio linear 7:R* — R? cujo nticleo seja gerado pelo vetor (1,1,0)

11) Determinar um operador linear no R* cujo conjunto imagem seja gerado por {(2,1,1),(1,—1,2)}

12) Indique a lei de 7' para cada uma das transformagdes lineares:
T:R* >R’
(x, )= T(x,y) = (y,—x)

L, V>V
b)
viel,(v)=v
T : Mat,,(R)—>R*
) (x y] HT((x yj):(t,z,y,x)
z t z t

13) Seja o operador linear 7 no R® tal que T(x,y,z)=(x+2y,y,x+z). Mostre que T ¢ um

isomorfismo e indique sua inversa.
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14) Considere B = {v,u, w} uma base do R?, onde v= (L,2,3), u=(2,53) e w=(1,0,1).
a) Ache uma férmula para a transformagio linear 7:R*> — R? tal que T(v) =(1,0), T(u)=(1,0) e
T(w)=(0,1).
b) Encontre uma base ¢ a dimensdo do N(T).
¢) Encontre uma base e a dimensao da Im(7’).
d) T ¢ invertivel? Justifique sua resposta.

15) Seja T:R*> - R? tal que T(x,y,z)=(x+ y,x + z). Indique:
a) [T]; considerando 4 e B bases candnicas.
b) [T]5, onde C ={(1,0,0),(0,~1,0),(0,0,2)} e D={(1,2),(3,5)}.
¢) [T(v)], onde v=(L10).

16) Sejam S e T operadores lineares no R* definidas por S(x, y)=(x+2y,») e T(x,y)=(x,3y).
Determine:
a) S+ T
b) (2-8)+#4-T)
c) SoT
d) SoS

17) Escolha alguns vetores de R represente-os no plano cartesiano. Em seguida encontre a imagem
de cada um deles em relacio ao operador S anterior. Represente essas imagens no plano

cartesiano. Observe o que acontece.

18) Repita os mesmos passos do exercicio anterior, para o operador 7.

2 0
19) Seja T a transformagao linear determinada pela matriz |4 0.
0 -4

a) Indique a lei da transformacao.
b) Calcule 7'(-2,1).

20) Seja T o operador linear no R® definido por 7(x, y,z) =2y + z,x —4y.,3x) .
a) Encontre a matriz de 7 na base B = {(1,1,0),(1,0,1),(1,0,0)}.
b) Encontre [7'(1,0,-1)], utilizando [T]}.

1 0 2
21)Seja T a transformacao linear associada a matriz |3 0 —1].
20 0

a) Ache uma base para N(T).

b) Ache uma base para Im(7’).

c) T ¢ sobrejetora ? E injetora?

d) Determine a matriz associada a 7 em relacdo a base {(1,2,0),(0,-1,1),(0,1,2)} .

22)Seja T:R* - R* a transformacdo linear definida por 7'(x, y) = (x + 2y,—x,0).
a) Ache a matriz associada a T relativa as bases 4= {(1,3),(-2,4)} ¢ B={(1,1,1),(2,2,0),(3,0,0)} .
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-1
b) Use a matriz para calcular [T'(v)], onde [v], = ( 2) .

23) Seja T a transformagao linear associada a matriz| 3 0.

a) Qual a lei que define 77
b) Determine o nticleo de 7" e uma base para N(T').

c¢) Determine a imagem de 7' e uma base para Im(7').

24) Seja a transformagdo linear 7:R* - R? tal que T(x,y,z)=(2x — y +3z,4x + 2y + 3z2).
a) Considerando A4 e B as bases candnicas do R* e do R*, encontre[T']; .
b) Considerando A = {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} uma base do R* ¢ B ={(1,1),(1,-1)} uma base do R?,

encontre [T ]; .

25) Seja a transformagdo linear 7:R* — R” tal que T(x, y)=(2x + y, y,x + y). Encontre:

a) A matriz de 7 em relacdo a base candnica
b) A matriz de 7 em relagdo as bases 4= {(1,-2),(0,1)} e B={(1,0,0),(0,2,1),(0,0,3)}.

2 -1
26) Considere [T];=|1 0] onde A={(1,0),(-1,)} e B=1{(1,2,3),(0,~1,1),(0,0,2)} . Encontre as
0 2

coordenadas de [T'(v)], sabendo que as coordenadas de v em relagdo a base canonica do R? sdo
-1
5
27) Sabendo que a transformagio linear 7, :R* — R?, cuja matriz em relagio a base candnica é

(cos 0 —send

X
, aplicada a um vetor [v] = indica a rotacdo do vetor v de um angulo 6.
send cos@ y

) cosd —send
Assim, [T, ]= -[v].

send cosd

Utilizando a matriz de rotagdo, determine o vértice C =(x, y) de um triangulo retangulo e isdsceles
emA,onde 4=(2,1) e B=(5,3).

-2 0 0
28)Seja| 0 1 0] a matriz associada a um operador 7 em relagdo a base {(1,0,1),(0,—1,1),(0,0,1)}.
0 0 2

Determine a lei de T.
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Respostas
1) b) Sim

2) k=0

3) Sim

5) T(11)—[3jeT( 3,4) (SJ
V)T 2

T(r.y) = (’“ ;yzy J

6) T(an’):(_an’) © T(_29_3)=(23_3)
7 T(x,y,z)=Q2x+3y—4z4x+5y —82)

8)a) I'(x,y,z2)=Bx—-y—-z4x—y—-2)
b) {(1,6—z,z),zeR}
{(ana_y)ayER}

9)a) N(T)={(z,-2z,z),ze R}
Im(7)=R*
b) N(T)=1{(0,0)}
Im(T)={(x,y,z)eR* | -5x +4y +3z=0}

12)a) T (x,y) = (=3.%)
b) I, =1,

y (t ZJ
c) T (x,y,z,t)=
y X

14)a) T(x,y,2) = (F5=, 25
b) N(T)={(5,».0),y €R}
base N(T):{(1,3,0)}

dimN(T)=1

¢) Im(T)=R"?
base Im(7'): {(1,0),(0,1)}
dimIm(7) =2

d) Nao, pois 7' nao ¢ injetora.

L (110
15) a) [T]B=(1 0 J

c -2 5 6
b)[T]D:( ) _zj

-7
o) [TM], :( 3]

16)a) (S+T)x,y)=2x+2y,4y)
b) (2:S+4-T)x,y)=(6x+4y,14y)
¢) (SeT)(x,y)=(x+6y3y)
d) (SeS)(x,y)=(x+4y,y)

19)a) T(x,y)=2x,4x,—4y)
b) T'(-2,1)=(-4,-8,—4)

-3 1 1
20) a) [T],=| 3 3 3
2 -3 -4

1
B)T(L0,-1)], —{ 3}
-5

21) a) base N(T):{(0,1,0)}
b) base Im(7"):{(1,3,2),(2,-1,0)}
¢) Nem injetora nem sobrejetora.

1 2 4
d[r],=[0 L =2
1

fe=l

— 10

3

} b) [T(v)], —(

23)a) T(x,y)=(—x+2y,3x,2x+ )

b) N(T')={(0,0);
Im(T) = {(x,v,z) eR?|3x + 5y — 6z =0}
base Im(7): {(-1,3,2),(2,0,1)}

o

22)a) [T]; =| -

(=)
LB m O wln

wloo =

o

(2 -1 3
24)3)[T]B=(4 5 ?J

N
wmi-( )
2 1 0 1
25)a) [T]:=| 0 1} b) [T15=| -1 1
11 0 1

- O

20)[T(V)], =
4

27) C=(0,4) ou C=(4,-2)
28) T(x,y,z) = (2x,y,~4x+ y+2z)
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Apéndice C — Teoremas

Teo33.Se T:V — W ¢ uma transformacdo linear entdo 7(0,)=0,, .

Teo34. Seja T :V — W uma transformagao linear.
Entdao T'(k, -v,+k, v, +...+k, v )=k -T(v,)+k, - T(v,)+...+k,-T(v,), para quaisquer
V|, V,,...,v, €V e para quaisquer k,,k,,....k, €R.
dem.: (indugdo em n).
Base: Para k =2.
Tk, -v,+k, vy))=T(k, -v))+T(ky-v,)=k -T(v,)+k,-T(v,) porTL1eTL2.
Passo: (Hipdtese de Inducdo) Supor que vale a igualdade para ke N,k >2, isto ¢&,
Tk, v, +ky vy+..+k, -v)=k -T(v)+k, T(v,)+..+k, -T(v,).
Vale a igualdade para k + 1 vetores ?

T((ky v, +ky vy +..4k,-v,)+k, v, )= por TL1.
Tk, v, +k, vy+..+k -v)+T(k,, v, )= por TL2.
Tk, -v,+k, vy+..+k, -v)+k T, )= por hipétese de inducdo.

k- Tv)+k, TOvy)+..+k, -T(v,))+k,, -T(v,.,).
Assim, T'(k, -v, +...+k, v, +k, ., -v, )=k Tv)+..+k, -TOv)+k, , -Tv,.)
Logo, vale a igualdade paratodo neN,n>2.

Corolario34: Sabendo-se as imagens dos vetores de uma base do espago vetorial V' & possivel
determinar a transformacao linear 7:V — W .

Teo35. Seja T:V — W ¢é uma transformagao linear.
Entdo 1) T(-v)=-T(v), paratodo vel .
1) T(v—u)=T(v)—-T(u), para quaisquer v,u € V.

Teo36. Seja T:V — W uma transformacgdo linear e S um subespago vetorial do espago vetorial V'
entdo T(S)={we W |existes € S tal que T'(s) = w} é um subespago vetorial do espago W.

dem.: (Subl) Por hipotese, S <V .
Por Subl, 0, €S.
Pelo Teo33, 7(0,)=0, .
Logo, 0, €T(S).
(Sub2) Sejam w,,w, €T(S) .
Entdo, existem v,,v, € S taisque 7(v,)=w, e T'(v,)=w,.
Assim, w, +w, =T(v,)+T(v,) =T (v, +v,), por TL1.
Como, SV .
Pelo fechamento para operagdo de adicioem S, v, +v, €§.
Entdo, w, + w, € T(S).
Logo, vale o fechamento para operagao de adigdo em 7°(S).
(Sub3) Sejam weT(S) e keR .
Entdo, existe ve S tal que T(v)=w.
Assim, k-w=k-T(v) =T(k-v), por TL2.

78



Como, SV .

Pelo fechamento para operacdo de multiplicacdo por escalarem S, k-ve S.
Entdo, k-weT(S).

Logo, vale o fechamento para operagdo de multiplica¢do por escalar em 7(S).

Teo37. N(T) é um subespago vetorial de V.

Teo38. Im(7") ¢ um subespago vetorial de W.

Teo39. (Teorema do Nucleo e da Imagem)
Seja T:V — W uma transformagao linear . Entdo dimV =dim N(7') + dim Im(7’) .

dem.: Considere dimN(T)=t¢ e {v,,v,,...,v,} € N(T)uma base para N(T).
Seja dimIm(T)=s e {w,,w,,...,w, } < Im(T)uma base para Im(7’).
Existem u,,u,,...u €V taisque T(u,)=w,,T(u,)=w,,...T(u)=w,. (1)
Considere o conjunto {v,,...,v,,u;,....,u } SV .
Se veV entdo T(v)eIm(T).
Como [w,,...,w ]=Im(T), existem /,,....,/. eR taisque T'(v) =/, -w, +...+[ -w_.(2)
Considere o vetor u =1, -u, +...+1, -u_ —v. 3)
Assim, T(u)=T(l, -u, +...+1 -u, —v).
Pelo Teo34, T(u) =1, -T(u)+...+1 -T(u,)-T(v).
De (1), T(w)=1,-w, +...+1 -w, =T(v).
De (2), T(u)=T(v)-T(v).
Assim, T(u)=0,,.
Entdo, ue N(T).
Mas, [v,,...,v,]=N(T).

Entdo, existem k,...,k, eR taisque u=k, -v, +...+k, -v,. “)
De(3)e @), |, - u, +...+1, -u, —v=k -v,+...+k, -v,.

Assim, v=1[ -u +.+[ u —k -v,—..—k -v,.

Entao, [v,...,v,,u,..,u =V ®))
Seja k, v, +...+k,-v, +k, ,-u +.+k, -u =0,,comk,..k, eR. (6)

Assim, T(k, -v, +...+k,-v, +k,,-u, +...+k, -u)=T70,).

Pelo Teo33, T(k, -v, +...+k,-v, +k,, -u, +..+k, -u)=0,.

Pelo Teo34, k, -T(v,)+...+k, - T(v)+k,,, - T(u)+...+k, -T(u,)=0,

Mas, {v,,....,v,} < N(T).

Entdo, T(v,)=0,,...T(v,)=0,. (7
De()e(7), k-0, +...+k, -0, +k, ., -w +..+k,  -w =0,.

Assim, k,,, -w, +...+k,, -w, =0,.

t+1

Como, {w,,...,w,} éuma base para Im(7").

Entdo, {w,,...,w,} ¢ linearmente independente.
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Tem-se, k,,, =...=k,, =0.

Substituindo em (6), k, - v, +...+k, -v, =0,.

Como, {v,,...,v,} ¢ uma base para N(T).

Entdo, {v,,...,v,} ¢ linearmente independente.

Tem-se, k, =...=k, =0.

Entdo, {v,,...,v,,u,,...,u } € linearmente independente. (8)
De (5)e (8), {v,,...,v,,u,,....,u } € uma base de V.

Logo, dimV =t +s=dim N(T) + dimIm(7) .

Teo40. Seja T:V —>W ¢ uma transformacdo linear. 7 ¢ uma transformac¢do linear injetora se e
somente se N(7)=1{0,}.

dem.:
(—) Se T € uma transformacao linear injetora entdo N(7)={0,} ?

Considere v e N(T) qualquer.

Entdo, T(v)=0,,.

Pelo Teo33, 7(0,)=0,, .

Assim, T(v)=T(0,).

Como T ¢ uma transformagao linear injetora.
Se T(v)=T(0,)entdo v=0,.

Logo, N(T)={0,}.

(«-) Se N(T)=1{0,} entdo T ¢ uma transformagao linear injetora ?
Sejam v,uelV taisque T(v)=T(u).
Assim,7(v) = T(u)=0,, .

Pelo Teo35, T(v—-u)=0, .

Mas, N(T)=1{0,}.

Assim, v-u=0,.

Entdo, v=u.

Logo, T ¢ uma transformacao linear injetora.

Teo4l.Seja T:V — W ¢€ uma transformacdo linear injetora e {v,,v,,..,v,} <V um conjunto de

vetores linearmente independente. O conjunto {I'(v,),T(v,),....T(v,)} W também ¢

linearmente independente.

Teod42.Seja T:V — W ¢ uma transformacao linear injetora e dim» =dim# . Entdo a transformacgado
linear T € sobrejetora.

Teo43.Seja T:V — W uma transformagdo. A transformagdo 7 ¢ bijetora se e somente se for
invertivel.
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Teo44. Seja T:V — W uma transformacdo linear e {v ,v,,...,v,} <V . Se [v,,v,,...,v,|=V entdo
(T(v,),T(vy),... T(v,)]=Im(T).

Teod45. Sejam T:V —>W e R:W — U transformagdes lineares.
Entdo a transformacao composta (Ro7):V - U tal que (RoT)(v)=R(T(v)) ¢é linear.

Teo46. Sejam T:V — W e R:W — U transformacdes lineares bijetorase k € R,k #0.
Entdo i) a transformacdo inversa 7' : W —V ¢ linear.
i) TH'=T
iii) (k-T)"' =k7'-T""
iv) (RoT)' =T"'oR™!

Teod7.Seja Q:V->W ,R:V>W,S:W—->UeT:W—>U transformagdes linearese k€R.
Entdo i) (S+T7)oQ0=(SQ)+(T Q)
1)) To(Q+R)=(ToQ)+(ToR)
iii) (k-T)eQ=k-(ToQ)=To(k-Q)

Teo48.Sejam V' e W espagos vetoriais € {v,,V,,...,v, } uma base V. Se o vetor v, pode ser associado a
um vetor w, e W, para todo i =1,...,n entdo existe uma Unica transformacdo linear 7:V —> W

tal que T(v,)=w,, paratodo i =1,...,n.

Teo49. Seja L(V, W) (ou Hom(V,W)) o conjunto de todas as transformacdes lineares de V' em W e as

seguintes operagoes:
+: LV WYX LV ,W)— LV, W)

(1,,T1,) =T+ T, talque (T, +T,)(v)=T,(v) + T, (v)

“RxLWV,W)—> LV, W)
(k,T) kT talque (k-T)(v)=k-T(v)
Entao [L(V,W),R,+,-] € um espago vetorial.

Teo50. Se dimV =n e dimW =m entdo dimL(V ,W)=nm .

O conjunto L(V,R) ou Hom(V,R) ou V" de todos os funcionais de  em R é denominado espaco
vetorial dual de V.
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