Capitulo 14

Elipse

Nosso objetivo, neste e nos proximos capitulos, é estudar a equagao

geral do segundo grau em duas variaveis:

Ar? + Bay +Cy* + Drx+Ey+F =0, onde AZOou B #0ouC #0

Para isso, definiremos, geometricamente, uma elipse, uma hipérbole e

uma parabola, que sao possiveis solugoes nao degeneradas da equagao acima.

1. Elipse

Definicao 1
Uma elipse £ de focos F; e I3 é o conjunto do plano que consiste de todos

os pontos P, cuja soma das distancias a F| e F; ¢ igual a uma constante

2a > 0, maior do que a distancia entre os focos 2¢ > 0. Ou seja:

5:{P|d(P,F1)+d(P,F2):2a},
O<c<a; d(F,F)=2c

Terminologia
e Como dissemos na defini¢ao, os pontos F; e F; sao os focos da elipse.

e A reta ¢ que contém os focos é a reta focal.
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244 1.. ELIPSE

F1 FQ

Figura 1: Posicionamento dos focos da elipse na reta focal.

e A intersecao da elipse com a reta focal ¢ consiste de exatamente dois pontos,
Ay e Ay, chamados vértices da elipse sobre a reta focal.

De fato, seja A € EN Y. Entao, A € F1 F5, pois, se A € F|F;, teriamos
2c = d(Fl, Fg) = d(A, Fl) + d(A, Fg) = 2&,

isto é, 2c = 2a, o que é impossivel, ja que, por definicao, 2¢ < 2a.
Seja A2 eENt— F1F2 tal que r = d(AQ,Fg).

Como 2a = d(As, F1) + d(Ag, F3) = x + 2¢+ x, pois A € £, temos que

r=a—=¢C.

2c T

| |
@ @ @
F1 FQ A2

Figura 2: Determinacdo da distancia dos vértices aos focos da elipse.

Logo, o ponto As pertencente a ¢ — F| F5, que dista a — ¢ do foco Fb,
pertence & elipse £. De modo analogo, o ponto A; pertencente a ¢ — F| F5,

que dista a — ¢ do foco F}, pertence a elipse &.

la _ CI 2c 1a _ CI
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Figura 3: Posicionamento dos vértices em relagao aos focos da elipse na reta focal.

e O segmento A; Ay é denominado eixo focal da elipse. O seu comprimento
é 2a.
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Figura 4: Posicionamento dos focos, vértices e centro da elipse na reta focal.
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CAPITULO 14. ELIPSE 245

e O ponto médio C' do eixo focal A1 A5 é o centro da elipse. Este ponto é

também o ponto médio do segmento FiF, delimitado pelos focos.

e A reta /' que passa pelo centro C' e é perpendicular a reta focal ¢ é a reta

nao focal.

e A elipse intersecta a reta nao focal ¢ em exatamente dois pontos, By e B,

denominados vértices da elipse sobre a reta nao focal.

De fato, como ¢ ¢ a mediatriz do segmento F; F5, temos que B € /N E
se, e somente se, d(B, 1) = d(B, F,) = a. Logo, pelo teorema de Pitagoras,
¢’ N E consiste de dois pontos, By e By, em ¢/, que distam b = v/a? — ¢ do

centro C' da elipse.

gl
By
a a
b
. c o !
A1 F2 AQ
b 4

Figura 5: Posicionamento dos focos, centro e vértices da elipse nas retas focal e ndo focal.

e O segmento By B, ¢ denominado eixo nao focal da elipse e seu compri-

mento é 2b, onde b? = a? — .

, c . . s .
e O numero e = — ¢ denominado excentricidade da elipse. Note que

S

0<e<l.

e O namero a é a distancia do centro aos vértices sobre a reta focal, b é a
distancia do centro aos vértices sobre a reta nao focal e ¢ é a distancia do

centro aos focos.

Observacao 1

A elipse £ é simétrica em relacao a reta focal, a reta nao focal e ao centro.

De fato, se P € £ e P’ é o simétrico de P em relacao a reta focal, entéo:
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246 2.. FORMA CANONICA DA ELIPSE

AFQPQ = AFQPIQ e AFpo = AFlplQ .

Em particular, |F} P| = |F1P'| e |FoP| = |F>P’|. Logo,
9% = d(P,F}) + d(P, F,) = d(P', F}) + d(P', F}) = P' € €.

'f,lf
By
4P
_a-/ /
e /
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11 )[‘1 H—R"-q.,_mh (‘ Fy _E) ;‘12
m____#x
T
% 1o
B, I

Figura 6: Simetria da elipse em relacao & reta focal.

Se P € £e P"éosimétrico de P em relagao ao centro, entdo:
APCFQ = AP”CFl e AFlCP = AFQCP”.
Em particular, |F} P| = |FoP"| e |FoP| = |F1 P”|. Portanto,
2a = d(P, Fy) +d(P, Fy) = d(P", F3) +d(P", F;) = P" € £.
f/

$ 3o

A1 F1 C FZ AQ

p” ) 3,

Figura 7: Simetria da elipse em relacdo ao centro.

A simetria em relagao a reta nao focal se verifica de maneira analoga, usando

congruéncia de tridngulos.

2. Forma canonica da elipse

Vamos obter a equacao da elipse em relacdo a um sistema de eixos

ortogonais OXY para alguns casos especiais.
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CAPITULO 14. ELIPSE 247

2.1 Elipse com centro na origem e reta focal coincidente

com o eixo OX
Neste caso, I} = <_C70)7 Fy = (070)7 A = (—CL,O), Ay = (aa())a
By = (0,—b) e By = (0,b). Logo,
P= ([E,y) €& <:;>d(P,F1>+d(P,F2) = 2a

ViE+e)2+y2+ (- +y?=2a

(x+c)2+y?=2a—+/(x—c)2+y?

(x4 ) +y* =4a® —da/(z — )2 + 2 + (v — ¢)? + y?

22 + 2z + 2 4+ y? = 4a? — dar/(z — )2 + 42 + 2% — 2zc + 2 + ¢
dxc = 4a* — dar/(x — ¢)? + 12

a? —cx = ar/(z — ¢)? + y?

(0% — cx)® = a*((x — )* + ¢?)

a* — 2a*cx + Ax? = a?(2? — 2xc + A + y?)

(a2 = )2 + a2y = a* — a® = a®(a? — &)

b a? + a*y? = a®b?

2 2
£+y7:1

a? b2 e reta focal coincidente com o eixo OX.

[ I S A A

Forma canénica da elipse de centro na origem

2.2 Esboco da Elipse

2 2 2

22 b
Como%zl—%za 2x7temos(1uey:i—\/a2—x2.
a a a

. - b
Consideremos o grafico da fungao y = —vVa? — 22, x € [0,a]. Para
a
r=0ex=a, temos y =0b e y =0, respectivamente.

E facil verificar que a funcao é decrescente, pois:

r<T<=12< <= a’?—22>a>-7>

=y = gx/aQ—xQ > = é\/OLQ—EQ,

a
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248 2.. FORMA CANONICA DA ELIPSE

para quaisquer x, T € [0, al.

Para esbocarmos o grafico da funcao, precisamos saber também que a
fungdo y = b/ava® — a2, x € [0, a] é concava (isto é, dados dois pontos sobre
o grafico, os pontos do grafico ficam acima dos pontos do segmento que liga
estes pontos). Uma maneira de provar tal afirmacdo, para os alunos que ja

tenham estudado derivada, ¢ calcular a derivada segunda

w_ . ba
Yy (a2 — x2)3/2

e observar que esta derivada é negativa para todo x € (0, a).

O grafico da funcao é, portanto, da forma:

Ya

b

—a —c C c a T

—be

Figura 8: Gréfico da fungdo y = 3 va? —z2 z€|0,al.

Como a elipse é simétrica em relagdo ao eixo—OX (reta focal) e ao
eixo—OY (reta nao focal), seu grafico tem a forma:
uh

b £

2
Figura 9: Grafico da elipse £ : 2—2 + ¥4 =1.

b2
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CAPITULO 14. ELIPSE 249

2.3 Elipse com centro na origem e reta focal coincidente

com o eixo OY
Neste caso, Fl = (O,—C), F2 = (070)7 Al = (0,—&), AQ = (0,(1),
Bl = (—b, O) € BQ = (b, 0)

Desenvolvendo como no caso anterior, podemos verificar que a equacao

da elipse é:

2 y2 1 Forma candnica da elipse de centro na origem
b2 a? e reta focal coincidente com o eixo QY.
YA
a.
&

ce

L T

2 2
Figura 10: Elipse € : #z + %5 = 1.
Exemplo 1

Os vértices de uma elipse sao os pontos (4,0) e (—4,0) e seus focos sdo os

pontos (3,0) e (—3,0). Determine a equagao da elipse.

Solucao.
Como I} = (—3,0) e Fy, = (3,0), a reta focal é o eixo—OX e A; = (—4,0),
Ay = (4,0) sdo os vértices sobre a reta focal /.

Fy + Fy A+ Ay

Entao, C = 5 = 5 = (0,0) é o centro da elipse, a = d(C, Ay) =

d(C,Ay) =4, c=d(C,F)) =d(C,Fy) =3eb=+Va>—c2 = V42 -3 =
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250 2.. FORMA CANONICA DA ELIPSE

V16 —9=/T7.

Logo, a equacao da elipse ¢ & : — +

Exemplo 2
Dois vértices de uma elipse £ sao os pontos (0,6) e (0, —6) e seus focos sdo

os pontos (0,4) e (0, —4). Determine a equac¢ao da elipse £.

Solucao.

Temos F} = (0, —4) e Fy = (0,4). Entdo, a reta focal (que contém os focos)

¢ o eixo OY, os vértices sobre a reta focal sao A; = (0,—6) e Ay = (0,6),

(0,4) + (0,—4)
2

a=d(C,A) =6ec=d(C,F)) =4, temos que b* = a® — * = 36 — 16 = 20.

e o centro da elipse £ é a origem, pois C' = = (0,0). Como

2 2
Portanto, a equacao da elipse é & : ;C—O + ?%6 =10

Exemplo 3

Os focos de uma elipse sao os pontos (2,0) e (—2,0) e sua excentricidade é

2 . - .
3 Determine a equacao da elipse.

Solucao.
Temos que a reta focal é o eixo OX, o centro da elipse é a origem C' = (0, 0),
2 2
c:d(C’,Fl):2ee:§:§:a:>a:3. Logo, b* =a?>—c*=9—-4=5
22 2
e 5 + = 1 ¢ a equacao da elipse.
Exemplo 4

Uma elipse £ tem seu centro na origem e um de seus vértices sobre a reta

14 . ~
focal é (0,7). Se a elipse passa pelo ponto (\/5, 0 ), determine sua equacao,

seus vértices, seus focos e sua excentricidade. Faca também um esboco da

elipse.
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CAPITULO 14. ELIPSE 251

Solucao.

A reta focal, que contém o centro e o vértice dado, é o eixo OY. A dis-
tancia do centro C' = (0,0) ao vértice Ay = (0,7) ¢ a = d(C,Ay) =T eo
outro vértice na reta focal é A, = (0, 7).

Logo, a equacao da elipse £ é da forma:

2 2 2 2
5:%—1—%:1, ou seja, g 4Y .
b a

Figura 11: Grafico da elipse & : % + % =1.

Como (\/3, 13—4> € &, temos:

) 142
(V5) 3 : 5 2272
02 + 19 =1, ou seja, ?—FS???:L
_ 5 4 5 ) B o
Entao,b—2—1—§:§<:>b =9, e a equacao da elipse é:
22 2
— 4+ ==1
& 9+49

Como a reta nao focal é o eixo OX e b = 3, os vértices na reta nao focal sao
By =(-3,0) e By = (3,0).

Temos também que ¢ = Va2 — b2 = /49 — 9 = /40 = 2v/10. Logo, os focos
sao I} = (0,—2v/10) e Fy = (0,2+/10).
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252 3.. TRANSLACAO DOS EIXOS COORDENADOS

Finalmente, a excentricidade de £ é e = c_v2 ]

3. Translacao dos eixos coordenados

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais e seja O = (g, 1) um ponto

no plano.

Seja O X Y o sistema cujos eixos O X e OY sdo paralelos aos eixos OX

e OY e tém, respectivamente, o mesmo sentido que estes eixos.

Sejam (Z,7) as coordenadas do ponto P no sistema de eixos O XY e

(x,y) as coordenadas de P no sistema de eixos OXY'.

Entdo, as coordenadas do ponto P nos sistemas OXY e O XY sio

relacionadas por:

Y YA

Yo+ Gl----------=A----@P
’ y| e
{x—”ﬁ—l-l’o
. ——— et
Yy=9Y-+1Y Yo 0) a:': X
O o ro+7T ;

Figura 12: Ponto P = (Z,Y)5xv = (0 + T,y +¥)oxy-

Exemplo 5
Faca um esbog¢o da curva
2> =31 —y* +3x +4y —5=0.
Para isso, escreva a equacao nas coordenadas T ey do sistema de eixos O X Y,

obtido quando o sistema OXY é transladado para a origem O = (1,2).
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CAPITULO 14. ELIPSE 253

Solucao.

Fazendo r =7 + 1 e y = ¥ + 2 na equagao dada, obtemos:
T+1)P-3T+1)?2*—F+2*+3FT+1)+4T+2)-5=0.

Simplificando esta identidade, temos 7° = 7.

Entdo, § =472 ¢ 7> 0.

Fazer agora o esbogo da curva é bem mais simples.

YA YA

)
Ql
| Y

=Y

Figura 13: Gréfico da curva z® — 322 —y?2 + 3z +4y —5=0.

4. Elipse com centro no ponto O = (g, )

e Caso I. Reta focal paralela ao eixo OX

Como o centro O = (x, o) pertence a reta focal, temos que £ : y = yo

é a equagao cartesiana da reta focal.

Além disso, como d(Fy,0) = d(F3,0) = ¢, onde Fj e Fy sdo os focos
da elipse, temos que Fy = (zg — ¢, 40) e Fy = (g + ¢, yo).

Seja P = (z,y) = (T + x9,y + yo) um ponto pertencente a elipse, onde

x, y sao suas coordenadas no sistema OXY e Z, i sao suas coordenadas no
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254 4.. ELIPSE COM CENTRO NO PONTO O = (X, Yp)

sistema O X Y, sendo este obtido quando o sistema OXY é transladado para
a origem O = (29, o).

Entao, P pertence a elipse se, e somente se,
d(P, Fy) + d(P, F3) = 2a,

ou seja,

= d((T+ 20,7+ yo), (o — ¢, y0)) + d((ZT + 20, Y + Yo), (x0 + ¢, Y0)) = 2a
— d((7,9),(=¢,0)) +d((z,9),(c,0)) = 2a

— Z§+'Z§:1<:> (”T_Q;O)Q + (y_beO)z —1.

Logo, a forma canénica da equacao da elipse com centro no

ponto (zg,yo) e eixo focal paralelo ao eixo OX é:

. 2
(v 2960) n
a

(y_y0)2 -1

7 ., onde b*=a%—-c?

Os focos sao Fy = (xg—c,y0) € Fy = (xo+c,y0); areta focal 6 £ 1 y = yo;
os vértices sobre a reta focal sdo A1 = (xg —a,yo) e Ay = (x9+ a,yp); a reta
nao focal é ¢’ : © = xy e os vértices sobre a reta nao focal sao By = (xg,yo—b)
e By = (20,40 +b) .

YA YA

yo+0b

=Y

Yo

Yo—b

; .
9 g —a Ig—C L0

—
-

zo+c wTot+a X

2 2
Figura 14: Grafico da elipse & : % + % =1.
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CAPITULO 14. ELIPSE 255

e Caso II. Reta focal paralela ao eixo OY

Procedendo de maneira analoga ao caso anterior, verifica-se que a
forma canénica da equagao da elipse com centro no ponto (zg,y) €

eixo focal paralelo ao eixo OY é:

(90—330)2+ (y — %) =1,

2 2 2
onde b*=a"—c
b2 a?

Neste caso, os focos sdo F| = (xo,y0 — ¢) e Fy = (x0,%0 + ¢); a reta
focal é ¢ : x = xg; os vértices sobre a reta focal sdo A; = (xo,y0 — a) e
Ay = (x9,yo + a); a reta nao focal & ¢’ : y = yy e os vértices sobre a reta nao
focal sdo By = (zg — b, yo) € Ba = (zo + b, 0) -

YA

YA

Yota

Yo + ¢

Yo

Yo —C

Yo —a

0 zo + b ;

2 2
Figura 15: Gréfico da elipse & : % + % =1.

Exemplo 6
Os focos de uma elipse € sao (3,8) e (3,2), e o comprimento do seu eixo

nao focal é 8. Determine a equacao da elipse £, os seus vértices e a sua

excentricidade.

Solucao.
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256 4.. ELIPSE COM CENTRO NO PONTO O = (X, Yp)

Como Fy = (3,2) e Fy» = (3,8) sao os focos da elipse, a reta focal de € ¢é

¢ : x = 3 (paralela ao eixo OY) e o centro de £ ¢ C' = hth

= (3,5). Além

disso, 2b = 8,isto é, b =4, c = d(C, F}) = d(C, F,) = 3 e a® = b?+c® = 4% +3?2
= 16 +9 = 25, isto ¢, a = 5. Portanto, e = g = g;

Ay = (3,10) sao os vertices de & sobre a reta focal; ¢/ : y = 5 & a reta

Al = (3,0) €

nao focal; By = (—1,5) e By = (7,5) sao os vértices de £ sobre a reta nao
focal e

_9)2 )2
- w5 _

€15 25

¢ a equacao da elipse.

Exemplo 7
A equacao de uma elipse é £ : x* + 4y* + 2z — 12y + 6 = 0. Determine a

equacgao da elipse na forma canonica, o seu centro, os seus vértices, 0s seus

focos e a sua excentricidade.

Solucao.

Completando os quadrados na equacgao de £, temos:
E:(x?+2x) +4(y* — 3y) = —6
(@ +2r+ 1) +4 (P —3y+ ;) =—6+1+4x =4

5:(:E+1)2+4(y—3)2:4

2
+1)? 3\ 2
E: (2 ( — 7) =1
4 + y 2 Y
sendo esta tdltima equacao a forma canodnica de £. Desta equacao, obte-
. 3
mos que o centro da elipse é C' = (—15), a = 2, b = 1 e, portanto,

A =a?—b*=22—1%=3, ou seja, ¢ = V/3.
A reta focal de £ é 0 : y = g, paralela ao eixo OX, e a reta nao focal é

0. x = —1, paralela ao eixo—QY'.
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CAPITULO 14. ELIPSE 257

Os focos da elipse sao F} = (—1 — V3, %) e [y = (—1 +/3, g), os vértices
- 3 3 3
sobre a reta focal sao A; = (—1 — 2, 5) = (—3, 5) e Ay = <—1 + 2, 5) =

(1, g) e os vértices sobre a reta nao focal sao B, = (—1,; — 1) = (—1, 1)

2
3 5
e By=(-1.5+1) = (-1.5).

. . . 3 c
Finalmente, a excentricidade de £ é e = — =
a

|5

-

5. Equacgao do segundo graucom B =0e AC > 0

Consideremos a equagao da elipse £ de centro no ponto (xg,yo) e reta
focal paralela ao eixo OX:

($—;Bo)2+(y—yo)2 1.

& 7

a
Desenvolvendo a equacao acima, obtemos:
v’2? + a*y? — 20%xox — 2a’yoy + b2xd + a’yz — a*h* =0,
que é da forma
Az* + Bxy+Cy*+Dx+Ey+ F =0,
onde A=0* B=0,C=d% D= —-2bzy, E = —2a’yg e F = b*x3+a’ys—a’b*.

Entao, B=0e A e C' tém o mesmo sinal. O mesmo vale para a
equacao da elipse com centro no ponto (zg,yo) e reta focal paralela ao eixo
oY.

Reciprocamente, temos:

Proposicao 1

Se os coeficientes A e C' da equagao do segundo grau
A? +Cy* + Dz + Ey+ F =0 (1)

tém o mesmo sinal, entao a equacao representa:

e uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados;
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258 5.. EQUACAO DO SEGUNDO GRAU COM B=0E AC >0

ou

e um ponto;
ou

e 0 conjunto vazio.
Prova.

Dividindo a equagao (1) por AC, obtemos:
z? P D E F

¢t atac"tacv T ac ="
ou seja,
2, D 2, B
r+—-xr Yy +=zy r
A c” __
C A AC
Completando os quadrados, temos:
, D D> , E E?
$+Z$+m+y +5y+@__i+ D2+E2
C A  AC 4420 4AC?T

Isto é,

D\? E\?
- 24 =
<$+ 2A> . (y * 20) _ DU ACER _4AFCE M
C A a 4A203 44203

onde M = C?D? + ACE? — 4AFC?.

- D E .
Se M = 0, a equagao (2) representa o ponto (_ﬂ’ —%>, pois A e C tém
0 mesmo sinal.

Se M # 0, podemos escrever a equacao (2) na forma:

2 2
T+ D Y2+ =
24 2C
g =1 (3)
4A2C? 4ACC?

Como AC > 0, a equagdo (3) representa uma elipse de eixos paralelos aos

D E
i _ P ) se M > 0.
eixos coordenados e centro no ponto ( 54" 20), se >0
- . . . M
Se M < 0, a equacao (3) representa o conjunto vazio, pois 1a2cz < 0 e
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CAPITULO 14. ELIPSE 259

L<0
1ACC? -

Os casos em que a equacao do segundo grau Az?+Cy*+Dax+Ey+F = 0,
com AC > 0, representa um ponto ou o conjunto vazio sao denominados ca-

sos degenerados da elipse.

Exemplo 8
Determine se as equagoes abaixo representam uma elipse ou uma elipse de-

generada. Caso seja uma elipse, determine seus principais elementos.
(a) 252% + 9y* — 225 = 0.

Solucao.
.. .oz y2
Como 25224-9y? = 225, obtemos, dividindo por 225, que a equagao §+% =1

representa uma elipse com:
ea=5b=3ec=+25-9=4;

e centro: C' = (0,0);

e reta focal: ¢ = eixo — OY : x = 0;

e reta nao focal: V' = eixo— OX :y = 0;

e vértices sobre a reta focal: Ay = (0,—5) e Ay = (0,5);

e vértices sobre a reta nao focal: By = (—3,0) e By = (3,0);
o focos: F; = (0,—4) e F5, = (0,4). O

(b) 422 + 9y* — 40x + 36y + 100 = 0.

Solucao.

Completando os quadrados, obtemos:

4(x? — 10x) + 9(y? + 4y) = —100
< 4(2?—10x+25)+9(y* +4y+4) = —100+4 x 254+ 9 x 4
< 4(x —5)*+9(y+2)* =36
(=52  (y+2)?
<~ 9 + 1 =1.
Logo, a equacao representa uma elipse com:

ea=3,b=2ec=+9— :\/5;

e centro: C' = (5, —2);
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260 5.. EQUACAO DO SEGUNDO GRAU COM B=0E AC >0

e reta focal: ( :y = —2, paralela ao eixo—OX;
e reta nao focal: {' : x =5, paralela ao eixo—QY;
e vértices sobre a reta focal: A} = (2,—2) e Ay = (8, —2);

e vértices sobre a reta nao focal: By = (5,—4) e By = (5,0);

o focos: F1 = (5—+/5,-2) e b, = (5+5,-2).

(c) 36z% + 9y — 108z + 6y + 82 = 0.

Solucao.

Completando os quadrados, obtemos:

36(z* —3x) +9 <y2 + gy> = —82

2 9) (2 2 1)__ 9 1

— 36(x B+ 1) +9 (P +5y+g) = 82436 L +9x ¢
3\ 2 1\?2

— 36(35—5) +9<y+§> — 8218141

3\ 2 1\?
— 36(:(:—7) —|—9<y—|—7> —0.
5 3
. 31y .. ) o )
Assim, apenas o ponto (5, —§> satisfaz a equacao dada, isto é, a equacao

representa um ponto. ]

(d) 92% + 4y* + 18z — 9y + 25 = 0.

Solucao.

Completando os quadrados, obtemos:

9(x? +27) + 4 <y2 - %y) =-25

9 81 81

2 2 _ 7 - _ -

— 9(z +2x+1)+4(y 4y+64) 25—1—9><1+4><64
92 81 175
2 _ = — _— = — —
<~ 9(xz+1) +4(y 8) 16+16 6

175 . .. , -
Como 16 < 0, nenhum ponto do plano satisfaz a equacao, isto é, a equac¢ao

representa o conjunto vazio.
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Capitulo 15

Hipérbole

1. Hipérbole

Definicao 1
Uma hipérbole H de focos F; e F5 é o conjunto do plano que consiste de

todos os pontos P tais que o mdédulo da diferenca das distancias a F; e Fy
¢ igual a uma constante 2a > 0, menor do que a distancia entre os focos
2¢ > 0.

H={P||dP F)—dPF)|=2a}
0<G<C; d(Fl,F2>:2C

Terminologia
e Os pontos F; e F, sao os focos da hipérbole.

e A reta ¢ que contém os focos é a reta focal(ver figura 1.).

o o !

B £

Figura 1: Reta focal da hipérbole.

e A intersecao da hipérbole com a reta focal ¢ consiste de exatamente dois

pontos, A; e Ay, chamados vértices da hipérbole.
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262 1.. HIPERBOLE

Observemos primeiro que, se P € { — F} Fy entdo P ¢ H. De fato, se P
pertence a semirreta de origem Fj que nao contém Fj e d(P, F1) = x, entao
P ¢ H, pois:

|d(P, Fy) — d(P, F5)| = | — (z + 2¢)| = 2¢ > 2a.

F,

F

Lo P °
|
|

| T+ 2¢

Figura 2: Posicionamento dos vértices em relagdo aos focos da hipérbole na reta focal.

E, se P pertence a semirreta de origem F; que nao contém F e d(P, F}) = x,
entdo P ¢ H, pois:
|d(P, Fy) — d(P, F5)| = |(z + 2¢) — x| = 2¢ > 2a.

e

4 R F, P
@ @ o—

I I
| z + 2¢ |

Figura 3: Posicionamento dos vértices em relagdo aos focos da hipérbole na reta focal.

Seja Ay € FiFy NH tal que d(A, Fi) =zel<x <c.

o o o o !
B Ay Ao I

Figura 4: Posicionamento dos vértices em relagdo aos focos da hipérbole na reta focal.

Como d(Fy, F) = 2¢, temos:
|d(Ay, Fy) —d(Ay Fy)| =20 <= |z — (2c—2)| =20 <= |20 — 2¢| = 2a
<— 2c—2xr=2a<=r=c—a.
Logo, o ponto A; de FiF3, distante ¢ — a de F}, pertence a hipérbole.

Analogamente, o ponto A, de F}F,, distante ¢ — a de Fy, pertence a
hipérbole H.

e O segmento Ay A, é denominado eixo focal da hipérbole e seu comprimento
é d(Al, Az) = 2a.
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CAPITULO 15. HIPERBOLE 263

e O ponto médio C do eixo focal A;As é o centro da hipérbole. Este
ponto ¢ também o ponto médio do segmento FiFy delimitado pelos focos:
O — Ai+A4y K+ F

2 2 '

uc?oo ¢

F1 Al Az F2

Figura 5: Posicionamento dos focos, vértices e centro da hipérbole na reta focal.

Observe que d(C, Fy) = d(C, Fy) = ce d(C, A;) = d(C, As) = a.

e A reta ¢/ que passa pelo centro C e é perpendicular & reta focal ¢ é a
reta nao focal da hipérbole. Como ¢ é a mediatriz do segmento F}F5, a
hipérbole nao intersecta a reta nao focal ¢/, pois, se P € ', temos:
|d(P, Fy) — d(P, Fy)| = 0 # 2a.
/'

F A | Ay B

Figura 6: Pontos do eixo nao focal nao pertencem & hipérbole.

e O segmento B;B, perpendicular ao eixo focal que tem C' como ponto

médio e comprimento 2b, onde b? = ¢ — a?, é denominado eixo nao focal

da hipérbole, e B; e By sao os vértices imaginérios da hipérbole.

El

By

b C
— o ——e—e I
F1 Al C A2 F2

B9

Figura 7: Relacao dos comprimentos a, b e c.
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264 1.. HIPERBOLE

e O nimero ¢ = — é chamado excentricidade da hipérbole. Note que e > 1,

C
a
pois ¢ > a.

e O retangulo de base da hipérbole H é o retangulo que tem os pontos
Ay, Ay, By e By como pontos médios de seus lados, e as retas que contém as

diagonais do retangulo de base da hipérbole ‘H sao as assintotas de H.

Portanto, geometricamente, as assintotas da hipérbole H sao as retas

., . - b - .
que passam pelo centro da hipérbole e tem inclinacao +— em relacao a reta
a

focal.
Assintotas

EF

B

b

- a a - ¢
R S
Bs

Retangulo de base

Figura 8: Retangulo de base e assintotas da hipérbole H.

Pelo teorema de Pitagoras, as diagonais do retangulo de base da hipér-
bole ‘H tém comprimento 2¢, e a distancia do centro de ‘H a qualquer vértice

do retangulo de base é igual a c.

e Dizemos que uma hipérbole é equilatera, se o comprimento do eixo focal

for igual ao comprimento do eixo nao focal, isto é, a = b.

O retangulo de base de uma hipérbole equilatera é, na realidade, um
quadrado. Em particular, as retas que contém as suas diagonais, isto é, suas

assintotas, intersectam-se perpendicularmente.

e Duas hipérboles cujo eixo focal de cada uma ¢é igual ao eixo nao focal da
outra sao denominadas hipérboles conjugadas. Como os retangulos de
base de duas hipérboles conjugadas sao iguais, elas tém o mesmo centro,

mesmas assintotas e os focos a uma mesma distancia do centro.
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Observacao 1

1. A hipérbole H é simétrica em relacao a reta focal, & reta nao focal e ao

centro.

De fato, se P € H e P’ & o simétrico de P em relacao a reta focal, entao
AF,PQ = AF,P'Q e AFPQ = AFPQ.
Em particular, |FoP| = |FoP'| e |F1P| = |F1 P|. Logo,
2a = |d(P, Fy) — d(P, Fy)| = |d(P', F}) —d(P', Fy)| = P' € H.

'I,(.n"
' e
.-- - - g .-'.. '-' -.
P Ar—_ O A Fa, @ ¢
TR =T
"'"P’

Figura 9: Simetria da hipérbole em relacdo a reta focal.

Se P € H e P"” é o simétrico de P em relagdo ao centro, entao:
APCF, = AP'CF, e AF,CP = AF,CP".
Em particular, |FoP| = |F1P"| e |F1P| = |F,P"|. Logo,
2a = |d(P,Fy) —d(P, Fy)| = |d(P",F5) —d(P",F})| = P" € H.

A C

N 2
p %

Figura 10: Simetria da hipérbole em relagao ao centro.

A simetria em relacao a reta nao focal se verifica de maneira analoga, usando

congruéncia de triangulos.
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266 2.. FORMA CANONICA DA HIPERBOLE

2. Forma canonica da hipérbole

Vamos obter a equacao da hipérbole em relacao a um sistema de eixos

ortogonais OXY em alguns casos especiais.

2.1 Hipérbole com centro na origem e reta focal coinci-

dente com o eixo OX

Neste caso, [} = (—¢,0), Fy = (¢,0), A1 = (—a,0), Ay = (a,0),
By = (0,-b) e By = (0,b). Logo,

P = (l’,y) EH<:> ’d(P,Fl)—d<P,F2)| = 2a

d(P, Fy) — d(P, F5) = 2a (ramo direito de H)
— ou
d(P, Fy) — d(P, F;) = —2a (ramo esquerdo de H)
Vie+e)2+y2—(z—c)2+y2=2a (ramo direito de )
= ou
\/(SL’ +0)?2+y? — \/(CL’ — )24+ y?2 = —2a (ramo esquerdo de H).

Continuando o desenvolvimento de maneira analoga ao caso da elipse,

2

e lembrando que b? = ¢? — a?, chegamos & conclusdo que

P=(z,y) € H<+= (A —a?)2? — a®y* = a®(® — a?) < b*2® — a®y? = a®b*.

Portanto, P = (z,y) € H se, e somente se, as coordenadas = e y

satisfazem & equacao

chamada forma candnica da equacao da hipérbole de centro na ori-
gem e reta focal coincidente com o eixo—0OX.

As assintotas dessa hipérbole sdo as retas que passam pela origem (cen-

T b ~ .
tro) e tém inclinacdo j:g em relacgdo ao eixo—OX (reta focal). Logo as

~ b .
assintotas sao as retas y = +—x, ou seja, bx —ay =0e bxr +ay =0.
a
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CAPITULO 15. HIPERBOLE 267

2.2 Esboco da Hipérbole

2 2 22— a2 e .
Sendob—zz——lz 5—, temos que y = +—Va? —a*, onde x > a
a

a

ouxr < —a.

. - b
Considere a fungao y = - Va2 —a?, x € [a,+0). Como y = 0
a

. b

para ¥ = a, y & crescente e concava (verifique que y' = — 2 >0
avax?—a?
Y = (2_ab2)3/2 < 0 para todo x € (a,+00)), e o grafico da func¢ao ¢ da
Ir“ —a
forma:
Yi
0 _~AMF
. oM o -
a (] X

Figura 11: Grafico da funcio y = £ /22 — a2, z € [a, +o0).

a

Pela simetria da hipérbole em relagdo ao eixo—OX (reta focal) e ao

eixo—OY (reta nao focal), obtemos o seu grafico:

Yi

By

Q
all

2
Figura 12: Grafico da hipérbole H : Z—; -5 =1

Podemos, agora, explicar o porqué do nome assintota para as retas

que contém as diagonais do retangulo de base.

Sejam P = (z,y) um ponto da hipérbole, isto ¢, b*z? — a?y? = a?V?, e
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268 2.. FORMA CANONICA DA HIPERBOLE

ry @ br —ay = 0 uma de suas assintotas. Entao,

|bx — ay| |bx — ay| |bx + ay|
= X
V2 +a2 VB2 +aZ  |br +ay|
b2 — ay?| 1 a’b? 1

X = X .
Vb2 + a2 bz +ay| V124 a2 bz +ay|

Logo, d(P,r;) — 0, quando + — 400 e y — +00 ou & — —o00 €

d(P> 7‘+> =

Yy — —00.

Figura 13: d(P,r4+) — 0, quando ¢ — foo e y — £oo.

De modo anélogo, podemos verificar que d(P,r_) — 0, quando z — 400
ey — —ooour——o00ey——+oo,onde P=(x,y) eHer_:br+ay=0

é a outra assintota da hipérbole.

Figura 14: d(P,r4+) — 0, quando x — f00 e y — Foo.

2.3 Hipérbole com centro na origem e reta focal coinci-

dente com o eixo OY

Neste caso, temos I} = (0, —c), Fy, = (0,¢), Ay = (0,—a), Ay = (0,a),
By = (=b,0) e By = (b,0).
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CAPITULO 15. HIPERBOLE 269

Procedendo como no caso anterior, obtemos que a equacao da hipérbole

Yy x Forma canonica da hipérbole de centro na

a? b2 origem e reta focal coincidente com o eixo—OY.

onde b = ¢?

~ b .
— a?. As assintotas sao as retas r = £—y, ou seja,
a
ar —by =0 e ar +by =0.

Yh

2

2
Figura 15: Hipérbole H : 45 — ¥7 = 1.

Exemplo 1

Determine a equacgao da hipérbole equilatera com focos nos pontos (—+/8,0)

e (v/8,0).

Solucao.
. , i+ F
Como Fy = (—/8,0) e F;, = (1/8,0), o centro da hipérbole é C' = 5 =

(0,0) e a reta focal é o eixo—OX. Sendo a hipérbole equilatera (a = b),

c=+V8e = a®+? obtemos 8 = a® + a® = 2d?, isto &, a®> = 4. Logo,
a=b=2e¢

CL'Q

2
LY
H.4 1 1

¢ a equacgao da hipérbole.
Além disso, A = (—2,0) e Ay = (2,0) sdo os vértices, B; = (0,—2) e
By = (0,2) sdo os vértices imagindarios e y = £ sdo as assintotas da hipérbole

H. O
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Exemplo 2

Mostre que a excentricidade de qualquer hipérbole equildtera é v/2.

Solucao.

2 = a2 4+ b2, temos que ¢ = 2a?, ou seja, ¢ = v2a. Logo,

a

Comoa=bec

Exemplo 3
Os vértices de uma hipérbole séo os pontos (0,3) e (0, —3) e um de seus focos

é o ponto (0,5). Determine a equag¢ao da hipérbole, o comprimento do seu

eixo focal e suas assintotas.

Solucao.

A hipérbole tem centro C' =

W = (0,0), reta focal=eixo—OY,

¢ = d((0,0), (0,5)) = 5, a = d((0,0), (0,3) =3 e b* = & — a2 = 25 — 9 = 16.

- . 4
Entao, H : % % = 1 é a equacao da hipérbole, x = jzgy sao as suas

assintotas e 2a = 6 o comprimento do seu eixo focal. [

Exemplo 4
O centro de uma hipérbole é a origem, sua reta focal é um dos eixos coorde-

nados e uma de suas assintotas é a reta 2x — 5y = 0. Determine a equagao
da hipérbole ‘H, supondo que o ponto (4,6) € H.

Solucao.

Como o centro é a origem e a reta focal (eixo—OX ou eixo—OY') ¢ uma
bissetriz das assintotas, a reta 2z 4+ 5y = 0 é a outra assintota. Vamos
analisar os dois casos possiveis.

e Reta focal = eixo—OX.

202 2 . 2

Neste caso, H : % —Z—Q =1le g =5 isto é, b = FLE Como (4,6) € H,
36 .

temos que 2 1, ou seja, 16 x 4 — 25 x 36 = 4a?, o que é um absurdo,
a

25
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pois 4a%2 > 0e 16 x 4 — 25 x 36 < 0.
e Reta focal = eixo—0OY'.

2 2
YT 16?20 stosas 2
Neste caso, H : s —1ea = 2,1st0e,a— 5b . Como (4,6) € H, te
36 16 . ) 0
mos que wn 1, ou seja, 36 x25—16x4 = 4b°. Logo b* = 9x25—16 =
25
836
2 _
209, a* = 5% e
2 2
Ly
H: 856~ 309 =1
25

¢ a equagao da hipérbole.

Exemplo 5
Determine a equacao, os vértices, os focos e a excentricidade da hipérbole

conjugada da hipérbole
922 — 49% = 36.

Solucgao.

A hipérbole H : 922 — 4y?> = 36, que também pode ser escrita na forma
2 2

H: % - % = 1, tem centro na origem, reta focal = eixo—OX, a =2,b=3

e c=+va2+ b =+13.

Entao, a hipérbole H’, conjugada da hipérbole H, tem centro na origem,

d=b=3V=a=2 ¢ =c=+13 e reta focal = eixo—OY".

2 2
Logo, H' : % — % =1 ¢é a equacao da hipérbole conjugada da hipérbole H,
Fy = (0,—v13) e Fy = (0,4/13) sao seus focos, A; = (0,—3) e Ay = (0,3)
N . c V13 .
sao seus vértices e e = — = —3 ¢asua excentricidade.
a
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3. Hipérbole com centro no ponto O = (xg, yo)

e Caso I. Reta focal paralela ao eixo—OX

Como o centro O = (x, o) pertence a reta focal, temos que £ : y = yo

é a equagao cartesiana da reta focal.

Além disso, como

d(Fl, O) == d(FQ,O) = C,
onde F} e Fy sdo os focos da elipse, temos que F; = (xo—c,yo) e Fy = (xo+c, yo).

Seja P = (T + xo,y + yo) um ponto pertencente & hipérbole, onde
r=T+x9ey =Y+ Yo
sao suas coordenadas no sistema OXY, e T, i sao suas coordenadas no
sistema O X Y, obtido quando o sistema OXY ¢é transladado para a origem
0= (0, Yo)-

Entao, P pertence a hipérbole se, e somente se,
|d(P, Fy) — d(P, F»)| = 2a,

ou seja,
< |d((T + 20,7 + %), (0o — ¢, %0)) — d((T + 20,7 + v0), (xo + ¢, %0))| = 2a

|d((7,7), (=¢,0)) = d((z,7), (¢, 0))| = 2a

IQ 772

!

1 — (93—300)2_(.@—3/0)2 1.

2 b2 a? b2

Logo a forma candnica da equagao da hipérbole com centro no

ponto (zg,yo) e reta focal paralela ao eixo—OX é:

(JU*%)Q . (y*yo)2 —1

a? b2 ’

onde b2 =c*—a?

Os focos sdo F1 = (xg — ¢,y0) € Fo = (xo + ¢,y0); a reta focal é
0y = yo; os vértices sio A = (xg — a,y0) e Az = (zo + a,yp); a reta
nao focal é ¢/ : © = xo; os vértices imaginarios sdo By = (xg,y0 — b) e

By = (zg,y0 + b), e as assintotas sdo as retas (y — yo) = £b/a(r — zy), ou
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seja, b(r —x9) —a(y —yo) =0 e bz —x0) +aly —y) =0.

Figura 16: Grafico da hipérbole # : (2=%0)° _ w=y0)® _ 1
e Caso II. Reta focal paralela ao eixo—QY

Procedendo como no caso anterior, verifica-se a forma canénica da
equagao da hipérbole com centro no ponto (zg,y,) e reta focal pa-

ralela ao eixo— QY é:

2 Ry
(y aQyO) _ (@ ngo) =1, onde b =c*—a?

Neste caso, os focos sao F| = (zo,y0 — ¢) e Fy = (x0,%0 + ¢); a reta
focal & ¢ : © = xo; os vértices sdo A; = (z9,y0 — a) e Ay = (xg,yo + a); a
reta nao focal é ¢/ : y = yo; os vértices imaginarios sao By = (zg — b, yo) e
By = (z9 + b,y0), € as assintotas sdo as retas (v — zo) = +b/a(y — yo), ou
seja, a(x —x0) —b(y —yo) =0 e alz — x¢) + by — yo) = 0.

YA YA

— | ~ -
T

2 2
Figura 17: Gréfico da hipérbole # : (=30 _ (2=20)"
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Exemplo 6
Determine o angulo agudo de intersecao das assintotas da hipérbole

922 — y? — 36z — 2y + 44 = 0.

Solucao.
A equacao da hipérbole se escreve na forma:
9(a? —4x) — (y* +2y) = —44
Iz -2 —(y+1)2=-44+36—-1= -9

2
(y;l) —(x—2)2=1.
Logo, C' = (2,—1) é o centro, a reta focal é ¢ : x = 2, paralela ao eixo—OY,
a=3,b=1,c=+va?>+b*=+/10 e as assintotas sdo v — 2 = j:%(y +1), ou
seja, y =3x —7ey=—3x+5.
Assim, tgf =3, tga=-3,0=a— e
tga —tgf —6 3
t 0 — — = -
& l+tgatgl 1-9 4’
onde S e « sao os angulos que as retas y = 3v — 7 e y = —3z + 5 fazem,

respectivamente, com o semieixo OX positivo, e 6 é o angulo agudo entre as

assintotas. ]

Exemplo 7
Asretasr :2x+y =3 e s:2x —y = 1 sao as assintotas de uma hipérbole

que passa pelo ponto (6,2). Determine sua equacao.

Solucao.
O centro C' = (z,y) da hipérbole é o ponto de intersecdo das assintotas,
isto é, (z,y) é a solugao do sistema:

2r+y =3

20 —y=1.

Logo, C' = (1,1) é o centro. A reta focal ¢ e a reta nao focal ¢ sdo as

bissetrizes das assintotas, ou seja,
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(2,y) €LUL = d(z,y),0) = d((2,),¢)

[224+y—3] _ [2z—y—1]
= " %
— 2x4+y—-3=+2r—-y-—1)
— y=1ouzx=1

Portanto, a reta focal é a reta + = 1 ou a reta y = 1. Vamos analisar os dois

casos possiveis.

e Reta focal ¢ :y =1, paralela ao eixo—OX.

-1 -1’ _
a? b2

b = 4a® e (6,2) € H, temos que H : 4(z — 1) — (y — 1) = 4a® e

4 x 25 —1=99 = 4a?.

Neste caso, H :

b .
e - = 2, ou seja, b = 2a. Como

_1)2 _1)2
Portanto, H : d(z —1)° — (y — 1) = 99, ou seja, H : 991) - 991) =1

4

e Reta focal ¢ : x = 1, paralela ao eixo—QOY'.
(y-1?* (z-1) b

a? b2 a
a’> = 4b* e (6,2) € H, temos que H : (y — 1) — 4(x — 1)* = 4b* e
4 =1 —4x25=-99 < 0, o que é um absurdo.

Assim, a equacao procurada corresponde ao primeiro caso:
H:d(z—1)— (y— 1) =99.

Neste caso, H : =1le

1 .
=3 ou seja, a = 2b. Como

0

4. Equacao do segundo graucom B =0e AC < 0.

Consideremos a equagao da hipérbole H com centro no ponto (xg, yo)

e reta focal paralela ao eixo—OX:

a? b2

2y (=20 (y=wm)* _{

Desenvolvendo a equacao acima, obtemos:
vr? — a’y? — 2zb%x + 2yoa’y + 230? — a*yi — a*b* =0,

que é da forma
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Ar? + Bxy+Cy*+ Dx+ Ey+ F =0,
onde A=V, B=0,C=—a? D= 2130 E = 2ysa®, F = z2b*—a’y2—a’b*.

Em particular, os coeficientes A e C' tém sinais opostos, e B = (. Po-
demos verificar que o mesmo ocorre quando desenvolvemos a equacao da

hipérbole de reta focal paralela ao eixo—QY'.

Reciprocamente, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 1
Se os coeficientes A e C' da equacao
Ar? + Cy* + Do+ Ey+ F =0 (1)
tém sinais 0postos, entao a equagao representa:
e uma hipérbole de eixos paralelos aos eixos coordenados;
ou

e um par de retas concorrentes.

Prova.

Suponhamos que A > 0 e C' < 0. Entao,

Az? + Dz — (-Cy? — Ey) = —F,

212, 2 B
a*) \V"¢') F

—C A AC
D\? E\?
(”WM>__@+ﬂ) _F_ D R
—C A AC  1A2C  3ACE
D\? E\?
<x+2A> - (“20)  4ACF — CD? - AE?
—C A 1AZC?

Logo, a equacdo (1) representa uma hipérbole com eixos paralelos aos ei-

xo0s coordenados, se 4ACF — CD? — AE? # 0, e representa o par de retas
concorrentes
E —A D
vtae =27 (14 57)
se 4ACF —CD?> - AF*=0 g
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O caso em que a equacao do segundo grau Az?>+Cy?+Dx+Ey+F = 0,
com AC < 0, representa um par de retas concorrentes é chamado caso
degenerado da hipérbole.

Exemplo 8
Determine se as equacoes abaixo representam uma hipérbole ou uma hipér-

bole degenerada. Caso seja uma hipérbole, determine seus principais elemen-
tos.

(a) 922 — 25y2 — 225 = 0.

Solugao.

Como 922 — 25y? = 225, obtemos, dividindo por 225, a equacao

.%’2 y2

% 9 b
que representa uma hipérbole com:
ea=5b=3cc=va2+b=25+9=+34;
e centro: C'=(0,0);

e reta focal: ¢ = eixo—OX :y = 0;

e reta nao focal: ! = eixo—OY : x = 0;
o vértices: Ay = (—5,0) e Ay = (5,0);
e vértices imaginarios (na reta nao focal): By = (0,—3) e By = (0, 3);

o focos: Fy = (—/34,0) e Fy = (1/34,0);

e assintotas: y = i% x, ou seja 3xr £ 5y = 0.

(b) 2? — 2y? + 62 + 4y + 9 = 0.

Solucao.

Completando os quadrados, obtemos:

2+ 6x — 2(y* — 2y) = -9

— (P+62+9)—-20x*—-2y+1)=-9+9-2
— (r+3)2-2@y—-1)>2*=-2

2
— (y— )2—($J;3) =1.

Logo a equacgao representa uma hipérbole com:
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ea=1,b=vV2ecc=Va®+b0=1+2=3;

e centro: C'=(—3,1);

e reta focal: (. x = —3, paralela ao eixo—QY;

e reta nao focal: (' - y =1, paralela ao eixo—OX;

e vértices: Ay = (—3,0) e Ay = (—3,2);

e vértices imagindrios (na reta nao focal): By = (—3—+/2,1) e By = (—=3++/2,1);

e focos: Fy = (—3,1 —+/3) e [, = (—3,1 4+ /3);

e assintotas (z+3) = +£v2(y—1), ou seja, x+v2y = —3+v2 e —/2y = —3—/2.
]

(c) 922 — 16y + 90z — 128y — 31 = 0.

Solucao.
Completando os quadrados, obtemos:
9(2? + 10x) — 16(y? + 8y) = 31
9(z* + 10z + 25) — 16(y* + 8y + 16) =31 + 9 x 25 — 16 x 16
9(x+5)2—16(y+4)>=0
9(x +5)? = 16(y + 4)?
3(z+5)==4(y +4)
3(x+5)+4(y+4)=0.
Logo, a equacgao representa o par de retas, 3v +4y = —31 e 3x — 4y = 1,

17111t

que se cortam no ponto (—=5,—4). O
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Parabola

1. Parabola

Definicao 1
Sejam £ uma reta no plano e F um ponto no plano nao pertencente a £. A

parabola P de diretriz £ e foco F' é o conjunto que consiste de todos os

pontos P do plano, equidistantes do ponto F' e da reta L, isto é,

P={P|dP,F)=d(P,L)}.

Terminologia

e Como dissemos na definicao, o ponto I’ é o foco e a reta £ é a diretriz

da parabola.

e A reta / que contém o foco e é perpendicular & diretriz £ é chamada reta

focal da parabola.

e O vértice da parabola é o ponto V' da reta focal, equidistante de F' e de
L. Em particular, V € P.

e Se A é o ponto onde L intersecta £, entao V' é o ponto médio do segmento

AF', ou seja,

_A4F

V=3

279



280 1.. PARABOLA

e O nimero 2p = d(F, L) é o parametro da parabola. Note que d(V, F') =
d(\V,L) =p.

L

Figura 1: Posicao do vértice em relacdo ao foco e a diretriz da parabola.

Observacao 1
Toda parabola é simétrica em relagao a sua reta focal.

De fato, seja P uma parabola de
foco F, veértice V, diretriz L e B9 re P
reta focal (. "

Seja P € P e seja P’ o ponto T
simétrico de P em relacdo a reta . _ _

: Ay - i - I
focal /. v ilo
O segmento PP’ 1 [ intersecta 1 \

a reta focal £ num ponto () que é ,
o ponto médio do segmento PP’. B",ﬁ;‘"},
Os triangulos APQF e AP'QF
sao congruentes, pois o lado QF
é comum, d(P,Q) = d(P’,Q) e os angulos ]jQ\F e }jQ\F sa0 retos. Em
particular, d(P, F) = d(P', F).

Figura 2: Simetria da parabola em relacao a reta focal £.

Além disso, d(P, L) = d(Q, L) = d(P’, L), pois BPQA e AQP’'B’ sao retan-
gulos.

Como P € P, temos d(P, F) = d(P, L). Portanto, d(P', F) = d(P', L), isto
é, Pl eP.
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2. Formas canonicas da parabola

Vamos estabelecer as formas canonicas da parabola em relacao a um
sistema de coordenadas OXY no plano. Para isso, vamos considerar primeiro
0s casos em que o vértice da parabola é a origem e a reta focal é um dos eixos
coordenados. E, por dltimo, vamos considerar os casos em que o vértice é

um ponto qualquer e a reta focal é paralela a um dos eixos coordenados.

2.1 Parabola com vértice na origem e reta focal coinci-

dente com o eixo—0OX

Yi
Caso I. O foco F esta a direita da di- L /
retriz L. / P

Como o vértice da pardbola P é a ori-

gem V = (0,0), temos que o foco é o ponto

F = (p,0) e a diretriz ¢ a reta L : x = —p,
onde 2p = d(F, L).

Logo,

P=(x,y) eP
d(P,F) = d(P,L)
\Y (ZE - p>2 + y2 - |l’ + p’ Figura 3: Parabola P : y2 = 4pz.
(z—p)+y*=(z+p)?

22— 2px + p? + 9y = 2% + 2px + p?

—2px +y? = 2px

1111170

y2 = 4px

Caso II. O foco F esta a esquerda da diretriz L.

Neste caso, temos
F=(-p,0)e L:x=p,

onde 2p = d(F, L).
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YA
Entdo, \ L

P
P=(x,y)eP
d(P,F) =d(P, L)
(z+p)*+y* = |z —pl 0 (po,  lwol
(+p)?+ 9> = (x—p)? L L

22 + 2px + p* +y? = 2% — 2px + p?

2px + y? = —2px

[ A

y* = —dpx

Figura 4: Parabola P : y? = —4pz.

2.2 Parabola com vértice na origem e reta focal coinci-

dente com o eixo—0OY

Caso I. O foco F esta acima da diretriz L.
Neste caso, FF = (0,p) e L : y = —p, onde 2p = d(F,L). Logo,

P = (x,y) € P se, e somente se,

Va2t y—p)=ly+pl | 2°=4py

Yi

Figura 5: Parabola P : 22 = 4py.
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Caso II. O foco F estd abaixo da diretriz L.
Neste caso, ' = (0,—p) e L : y = p, onde 2p = d(F,L). Logo,

P = (z,y) € P se, e somente se,
2+ (y+p)=ly—pl | 2> =—4py

Yi

Figura 6: Parabola P : z2 = —4py.

Exemplo 1

Determine a equacao da parabola P com vértice V' na origem, cujo foco é o

ponto:

(a) F'=(3,0).

Solucao.

Temos p = d(V, F) = 3 e reta focal = eixo—OX. Como o foco F esta a
direita do vértice, temos que a diretriz é a reta L : x = —3 e a equacao da

pardbola é P :y*> = 12z.

(b) F = (0,-2).

Solucao.

Temos p = d(V,F) = 2 e reta focal = eixo—OY. Como o foco F esta
abaixo do vértice, temos que a diretriz é a reta L : y = 2 e a equacao da

pardbola é P : z* = —8y.
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Exemplo 2 £iy=1 !

Uma parabola P com vértice V na ori-

Ly
gem, cuja reta focal é o eixo—QY , passa / .

pelo ponto (4, —2). Determine sua equa-

¢ao, o foco F' e a equacao da diretriz L.
Figura 7: Parabola P : 2 = —8y.

Solucao.

A paréabola tem equagao P : 2% = +4py, com p = d(V, F) > 0.

Como (2v/2,—2) € P, temos que P : 22 = —4py e 8 = 8p. Logo, p = 1,
F =(0,-1), £L:y=1¢aequagao da pardbola ¢ P : z* = —4y.

Exemplo 3

Um circulo C com centro no ponto C' = (4, —1) passa pelo foco F da pardbola

P : 22 = —16y. Mostre que a diretriz £ da pardbola é tangente ao circulo C.
Solucao. L iﬂ/

A reta focal da parabola P é o eixo—QY, \

o vértice é a origem, o foco esté abaixo da . e
diretriz e 4p = 16. Entao, F' = (0,—4) e

L:y=4.

A equacao do circulo é: C

C:i(x—4)++1)7=r>~ Figura 8: Pardbola P e circulo C.
Como F' = (0, —4) € C, temos 16+9 = 12,
ou seja, r = 5. Entao,
(r,y) eCNL= (xr—4)*+(4+1)* =5
— (-4 =0<= =4 (1,y) = (4,4).
Logo, £ tangencia C no ponto (4,4).
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2.3 Parabola com vértice V = (x¢,1,) e reta focal para-

lela ao eixo—0OX

Para obtermos a forma canoénica da pardbola de vértice no ponto

V = (x0,50) e reta focal paralela ao eixo—OX, consideremos um sistema

~I

de coordenadas O XY, com origem O = V = (x0,%) e eixos OX e O

paralelos e de igual sentido aos eixos OX e OY, respectivamente.

Caso I. O foco F esta a direita da diretriz L.

Sabemos que a equacdo da parabola no sistema de coordenadas O X Y
é 7° = 4pT. Além disso, neste sistema de coordenadas, o foco é F' = (p,0); o
vértice ¢ V = (0,0); a diretriz ¢ £: T = —p e a reta focal ¢ £:7 = 0.

Como x =7+ 29 e y = Y + Yo, temos que a equagao da parabola no
sistema OXY é:

(y — 90)2 = 4dp(x — x).

Yk VA /
P
V. L -
Yo (F X
zo—p| [O [To\ wotp )?
L

Figura 9: Parabola (y — y0)? = 4p(z — x0).

Além disso, no sistema de eixos OXY, a pardbola tem foco
F = (z¢ + p,y0); vértice V. = (zo,yo); diretriz L : x — xy = —p, ou seja,
L:x=ux9—peretafocal £ :y—yy =0, ou seja, £ :y =1yp.
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Caso II. O foco F estia a esquerda da diretriz L.

Neste caso, a equacio da parabola no sistema O XY é 7% = —4pT, e
seus elementos sdo: foco F' = (—p,0); vértice V = (0,0); diretriz £L: T =p e
reta focal £ : 7 = 0.

Passando para as coordenadas x, y do sistema OXY, a equacao da

parabola fica na forma

(y — yo)2 = —4p(x — p),

e seus elementos sdo: foco F' = (xg — p,yo); vértice V. = (xg,yo); diretriz
L:x—x9=p,ouseja, L:x=mx9+p, e reta focal {:y—yy =0, ou seja,

0y =yo.

YA YA
P
( o)\ -
Fl [Yo ¥
@ / >
To=p Yo ot+pl
L

Figura 10: Parabola (y — yo)?=—4p(x — x0).

2.4 Parabola com vértice V = (z,yy) e reta focal para-

lela ao eixo—0OY

Como nos casos anteriores, considerando um sistema de eixos ortogonais
OXY, com origem O = V = (x9,1) e eixos OX e OY paralelos e de
igual sentido aos eixos OX e OY, respectivamente, obtemos as equagoes e
os elementos das parabolas, com vértice V' = (z9,yo) e reta focal paralela ao
eixo—OY'.

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff Geometria Analitica e Calculo Vetorial



CAPITULO 16. PARABOLA 287

Caso I. O foco F estid acima da diretriz L.

Neste caso, o foco é F' = (x,yo + p); a diretriz é L : y = yo — p; a reta

focal é . x = ¢ e a equacao da parabola é:

(z — 10)* = 4p(y — yo)

YA YA

O Zo X

Figura 11: Parabola P : (z — x0)2 = 4p(y — yo)-
Caso II. O foco F estid abaixo da diretriz L.

Neste caso, o foco é F' = (xg,y9 — p); a diretriz é L : y = yo + p; a reta

focal é { : x = ¢ e a equacao da parabola é:

(x —20)* = —4p(y — vo)

YA YA

Yo+p

Yo

Figura 12: Parabola P : (z — 20)% = —4p(y — yo)-
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Exemplo 4
Determine a equacgdo da pardbola P de vértice V = (3,4) e foco F = (3,2).

Determine também a equacao de sua diretriz.

YA ) x =
Solucao. fra=3
ComoV =(3,4)e F=(3,2),l:x=3¢ L:y=6
a reta focal e F' esté abaixo de V, ou seja, 0 e

4
abaixo da diretriz £. Logo, a equagao da -
. , 2 o
parabola é da forma: /
P:(x—3)?=—4p(y —4). 3
Temos que p = d(V, F) = d((3,4),(3,2))

= 2. Entao, L : y =6 é a diretriz e

P:(x—3)2=-8(y—4)
¢ a equacao da pardbola.

=Y

Figura 13: Parabola P : (z — 3)2 = —8(y — 4).

Exemplo 5

Determine a equacao da parabola P cuja reta focal é paralela ao eixo—OX

e passa pelos pontos <g, —1>, (0,5) e (—6,—7).

Solugao.

Como a reta focal da parabola P é paralela ao eixo—OX, sua equacao deve
ser da forma P : (y — y)? = +4p(x — xp), que se escreve também na forma:
P:y*+Dr+ Ey+F =0.

Substituindo as coordenadas dos pontos dados nessa equacgao, temos:

gD—EJrF = -1
SE+F — —25
6D —TE+F = —49.

Resolvendo o sistema, obtemos D =8, = —2¢ F = —15.
Portanto, a equacao da parabola é
y?+8x —2y—15=0,

isto &,
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P —2y+1=15—-8xr+1,
ou, ainda,

P:(y—1)*=—8(x—2).
Assim, a pardbola P tem vértice V = (2,1) e reta focal ¢ : y = 1, paralela
ao eixo—OX. Como 4p = 8§, isto é, p = 2, e o foco F estd & esquerda da
diretriz, temos que F' = (0,1) e a diretriz £ : . = 4.

3. Equacgao geral do segundo grau com B =0 e

AC =0

Consideremos a equagao canonica da parabola de vértice V' = (xq, yo)

e reta focal paralela ao eixo—OX:
(y —y0)? = £4p(z — x9) .
Desenvolvendo e agrupando os termos dessa equacao, obtemos:
y* F 4pr — 2yoy + Y5 £ 4pro = 0.
Esta equacao é da forma
Az? 4+ Bay+ Cy?> + Dx + Ey+ F = 0,

onde A=0,B=0,C=1,D=Fdp, E= -2y e F =y} & 4dpxy.

Analogamente, desenvolvendo a equacao da pardbola de vértice

V' = (o, y0) e reta focal paralela ao eixo—OY
( — x0)* = FAp(y — o),
obtemos a equagao
x? — 2rox F Apy + a3 + 4pyo = 0,
que é da forma
Az* + Bay+ Cy?* + Dx + Ey+ F = 0,
onde A=1,B=0,C=0,D =2z, E=Fdpe F = 22 + 4pyo.

No primeiro caso, A =0, B=0e C # 0 e, no segundo caso, A # 0,
B =0e C =0. Portanto, em qualquer caso, B=0e¢ AC = 0.

Reciprocamente, temos a seguinte proposicao:
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Proposicao 1
Seja a equacao do segundo grau com B = 0:
Ar? + Cy* + D+ Ey+ F = 0.
Se A =0 e C #0, esta equacao representa:
e uma parabola cuja reta focal é paralela ao eixo—OX, se D # 0;
ol
e duas retas distintas paralelas ao eixo—OX, se D =0 e E? — 4CF > 0;
ol
e uma reta paralela ao eixo—OX, se D =0 e E?> —4CF = 0;
ol
e 0 conjunto vazio, se D =0 e E? — 4CF < 0.

O mesmo vale para o caso em que C' = 0 e A # 0, trocando “paralelo ao

eixo—OX” por “paralelo ao eixo—QY"”.

Prova.
Suponhamos A = 0, C' # 0 e D # 0. Entao, a equacao do segundo grau
se escreve na forma:

2:6 + £ =

c C’O'

24 Dyt

Y C?/
Completando o quadrado, obtemos:
E D F E?

2
(vr36) *o" 61w =0

Como D # 0, podemos escrever a equacao na forma

<+Ey__D1%0F_E2
YToc) T ¢ D\c acz) )’

que é a equacao de uma parabola com reta focal paralela ao eixo—OX e

V= _4C*F-CE* E
o 4C2D 7 20 )

vértice

Se D = 0, a equacao Cy*> + Ey + F = 0 representa:

e duas retas paralelas ao eixo—0OX,
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 —E+E2—4CF  _E-E2—4CF
v= 2C ¢ v= 2C ’
se £? —4CF > 0;

e uma reta paralela ao eixo—OX, y = —%, se B2 —4CF = 0;

e 0 conjunto vazio, se > —4CF < 0. g

Os casos em que a equacao do segundo grau Az?+Cy*+Dx+Ey+F = 0,
com AC = 0, representa duas retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio

sao chamados casos degenerados da parabola.

Exemplo 6

Verifique se as equacoes abaixo representam uma pardbola ou uma parabola
degenerada. Caso seja uma parabola, determine seus principais elementos.
(a) > — 8y = 0.

Solugao.

Como 22 = 8y, a equacao representa uma parabola com:

e vértice: V = (0,0);

e reta focal = eixo—QOY :x = 0;

e parametro: 2p =4 (= p = 2);

e foco: F = (0,2), acima da diretriz;

o diretriz: L:y=—2. O

(b) 2y? + 5z + 8y — 7= 0.

Solucao.

Completando o quadrado, obtemos

2(y% + 4y) = —bx + 7
202 +4y +4) = —5r+7+8
20y +2)*=—bxr+15
2(y +2)* = —5(z — 3)

(y+2) = —2(z-3),

1177

que representa uma parabola com:
e vértice: V = (3, —-2);
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e reta focal: ( :y = —2, paralela ao eixo—OX;

e parametro: 2p = Z (=p= g);

e foco: F' = (3 — g, —2> = <§, —2), a esquerda da diretriz;
e diretriz: £:$:3—1—§:@. n
8 8
(¢) 3y> + Ty — 6= 0.
Solucao.
Como A = B = D = 0 e seu discriminante é 49 + 4 x 3 x 6 = 121 > 0,
a equacao (c) representa o par de retas y = JTill, ou seja, y = —3 e
Yy = ;, paralelas ao eixo—OX.
(d) 922 + 422 +49 =0
Solucao.
Como B = C = E = 0 e seu discriminante é 42> —4x9x49 = 1764—1764 = 0,
a equagao (d) representa a reta x = —% = —29—1 = —g, paralela ao eixo—QY .
O
() 3y =2y +1=0
Solucao.
Como A = B = D = 0 e seu discriminante é 4 — 12 = —8 < 0, a equa-

¢ao (e) representa o conjunto vazio.

O exemplo 7 mostra como determinar a equacao de uma parabola
usando sua definicao e conhecendo alguns de seus elementos.
Exemplo 7
Sejam V' = (—2, —1) o vértice de uma parabola P e L : z+2y = 1 a equagao

de sua diretriz. Encontre a equacao da parabola e seu foco.

Solucao.

A reta focal £ é a reta perpendicular a diretriz que passa pelo vértice.
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Como (1,2) L L, temos (2,—1) L ¢ e, portanto, £ : 2z —y = -4+ 1 = —3.
Seja A = (x,y) o ponto de interse¢ao das retas £ e L. Entdo, as coordenadas

x e y satisfazem ao sistema:

20 —y = -3 20 —y = -3
<~
r4+2y=1 —2x — 4y = —2.
Logo, =5y = —b5,istoé,y=1lex=1—-2y = —1.
Como V' é o ponto médio do segmento AF', temos que F' = 2V — A, ou seja,
F=2(-2,—-1)—(-1,1) = (—3,-3).
Entdo, P = (z,y) € P se, e somente se, d(P, F') = d(P, L), isto &, se, e s0 se,

(Varsrr ) = (Y

5 (z+2y—1)>
a 5

— (z+3)?+(y+3)

22 Aoy +4y? — 20 — 4y + 1
5

— 22465 +9+y*+6y+9=

< 522+ 30z +5y? + 30y + 90 = 2? + 4oy + 4y* — 20 — 4y + 1

= |P:dx? —day+ 1y + 320+ 34y +89 =0,

que ¢é a equagao da parabola.

YA

Figura 14: Parabola P : 422 — 4ay + y? + 32z + 34y + 89 = 0.
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Capitulo 17

Rotacao das conicas

1. Rotacao dos eixos coordenados

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano e seja O XY o

sistema de eixos obtido girando os eixos OX e OY de um angulo 4, 0 < 0 < g,

no sentido positivo.

Figura 1: Sistema OXY obtido girando de 6 o sistema OXY.
Sejam (z,y) e (Z,7) as coordenadas de um ponto P nos sistemas OXY

— _ i R .
e O XY, respectivamente, ¢ o angulo que o vetor OP faz com o semieixo

positivo O X e r = d(P,O). Entéo,

295
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T =1 cosp . x =rcos(p+0)
r y=rsen(p+6).

Logo,

y=senfT 4+ cosfy

x =1 cosf cosp —r senf sen ) x =cosfT —senfy
ou seja,
y=r7sent cosp+r cosf senyp,

A mudanga de coordenadas pela rotacao de um angulo ¢ dos

eixos OX e OY pode ser escrita também na forma matricial
r\ [cosf —send T
Y senf)  cos6 Y

‘ (x,y) = (cos®,sen )T 4 (—send, cos 0)y

ou na forma vetorial

A mudanca de coordenadas inversa (obtida pela rotagdo de —6 dos

eixos O X e OY) se expressa, em termos de matrizes, da seguinte maneira:

T\ cosf senf x
] ~ \—senf cosb Y

pois cos(—#) = cosf e sen(—0#) = —sen 6. Entao,

T =cosfx+senfy
Y= —senfx+ cosfy

ou seja,

(Z,7) = (cos @, —senf) x + (senf, cosb)y

Exemplo 1
Por uma rotacao de 45° dos eixos coordenados OX e OY, uma certa equacao

¢ transformada na equacao 47% — 97> = 36. Encontre a equacdo, o centro,
0s vértices, os vértices imaginarios, os focos e as assintotas da hipérbole nas

coordenadas x e y.
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Solucao.

Como
(z+y)

(—z+y),

T =cosfx+senfy =

y=—senfx+cosfy =

o[&rlS

a equacao acima, nas coordenadas x, y, se escreve na forma:
2 2
4 x Z(x—HJ)2—9 X Z(—x—l—y)2 =36,
ou seja,

4(2? + 2zy + y*) — 9(x? — 22y + y*) = 72,
isto é,

—52% + 26ay — 5y? — 72 =0

_ . ) 72 P
Como, nas coordenadas T e 7, a equacao pode ser escrita na forma, oL 1,

ela representa uma hipérbole com a = 3; b = 2; ¢ = /13; centro C = (0,0);
reta focal £ : 7 = 0; vértices A, = (—3,0) e Ay = (3,0); focos F; = (—/13,0)
e Fy = (1/13,0); reta ndo focal ¢/ : T = 0; vértices imaginarios B, = (0, —2)
e By = (0,2), e assintotas § = j:gf, ou seja, 27 + 3y = 0.

Usando a mudanga de coordenadas
(T-7)

y=—7=+7),

S-Sl

vemos que, nas coordenadas x e y, o centro é C' = (0,0), os vértices sao

b (BRE) - (222

2 2 7 2

B, = (\2,—\2), By = ( \Zf \[) e os focos sao F} = (—%,—%)

e Fy = (\/1—3 \/1_3>

), 0s vértices imaginarios sao

iR
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Usando agora a mudanca de coordenadas inversa

Tzf(%ty)
7= +).

obtemos que, nas coordenadas x e y, a reta focal é / : —x 4y = 0, a reta nao

focal é ' : x +y = 0 e as assintotas sdo:

2\f(x—l—y):l:S\f(—x—l—y):0<:>2(x—|—y):|:3(—a:+y):0,

ouseja, T IYy=-T € T9:Yy=0T.

Yk

reta focal reta nao focal

Figura 2: Hipérbole —5x2 4 26zy — 5y — 72 = 0.

2. Reducao de uma equacgao do segundo grau a

sua forma canoOnica

Consideremos a equacao do segundo grau:

Az? + Bay+Cy* + Dx+ Ey+ F=0. (1)
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Apo6s uma rotacao positiva de um angulo 0, 0 < 6 < g, dos eixos
OX e OY, obtemos um novo sistema de eixos ortogonais OX e OY. As
coordenadas (x,y) e (Z,y) de um ponto P do plano nos sistemas de eixos
OXY e O XY, respectivamente, estdo relacionadas da seguinte maneira:
= cosfT —senfy

x
y = senfT+ cosfy.

Substituindo x por cos T —senf7y e y por sen T + cos 6y na equacao
(1), obtemos a equagao nas coordenadas T e 7:

AeT? + BoTy + Coj? + DyT + Egyy + Fy =0 (2)

onde

Ay = Acos’f+ Bsenfcosb + Csen’f

2(C' — A)sen 6 cosf + B(cos? § — sen? 0)
Cy = Asen?6 — Bsenfcosf + Ccos?®d

Dy = Dcost + Esent

Ey = —Dsenf -+ Ecosf

F, = F.

&
[

Por uma verificacao direta, temos que:

Ag  By/2\ [ cosf senf A  BJ2 cos) —send )
By/2  Cy ~ \—senf cosf B/2 C senf)  cosf

Dg\ [ cos senf D
Ey ~ \—send cosh E

Determinemos o angulo 6 = 6y, 0 < 6y < g, para o qual o coeficiente

By, da equagao nas varidveis = e y é igual a zero.

Sendo
By, = (C — A)sen 26y + B cos 260y = 0,

temos que
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1. g =45° se A=C.

2. tg 20y = %, se A#C.

Pela relacao 1+ tg? 26, = sec? 20, e por tg 20, e cos 20, terem o mesmo
sinal, pois 0 < 26, < 180°, segue que

1 B

cos20p = ———,  se >0,
O /1 + 220, A-C
e
-1 B
cos 26y = <0

—_— . se
Vit ig220 A-c

Além disso, como cos 20y = cos?§ —sen? 6 e cos® 0 +sen? = 1, temos

que

e cos 20y = cos? By — (1 — cos® By) = 2 cos? Oy — 1

e cos20y = (1 —sen?fy) — sen?fy = 1 — 2sen? 0y,

1 + cos 26 1 — cos 20y
cos by = — e sen 6y = —

Fazendo § = 6y, A= Ag,, C =Cp,, D =Dy, E=FEp e F =Fy, = F,

a equacao do segundo grau (2) fica na forma

ou seja,

AT+ Cy*+ Dz + Ej+ F =0,
A0 [ costy senb A BJ2 cosfy —send
0 C/ \—senfy cosby B/2 C senfy  cosb

D [ costy senby D
E|) —senty cosby E
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Definicao 1
O indicador da equacgao do segundo grau
Ar? + Bxy+Cy*+ Dx+ Ey+ F =0

¢ o nlimero

I = B? —4AC = —4 det A B2
B/2 C

Como o determinante de um produto de matrizes é igual ao produto

dos determinantes das matrizes fatores, temos, por (3), que

Ay By/2 A B/2
19:33—4A909=—4det<3j2 é/>:—4det<B/2 é):f,
0 0

0 0 0 —send
pois det o8 ST et [ ©° S para todo 6 € R.
—senf cosf senf)  cosf

Em particular, fazendo # = 6, temos que I = B? — 4AC = —4AC.

Dizemos, entdo, que a equacao do segundo grau (1) é do tipo:
e eliptico, se I = B2 —4AC = —4AC < 0;
e paraboélico, se [ = B2 —4AC = —4AC =0;

e hiperbélico, se I = B2 —4AC = —4AC > 0.

3. Exemplos

Exemplo 2

(a) Reduza, por uma rotacao dos eixos coordenados, a equacao

242yt —r+y+1=0 (4)
a sua forma canoénica.

(b) Determine o foco, o vértice e a diretriz da cénica nas coordenadas z, y.

(c) Faca um esbo¢o da curva.
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Solucao.

(a) Os coeficientes da equagdo sdo A =1, B=2,C=1,D = -1, F =1,
F =1, e seu indicador ¢ [ = B? —4AC =22 —4x1x1 = 0. Entdo, a
equacao é do tipo parabélico.

Sendo A = C' = 1, o angulo de rotacao necessario para eliminar o termo
misto (xy) é 0 = 45°, e as relacoes de mudanga de coordenadas, por esta

rotacao, sao:

T = cos(45°) T — sen(45°)y = \f(f —7)
(5)
y = sen(45°) T + cos(45°) y = \f@ +7)

08(45°) z + sen(45°) y = \f(:c +y)

y = —sen(45°) x + cos(45°) y = \f(—x +v)

T

Nas coordenadas T, 7, a equacao (4) se escreve na forma:
A2+ CP?+ DT+ Ej+F =0,
onde F = F =1,

A0\ [(V2/2 V22\ [ 1 2/2\(V2/2 —Vv2/2
<0 6) - (—\/5/2 \/5/2) <2/2 1><\/§/2 \/§/2>
NG 1 1)/t 1\ ({1 -1
2 (11)(1 1)(1 1>

), ouseja, A=2,C=0,

s w\%
[\V]

=}
\_/v

N =

I
/\ [\D\

0 0
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(&) = (7 ) (0)
2500
0, D=0, = 2. O ( )

Portanto, nas coordenadas T e 7, a equacao da conica se escreve na forma:

272 + 27+ 1 =0,

I

isto é,

> YT 5

ey ()

que é a forma candnica de uma paréabola.

(b) A parabola, nas coordenadas T, §, possui os seguintes elementos:

e vértice: V = < >

e reta focal: ¢: 7 = 0;

e parametro: 2p = \f —p= \f;

e foco: F' = <0,—\f \f) = (0, 5\8[)
o diretriz: y = —? + \f = _3\8@'

Determinacao dos elementos da parabola nas coordenadas x e y.

Por (5), V = (1

1 . 5 5
2,—5) é o vértice, F = (f —7) ¢ o foco e, por (6),

8 8
3 . .
{:x+y=0¢aretafocal e L : oz —y = 1 é a diretriz da parédbola

nas coordenadas = e y.

(c) Na figura 3 mostramos o esbo¢o da parébola.
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Figura 3: Parabola 22 + 22y +y2 —xz+y+1=0.

U

Exemplo 3
(a) Reduza, por uma rota¢ao dos eixos coordenados, a equacao
522 + dxy + 2y? + 202 + 20y +44 =0
a sua forma canénica.

(b) Determine os focos, os vértices, o centro, a reta focal e a reta nao focal

da conica nas coordenadas x, y.

(c) Faga um esbog¢o da curva.

Solucao.

(a) Os coeficientes da equacao sao A =5, B=4, C =2, D = 20, E = 20,
F = 44, e seu indicador ¢ [ = B? —4AC = 16 — 40 = —24 < 0. Portanto, a
equacao é do tipo eliptico.

B 4
Como A # C, temos que tg 20 = 1-C=-3 > 0. Logo,

1 1 3
2 = — ——
cos 20 \/1+tg229 \/1+16/9 5 U

da qual obtemos:
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1+00829 1+3/5 4 2 25

cosf = =4/-=—==—,
5 5 5
1—60820 1—3 1 1 NG

senf = =4/ = —=—.
5 5 5

As relacoes de mudanca de coordenadas sao:

V5

= ?(25—@
, (7)
y = \f(ﬂ?@)
T = \25(2x+y)
: (8)
Y= \f(—%?y)

e a equacgao nas coordenadas T, ¥ fica na forma:
AP+ CP+DT+EG+F =0,
onde F' = F = 44;

(o) =20 )

D\ 5 1\ (20\ [12V5
E) 5 \-12/\20) \av5)
Logo, A = 6,C = 1,D = 12/5,E = 45, F = 4, e a equacdo dada, nas

coordenadas ¥ e 7, transforma-se na equacao:

672+ 7°+ 12v5T + 457+ 44 = 0.

Completando os quadrados, temos:
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6(z% + 2v/57) + (7* + 4V57) = —44

6(z% 4 2v/5T + 5) + (7% + 457 + 20) = —44 + 30 + 20
6(Z +v5)*+ (7 +2V5)? =6
£ @+ By + TE2OF

6
que é a forma canonica de uma elipse.

L,

(b) A equacdo representa uma elipse £ com a = V6, b =1 e ¢ = /5 que,
nas coordenadas T e ¥ tem:
e centro: C' = (—/5, —2v/5);
e reta focal: ¢ : T = —/5, paralela ao eixo—OY;
e reta nao focal: ¢/ : = —2+/5, paralela ao eixo—O X;
e vértices sobre o eixo focal: A; = (—v/5, =2v/5—v/6) e Ay = (—v/5, —2v/5+6);
e vértices sobre o eixo ndo focal: By = (—v5—1, -2v5) e By = (—v/5+1, —2/5);
e focos: Fi = (—v/B, —2v/5—/E) = (—v/5, —3v/B) e Fy = (—v/B, —~2v/5+/5) =
(=5, —=V5);

V5

e excentricidade: e = —.

V6

Determinacao dos elementos da elipse nas coordenadas = e y.
Temos, por (8), que
e (:2x+y=—5 ¢ a reta focal,
o /' :x— 2y =10 ¢é a reta nao focal;
e, por (7),
e C'=(0,-5) & o centro;
o [y =(1,—-7) e Fy = (—1,—3) sdo os focos;
(Y (0 2

5

50T 5 5 0T 5

5 ) sao os vértices

sobre a reta focal;

e B = _%, -5 — @ e By = %,—5—# @ sao os vértices sobre
) ) ) )

a reta nao focal da elipse nas coordenadas x e y.

(c) Na figura 4, mostramos o esboc¢o da elipse.
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>

=Y

oS ——— [T

)
\

Figura 4: Elipse 22 4+ 2zy + 9?2 —z +y +1 = 0.

O

Exemplo 4

(a) Reduza, por uma rotagao dos eixos coordenados, a equagao abaixo a sua
forma canénica:

1122 + 1032y + y? — (22 + 10v3)x — (2 + 10v/3)y — (4 — 10v/3) = 0.

(b) Determine os focos, os vértices, o centro, a reta focal e as assintotas, se

existirem, da conica nas coordenadas x, .

(c) Faca um esbog¢o da curva.

Solucao.
(a) Os coeficientes da equagao sao:
A=11,B=10V3,C =1,
D=—(22+10V3), E = —(2+10V3), F = —(4 — 10v/3),
e seu indicador é [ = B? — 4AC = 300 — 44 = 256 > 0. Entdo, a equacao é
do tipo hiperbdlico.

COHIOA#C,tg2902%2ﬁ>06C08290: ?13:%>0. Logo,
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1+1/2
cos by = 1/ +1/ =
2
[1-1/2
6 = =
sen vg 5 5
isto é, 6y = 30°.

Assim, as relagoes de mudanca de coordenadas sao:

[\
s

1 .
x:%( 3T —7) | (9)
y—i(f—i—ﬁy)
1
T f(\/§ +v) | (10)
yzi(—x+\/§y)

e a equacao, nas coordenadas T e 7, é dada por:

AP+ Cy*+ Dz + Ej+ F =0,

onde I = F = —(4 — 10V/3);
A0 1(V3 1 11 5v3\ (V3 -1
(0 e) =307 ) s VT )
1(16v/3 16 V3 -1
) ( 1 —4%)(1 ﬁ)
16 0
- (7 )

D\ 1(v3 1\ [-(22+10v3)\ [-16V3—16
E) 2\-1 v3) \ —-(2+10v3) —4+4v3 )
Nas coordenadas 7, ¥, a equacao dada transforma-se na equagao:

1672 — 47° — 16(V/3 + 1)T — 4(1 — V3)7 — (4 — 10V/3) = 0.
Completando os quadrados nesta equacao, obtemos:
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16(7 — (V3+ 1)T) — 47 + (1 - V3)g) =4 - 10V3

16 (f2—<¢§+1)f+ Wi“)z) —4<52+(1—¢§>y+ “jf?’)z) -

4-10v3+4(V3+1)2 — (1 —V/3)?
16 (T— ﬁ2+1>2—4(y+1_‘/§>2=16

2
_ 1—ﬁ>2
1

y+ 5

4 )

oy

que é a forma canodnica de uma hipérbole.

(b) A equagdo representa uma hipérbole com a? = 1, b* = 4, ¢ = a>+1? = 5,

que tem, nas coordenadas T e ¥:

V3+1 V/3-1
e centro: C' = , :
2 2
e reta focal: /:7y = V3 - 1, paralela ao eixo—O X
1 _
e reta nao focal: ¢/ : 7 = \/§2+ , paralela ao eixo—QY;
e focos: I} = <\/§+1 — /5, \/3_1) e Fy = (\/§+1 + /5, \/§_1>;
2 2 2 2
- V3-1 V3-1 V3+3 V3-1
e vértices: Ay = , e Ay = , ;
2 2 2 2
e V3+1 V3-5 V3+1 V3+3
e vértices imaginarios: B = , e By = ) ;
2 2 2 2
.. c )
e excentricidade: e = — = — = +/5;
a 1
e assintotas: 2 <E - \/3; 1> + (y — \/32_ 1) = 0.

Determinacao dos elementos da hipérbole nas coordenadas = e y.
Temos, por (10), que:

OE:x—\/gyzl—\/géaretafocal;

o (" \/3x 4y =1+/3+1¢éareta nio focal;
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sao as assintotas;

L @B-DE-D+(3+2)y-1)=0
ry 23+ D)z 1)+ (2-v3)(y—1)=0

e, por (9),

(1,1) é o centro;
o [ = (1—\ﬁ 1—\[)eF2:(+r1—|—\[)séoosfocos;
o A = (1 — \g, ;) e Ay = (1 + \f, 2) sao 0s vértices;

e By = (2,1—/3) e B, = (0,1++/3) sdo os vértices imaginarios da hipérbole
nas coordenadas x e y.

(c) Na figura 5 mostramos o esbogo da hipérbole.

YA

Figura 5: Hipérbole 1122 4 10v/3zy + 2 — (22 + 10v/3)z — (2 + 10v3)y — (4 — 10v/3) = 0.
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Capitulo 18

Exemplos

1. Exemplos diversos

Exemplo 1
Determine os focos, os vértices, o centro, a reta focal e a reta nao focal e faca

um esboco da curva abaixo:
922 — 18z + 25y% — 50y = 191.

Solucao.

Completando os quadrados na equagao, temos:
9(x* — 2z) + 25(y* — 2y) = 191
— 9(2?—-22+1)+25(y* —2y+1) =191 +9+25

< 9(z—1)>+25(y —1)* =225

(=1 (y—1)7
— £ 5% + 5 =1.

Assim, a conica é a elipse de centro C' = (1, 1); reta focal ¢ : y = 1, paralela

a0 eixo—OX; reta nao focal ¢/ : x = 1, paralela ao eixo—OY’; a? = 25, b*> = 9,
? = a?—b* = 25—9 = 16; vértices sobre a reta focal A; = (1—a,1) = (—4,1)
e Ay = (1+a,1) = (6,1); focos [} = (1—¢,1) = (=3,1) e [, = (14¢,1) = (5,1);
vértices sobre a reta nao focal By = (1,1-b) = (1, —2) e By = (1,1+b) = (1,4)
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e excentricidade e = — =

4‘:].] j'.]

Laf-- -

Figura 1: Elipse £ : 922 — 18z + 25y2 — 50y = 191.

Exemplo 2
Counsidere a elipse de centro C' = (1,1), foco (3,2) e excentricidade 5

Determine os vértices e o outro foco da elipse. Faca também um esbo¢o da

curva.
Solucao.
Seja Fy = (3,2) o foco dado. Temos que ¢ = d(C, Fy) = /(3 —1)2+ (2 — 1)2

=Vi+1=1/5. Comoe:C:\/g:\ég,seguequea:3eb2:a2—c2:
a a
9—-5=4.

i+ F

Seja F; o outro foco. Entao, C' = , isto é,
Fy =20 — F,=2(1,1) — (3,2) = (~1,0).
. v .
Seja ( areta focal. Como C'Fy = (2,1) || ¢,istoé, (1,-2) L l,eC = (1,1) €,
a equacao de ¢ é dada por:
(:x—2y=—1.
Sejam A; = (2y; — 1,y1) e As = (2y2 — 1, 99) 0s vértices sobre a reta focal.
Como d(A;,C) =d(Ay, C) =a =3, y; e ys s80 as raizes da equagao:
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d((2y —1,9),C)? =3 <= (2y—1-1P2+(y—-1)°=9

— Ay-1 2+ y-107=9 = 5(y—1)2=9

9 3

= —1)2 == — =42
(y ) 35 y3 V5 3
<= =1+— <= =1-—, =1+—.
Yy NG n NG € Y2 75

Logo,

6 3
Al=1—-—,1——
1 < \/57 \/5>7
6 3
A= 14+ —, 1+ —
? (+\/5’ MV

sao os vértices sobre a reta focal.

Seja (' a reta nao focal. Entao, (1,-2) || ¢ || (1’\/_52) e C=(1,1) € ¢'. Logo,
t
r=1+
0 \2/5 ; teER
y=1- 75

é uma equacao paramétrica da reta nao focal.

Seja B um dos vértices sobre a reta nao focal. Entao,

1 2 1 2
B=(11)+t|—,—— BC| =t || =, ——= )| =t|=b=2,
av+(F-) o me=m|(Jp-gp)| -

ou seja, t = £2. Portanto,
1 2 2 4
Bi=1L1)-2—=,—%|=(1—-—,14—
1= (11 (\/5 \/5) ( Nk +¢5)

1 2 2 4
Br=(L1)+2 (ﬁ‘ﬁ) - <1+\/5’1_\/5)

sao 0s vértices sobre a reta ndo focal.

Como (2,1) LV eC=(1,1) €, {':2x +y =3 ¢é a equagao cartesiana da

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF



314 1.. EXEMPLOS DIVERSOS

reta nao focal.

Na figura 2 mostramos o esbogo da elipse £.

Figura 2: Elipse £ : 522 — 4xy + 8y? — 6z — 12y — 27 = 0.

Exemplo 3
Determine o vértice e a equacao da parabola P que tem areta L : 2x+y =1

como diretriz e foco na origem.

Solucao.
Temos que um ponto P = (x,y) pertence a parabola P se, e s6 se, d(P, F) =

d(P, L), ou seja, se, e somente se,

3 5 |2:L‘+y71| 9 9 (2x+y71)2
= V— — <‘:> = - -
\VTe+y \/5 T+ 5

< 5?45y =4 +4vy+yP —4dx —2y+1.
Logo, % —4xy + 4y?> + 42 +2y — 1 =0 é a equacao da parabola P.

A reta focal ¢ da parabola é a reta perpendicular & diretriz £ que passa pelo
foco F' = (0,0). Entao, ¢ : 2z — 2y = 0.

Seja A = (x,y) o ponto de intersegao de ¢ e L. Entdo, as coordenadas x e y

T =2y
20 +y = 1.

.. ~ . 1
Substituindo z = 2y na segunda equacao, obtemos 5y = 1, isto é, y = 5

satisfazem ao sistema
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2 21
Logo,x:2y:g e A= (5,5)
Seja V' o vértice da parabola. Como d(V, F) = d(V, L) = d(V, A), segue que
V' é o ponto médio do segmento F A, isto é,
voATE_(2 1y_ (11
2 107 10 5710/ °

A figura 3 mostra o esboco da pardbola P.

/‘\

Figura 3: Parabola P : 22 — 4xy +4y? + 42 +2y — 1 = 0.

-
X

|
|
|
2

U

Exemplo 4
Determine a equagao da hipérbole H que passa pelo ponto Q = (—1,-5) e

tem os eixos coordenados como assintotas.

Solucao.

Como as assintotas da hipérbole sao os eixos coordenados e a reta focal
¢ uma das bissetrizes das assintotas, temos que £ : x = —you l:x =y.

Se a reta focal ¢ fosse a reta x = —y, a hipérbole estaria inteiramente contida
nos 2° e 4° quadrantes, o que é um absurdo, pois o ponto @ = (—1,—5),
pertencente a hipérbole H, esta no 3° quadrante.

Portanto, ¢ : x = y. Observe que a hipérbole é equilatera, pois o angulo que
as assintotas fazem com a reta focal é igual a 45°, isto é, a inclinagao b/a das
assintotas em relacao a reta focal é igual a 1(= tg45°).

Além disso, o centro C' da hipérbole, ponto de intersecao das assintotas, é a
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origem. Entdo, seus focos sao da forma Fy; = (—m, —m) e Fy = (m,m) para

algum m € R, m > 0.

Figura 4: Caso £:xz = —y. Figura 5: Caso £:z =y.
Sendo ¢ = d(Fy,C) = d(F,C), ¢ = a®> + b e a = b, temos que:
a?+adl=c=m>+m?, ou seja, a=m.

Assim, um ponto P = (x,y) pertence a hipérbole H se, e so se,

‘\/(x+m)2+(y+m)2—\/(x—m)z—i—(y—m)Q’:2m
& (@+m)2+ (y+m)2=£2m+ /(z —m)? + (y — m)?

& (z4+m)2+ (y+m)? =4m? + (x —m)? + (y — m)? £ 4m+/(x — m)2 + (y — m)?

& 22 4+ 2ma + m2 4+ y% + 2my + m? = 4m? + 22 — 2ma + m2 + y% — 2my + m?
+dmy/(x — m)2 + (y — m)>2

& 2max + 2my = 4m? — 2maz — 2my = 4my/(z — m)% + (y — m)?

& dmax + dmy = 4m? £+ dm/(x — m)2? + (y — m)?

srty=mE/(z-m)?2+(y—m)?
sr+y—m==/(x-m)?2+ (y—m)?

S (x+y—m)?=(z—m)?+ (y —m)?

o 22 + 9% 4 2zy + m? — 2mx — 2my = 22 — 2ma + m? + v — 2my + m?
2

& 2xy=m

= m’
TY = —.
Y=

2
Como @ = (—1,—-5) € H, temos que % = (—1)(-5), isto &, m? = 10. Logo,
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Ty = 5 € a equagao da hipérbole H.

Exemplo 5

. . . . 1
Seja C uma coénica centrada no ponto C = (1,2), de excentricidade e = 3

reta focal paralela ao eixo—OX e d(F,V) = 1, onde F' é um foco e V é o

vértice sobre a reta focal mais préximo de F.

Classifique a coénica e determine seus vértices, seus focos e sua equacao.

Solucao.

A conica C é uma elipse, pois e = = < 1. Entao,

1
2
1=d(F,V)=d(C,V)—d(C,F)=a—c=a—ae

a a
—l=a—-=-<¢=a=2.
2 2

1
SendoazQ,temosquec:ae:2><§:1eb:\/a2—02:\/4—1:\/3.

Além disso, a reta ¢ : y = 2, paralela ao eixo—OX, é a reta focal da conica
C. Logo,

(-1 w-2°_,

4 3
é a equacao canodnica da elipse.

C:

Nesta elipse:

o Ay =(—1,2) e Ay = (3,2) sdo os vértices sobre a reta focal.
e B =(1,2—+/3) e By = (1,2 ++/3) so os vértices sobre a reta ndo focal.
o 1 =(0,2) e F, = (2,2) sdo os focos.

Exemplo 6
Seja C uma conica centrada no ponto C' = (1,2), de excentricidade e = 2,

reta focal paralela ao eixo—OY e d(F,V) = 2, onde F é um foco e V é o

vértice mais proximo de V.

Classifique a conica e determine seus vértices, seus focos, suas diretrizes e

sua equagao.

Solucao.
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A conica C é uma hipérbole, pois e = 2 > 1. Entao,
2=d(F,V)=d(F,C)—d(C,V)=c—a=ae—a
<= 2=2a—a=a< a=2.
Logo,c=ae=4eb=+c2—a2=+/16—4=+12=2V3.
Como a reta focal £ : x = 1 é paralela ao eixo—QY, obtemos que:
—2)? —1)?

L

é a equacao da hipérbole com:

e vértices: A; = (1,0) e Ay = (1,4);

e vértices imaginarios: By = (1 — 2v/3,2) e By = (1 +2/3,2);
o focos: Fy = (1,—-2) e Fy, = (1,6);

e assintotas: z — 1 = £v/3 (y — 2).

Exemplo 7
Classifique, em funcao do parametro k € R, a familia de curvas
4% + ky? + 8kx + 20k + 24 =0,
indicando, nos casos nao degenerados, se a reta focal é paralela ao eixo—OX

ou ao eixo—0OY .

Solucao.

Completando o quadrado na equacao, temos que:
42° + ky? + 8kx + 20k +24 =0
x? + 2kz) + ky* = —20k — 24

4(
4(x? + 2kx + k?) + ky? = —20k — 24 + 4k?
4(x + k) + ky* = 4(k* — 5k — 6)

A(

[

T4+ k) +ky? =4(k+1)(k—6).

Estudo do sinal dos coeficientes k e (k4 1)(k — 6) da equagao:

—o0o<k<—-1|k=—-1|-1<k<0|k=0|0<k<6|k=6|6<k<+0

k _ _ _

)

+ +

o |+

+

(k + 1)(k — 6) + 0 -
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Entao, para:
e k € (—o0,—1), a equacao representa uma hipérbole de centro (—k,0) e
reta focal = eixo—OX.
e k= —1, a equagao 4(x —1)*> —y? = 0 representa o par de retas concorrentes
y = +2(x — 1) que passam pelo ponto (1,0).
e k € (—1,0), a equagao representa uma hipérbole de centro (—k,0) e reta
focal ¢ : x = —k paralela ao eixo—QY'.
e k=0, a equacdo 4x? = —24 representa o conjunto vazio.
e k€ (0,6), a equagdo representa o conjunto vazio, pois 4(x + k)? + ky? > 0
e 4(k 4+ 1)(k — 6) < 0 neste intervalo.
e k=6, a equagao 4(z + 6)? + 6y*> = 0 representa o ponto (—6,0).
e k€ (6,400), a equagao, que pode ser escrita na forma
(z+k)? v’ 1
Ak+10)(k-06)  4k+0)Ek-—6)
4 k

representa uma elipse de centro (—k,0) e reta focal ¢ = eixo—OX, pois
Ak + 1i(k —6) _ 4l + 1;(/<: —6)

neste intervalo. 0

Exemplo 8
Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais e O XY o sistema de eixos

ortogonais, obtido pela rotacao positiva do angulo 6 dos eixos OX e OY,

4
onde cos = - esenfd = §
5 5

12 16
Uma parabola P, nas coordenadas T e 7, tem foco no ponto F' = (Ej €> e

. 12 9
vértice no ponto V = (3, —5>.

(a) Determine a equagao da parabola nas coordenadas T e J e nas coorde-

nadas r e y.

(b) Determine o foco, o vértice, a reta focal e a diretriz da pardbola nas

coordenadas x e y.

(c) Faca um esbo¢o da curva no sistema de eixos OXY, indicando seus
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elementos.

Solucao.

a) Como p = d(F,V) = 5 _ 5 e, nas coordenadas T e ¥, a reta focal
(a) .

_ 12, . = . _
¢ : T = — & paralela ao eixo—OY e o foco I’ encontra-se acima do vértice

Pi(o- ) -m(ee)
9 34

é a equacao da parabola, cuja diretrizéareta L : y = —g—p = —5—5 =5

V', temos que

Usando as relacoes de mudanca de coordenadas

1
T =cosf z+senfy= 5(4$+3y)
1
y=—sent x+cosly= g(—3x+4y),

a equacao da parabola, nas coordenadas x e y, é dada por:

(%(43; +3y) - 15)2)2 — 20 (%(—33: L ay) 4+ g)

(4o + 3y — 12)%* = 20 ; 25(—3:1: +4y +9)

(42 + 3y)* — 24(4x + 3y) + 144 = 100(—3z + 4y + 9)

1622 + 24y + 9y* — 962 — T2y + 144 = —300z + 400y + 900

[

P : 1622 + 242y + 9y? + 2042 — 472y — 756 = 0

(b) Pelas relagdes de mudanca de coordenadas (1), ¢ : é(4$ +3y) = %, isto

é, 0 :4x + 3y = 12, é a equacao da reta focal, e L : %(—39& +4y) = —?;)—4, isto

é, L: —3x+ 4y = —34, é a equacao da diretriz nas coordenadas z e y.

E, pelas relagoes de mudanga de coordenadas
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r=cos0 T —senfy= é(@—?@)

1
y=senfx+cosfy= g(3f+4y),

P (50 A3 5) - 00,

- () A1) -0

sao o foco e o vértice, respectivamente, da parabola nas coordenadas z e y.

obtemos que

(c) Na figura 6 mostramos o esbo¢o da parabola P.

Figura 6: Parabola P : 1622 + 24xy + 9y + 204z — 472y — 756 = 0.

Exemplo 9

Esboce, detalhadamente, a regiao do plano dada pelo sistema de inequagoes:

2?2 +y? >4

162> +y* =8y > 0
—4x? +y? -4y <0
lz] < 2.

Solucao.

A regiao R é a intersecao das quatro regides do plano:
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Ri={(x,y)[2* +y* = 4}

Ro = {(z,y) | 162 + y* — 8y > 0}

Rs = {(z,y) | —42* +y* — 4y < 0}

Ry =A{(z,y)|lz] <2}.

YA
R
2
e Descrigao da regiao R;.
A regiao R, consiste dos pontos
5 > pertencentes ou exteriores a
- : * circunferéncia
Cr:x>+y’=4
—2 de centro na origem e raio 2.

Figura 7: Circunferéncia C; e regido Ri.

e Descrigao da regiao Rs.

Para descrever a regiao R,, vamos primeiro determinar a conica:
Co : 1622 + 4% — 8y = 0.

Completando o quadrado na equacao da curva
C,, obtemos:
1622 +y* — 8y =0
162% + (y? — 8y + 16) = 16
162° 4+ (y — 4)* = 16
(y—=4° _

16
Entao Cy é a elipse de centro (0,4); reta focal
¢ = eixo—OY; reta nao focal ¢' : y = 4; a®> = 16,
> = 1, ou seja, a = 4 e b = 1; vértices sobre
a reta focal A; = (0,0) e Ay = (0,8); vértices
sobre a reta ndo focal By = (—1,4) e By = (1,4).

Portanto,

(R

CQII‘2+

Yi
8 RQ
4
: < ]
=il 1 X

Figura 8: Elipse C2 e regiao Ra.
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N2
R216$2+y2—8y20<:>7?,2$2+(y1g4)21

consiste dos pontos do plano exteriores ou sobre a elipse Cs.

e Descricao da regiao Rs.

Para descrever a regiao R3, vamos primeiro identificar a conica:
Cs: —4a? +y* — 4y = 0.

Completando o quadrado na equacao de Cs, temos

—42? +y* -4y =0
— AP+ (Y —4dy+4) =4
— AP+ (y—2)? =4

Y
= C3:—x2—|—(y 42) =1,

que ¢é a equacdo da hipérbole de centro (0,2), reta focal ¢ = eixo—OY’; reta

nao focal
(' .y = 2, paralela ao eixo—OX; a? =4eb®> =1 ouseja, a =2eb=1;
vértices Ay = (0,0) e Ay = (0,4), e vértices imaginarios B; = (—1,2) e
By = (1,2).

YA

R J

Y

Figura 9: Hipérbole C3 e regiao R3.

A hipérbole divide o plano em trés regioes, duas delas limitadas pelos ramos

da hipérbole e a outra situada entre eles.
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Como as coordenadas do centro (0, 2) satisfazem & inequagao —4z%+y?—4y < 0,
concluimos que a regiao R3 consiste dos pontos entre os ramos da hipérbole

ou sobre eles.

YA
e Descricao da regiao R4.
Temos que:
] <2«—= —2<zx <2
Portanto, a regiao R4 é o
conjunto -2 2 X

{(z,y)| —2<2 <2, yeR},
que consiste dos pontos da faixa

vertical limitada pelas retas

r:rx=2ery:r=—2.
Figura 10: Retas r1 e r2 e regido R4.
e Descrigao da regiao 'R.
Finalmente, a regiao R consiste dos pontos exteriores a circulo C; e a elipse
Cy, que estao entre os ramos da hipérbole C5 e na faixa Ry, podendo tais
pontos pertencerem também a uma das curvas do bordo C, Cs, C5 ou a

uma das retas r; ou 79, como vemos nas figuras 11 e 12.

\ / b

- Ll
X X
Ci
Cs
Figura 11: Curvas que limitam a regiao R. Figura 12: Regido R.

O
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Exemplo 10
Classifique, em funcao do paradmetro A\ € R, a familia de curvas
P2+ A=2)y + 22 +2(\—-2)y+32—-3=0,

indicando, nos casos nao degenerados, se a reta focal é paralela ao eixo—OX

ou ao eixo—0Y .

Solucao.
Completando os quadrados na equacao da familia, temos que:
(% +22z) + (A = 2)(y* + 2y) = 3 — 3\
= (@20 + )+ A =2 +2y+1) =3-3A+ X+ A -2
= (T+A)+ N =2)@y+1) =12 -2A+1
= T+ N+ -2@y+1)E=(\-1)>% (2)

Para fazermos a classificagao da familia de curvas, precisamos estudar o sinal
dos coeficientes (A — 2) e (A — 1)? da equagao (2):

—00 <A< A=1|1<A<2 | A=2]2< A< +0

A—2 - - - 0 +

(A —1)? + 0 + + +

Entao, para:

e \ € (—00,1), a equagdo representa uma hipérbole de centro (=X, —1) e
reta focal ¢ : y = —1 paralela ao eixo—OX.

e \ = 1, aequagao (z+1)®—(y+1)? = 0 representa o par de retas concorrentes
y+ 1= +(x + 1) que se cortam no ponto (—1,—1).

e )\ € (1,2), a equacio representa uma hipérbole de centro (—\, —1) e reta
focal ¢ : y = —1 paralela ao eixo—OX.

e \ =2, aequagdo (z + 2)? = 1 representa o par de retas x + 2 = £1, ou
seja, t = —3 e x = —1, paralelas ao eixo—OY'.

e )\ € (2,400), a equagdo, que se escreve também na forma
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representa:

o uma circunferéncia de centro (—3,—1) e raio 2, se A = 3, pois, neste

12
caso, (A —1)? = ();\ _12) = 4;

o uma elipse de centro (—A, —1) e reta focal ¢ : © = —\, paralela ao
eixo—OY, se A € (2,3), pois, neste intervalo, (A — 1)? < ();\__12)2;

o uma elipse de centro (—\, —1) e reta focal ¢ : y = —1 paralela ao
eixo—OX, se A € (3,+00), pois, neste intervalo, (A — 1)? > ();\__12)2 0

Exemplo 11
Considere os pontos F' = (2,1) e Q = (4,0).

(a) Determine as equacoes das parabolas de reta focal { perpendicular ao

%

vetor v° = (1,—2) e foco F, que contém o ponto Q.

(b) Determine os vértices das pardbolas obtidas acima.

(c) Faca um esbogo das pardbolas obtidas no mesmo sistema de eixos orto-

gonais OXY , indicando todos os seus elementos.

Solucao.
(a) Como a diretriz £ é perpendicular a reta focal £ e v = (1,—2) L £,
temos que (2,1) L L. Entao, £ : 2z + y = m, para algum m € R.
Além disso, como () = (4,0) pertence a parabola, segue que d(Q, F') = d(Q, L).
Isto é,
2x440x1-—m 8—m
Ja—pro-np - Pariaionl g Bom

<~ |m—-8|=5

<— m=8=<L5.

Logo, £ :2x +y =8+£5.

J. Delgado - K. Frensel - L. Crissaff Geometria Analitica e Calculo Vetorial



CAPITULO 18. EXEMPLOS 327

Caso 1. Parabola P; de foco F' = (2,1) e diretriz £, : 2z 4+ y = 13.
Neste caso, um ponto P = (z,y) € P; se, e s6 se, d(P, F) = d(P, L;), ou

seja,

d(P,F)? =d(P, L,)*

(2 + 5y — 13)?
5

— 5(x®+y? —4dx — 2y +5) = 42% + day + y* — 52x — 26y + 169

= -2ty 17 =

> | Py —day + 4y + 322 + 16y — 144 =0

Caso 2. Parabola Py de foco F' = (2,1) e diretriz Ly : 22 +y = 3.
Assim, um ponto P = (x,y) € Py se, e 50 se, d(P, F') = d(P, Ls), ou seja,

d(P,F)? = d(P, L,)*

2 _ (27 +y — 3)?

— (r-22%+(@y-1) -

< Sz +y? —4dr —2y+5) =42 +4xy +y* — 122 — 6y + 9

> | Py:a? —doy+4y* —8xr —4y+16=0

(b) Consideremos as duas parébolas obtidas no item anterior.
e O vértice V] da pardbola P; é o ponto médio do segmento A;F, onde
Ay = (x,y) é o ponto de interse¢ao da reta focal ¢ : x — 2y = 0 com a diretriz

Ly : 2x +y = 13. Entao, as coordenadas = e y do ponto A; satisfazem ao

r—2y=20
20 +y=13.

. 26 13 . .
Resolvendo este sistema, obtemos x = T eY=5 isto é, A} = (

26 13
—, — 2,1

(5o10) = (5-3)
2 2 - \10°10/ \5’5/)°

e O vértice V5 da pardbola Py é o ponto médio do segmento AsF', onde

sistema;:

% 13)
55/
Logo,

Vi

As = (z,y) é o ponto de interse¢ao da reta focal £ : x — 2y = 0 com a diretriz
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Ly : 2x +y = 3. Logo, as coordenadas x e y do ponto A, satisfazem ao

r—2y=0
2v+y=3.

Resolvendo este sistema, obtemos x = g ey = g, isto é, Ay = (g, g) Logo,

sistema;:

6 3
v At F <5’5> D <§ §> B (§ §>
T 2 —\10710/ ~ \5’5/ "

(c) Na figura 13, mostramos o esboc¢o das pardbolas P; e Py no mesmo

sistema de eixos ortogonais O XY .

L3 YA L)
Po
P1
o\ /D 1
i___i::_ & i '
5 5 :
52 N X

15

Figura 13: Parabolas Py e Pa.

Exemplo 12
Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais e O X Y o sistema de eixos

ortogonais obtido pela rotacao positiva de 45° dos eixos OX e OY em torno

da origem. Uma hipérbole nas coordenadas T e iy tem centro na origem,

um de seus vértices no ponto (v/2,0) e a reta j = 2T como uma de suas
assintotas.

(a) Determine a equagao da hipérbole nas coordenadas T e § e nas coorde-

nadas T e y.

(b) Determine o centro, os vértices, os vértices imagindrios e as assintotas
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da hipérbole nas coordenadas x e y.

(c) Faca um esbo¢o da curva no sistema de eixos OXY , indicando todos os

elementos encontrados no item (b).

Solucao.
a) Nas coordenadas T e 7, a reta focal ¢ é o eixo—O X, pois o centro
Y

C = (0,0) e o vértice V = (v/2,0) pertencem ao eixo—O X. Além disso,
a=dCV)=+2e b 2, pois ¥ = 2T é uma assintota da hipérbole.
a

Entao, b:2a:2\/§,e
H.?—g—l

¢ a equagao da hipérbole nas coordenadas T e 7.

Usando as relacoes de mudanca de coordenadas

T = cos45°x +sen4h’y = \f(aﬂ + )
(3)
y = —sen4b’x + cos4h%y = \f(—x-l—y),

obtemos a equagao da hipérbole nas coordenadas x e y:

1 2 , 12 -
2><4(ar:—|—y) 8X4( r+y)=1
Az +y)?—(—z+y)? =16

4(z% + 22y + %) — (2? — 2xy + y?) = 16

322 + 102y + 3y* = 16

[

H 322+ 10ay +3y> — 16 =0

(b) Nas coordenadas T e 7, a hipérbole tem:

e centro: C' = (0,0);

e vértices: A} = (—v/2,0) e Ay = (v/2,0);

e vértices imaginarios: B; = (0, —2v/2) e By = (0,2v/2);
e reta focal: £:y = 0;

e reta nao focal: ¢/ : T = 0;
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e assintotas: y = £27.
Por (3), obtemos que ¢ : —x +y = 0 é a reta focal; ¢ : x4y = 0 é a reta nao
1

focal e \f(—x+y) =32 x \f(xjty), istoé,r_:y=-3rxer, :y= —37

sao as assintotas da hipérbole nas coordenadas x e .

E, pelas relacoes de mudanca de coordenadas

2
x = cos45°T —send5°y = 7(5— )

y =sendb°T + cos45°y = ?(E%—@),

obtemos que C' = (0,0) é o centro, A; = (—1,—1) e Ay = (1,1) sdo os
vértices; By = (2, —2) e By = (—2,2) sdo os vértices imaginarios da hipérbole
nas coordenadas = e y.

(c) Na figura 14 mostramos o esbogo da hipérbole H.

7 YA ¢

e
by

Figura 14: Hipérbole H : 322 + 10zy + 3y2 — 16 = 0.

0

Exemplo 13
Sejam Vi = (7,1) e Vo = (2,5) os vértices de uma elipse com reta focal
paralela a um dos eixos coordenados.

(a) Determine o centro, a reta focal, a reta nao focal, os vértices e os focos

da elipse £, supondo que o vértice Vi pertenca a reta focal.
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(b) Determine o centro, a reta focal, a reta nao focal, os vértices e os focos

da elipse &, supondo que o vértice V, pertenca a reta focal.

(¢) Faga um esbog¢o das duas elipses encontradas acima num mesmo sistema

de eixos ortogonais, indicando todos os seus elementos.

Solucao.
Consideremos o retangulo de lados paralelos aos eixos coordenados e vér-
tices nos pontos Vi = (7,1) e Vo = (2,5).

YA |
L Wa=(2,5) (7,5)
2 5
4 4
(2,1) 5 Vi=(7,1)
1 M
) T X

Figura 15: Retangulo de vértices Vi e V.

Como a > b numa elipse, temos que a = 5 e b = 4 nas elipses de vértices V;

e V5 e reta focal paralela a um dos eixos coordenados.

(a) Se o vértice V) = (7, 1) pertence a reta focal da elipse, temos que £ : y = 1

é a reta focal, ¢' : x = 2 é a reta nao focal, C' = (2,1) é o centro, A; = (=3, 1)

e A, = Vi = (7,1) sdo os vértices sobre a reta focal, B; = (2,-3) e
By, = Vo, = (2,5) sao os vértices sobre a reta nao focal, F; = (—1,1) e
Fy = (5,1) sao os focos, pois ¢ = Va? —b? = 3, e
(2-2°  (y—1)?
: =1
£ 25 + 16

é a equagao da elipse £.
(b) Se o vértice Vo = (2,5) pertence a reta focal da elipse &, temos que

(:y=>5¢éa reta focal, 7 .1 =76 areta nio focal, C' = (7,5) ¢ o centro,

A; =Vy=(2,5) e Ay = (12,5) sdo os vértices sobre a reta focal, By = (7,9)

e By = Vi = (7,1) s@io os vértices sobre a reta ndo focal, F; = (4,5) e
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Fy = (10,5) sdo os focos, e

(-T2 w5 _,

£ 16

é a equacio da elipse E.

(c) Na figura 16 mostramos as
elipses £ e £ no mesmo sistema

de eixos ortogonais.

Figura 16: Elipses £ e .

O

Exemplo 14
Considere os pontos A = (4,1) e B = (3,2).

(a) Determine as equagoes e os principais elementos das duas hipérboles
que possuem B como vértice imaginario, A como vértice e reta focal paralela

a um dos eixos coordenados.

(b) Faca um esbogo das duas hipérboles num mesmo sistema de eixos

ortogonais, indicando todos os seus elementos (menos os focos).

Solucao.

Caso 1. Reta focal ¢ paralela ao eixo—OX.

Como A= (4,1) € L e B=(3,2) € ¢, onde ' é a reta nao focal, segue que
(:y=1e/l :x=3. Entao, o centro C' da hipérbole, ponto de intersecao
da reta focal com a reta nao focal, tem coordenadas x = 3 e y = 1, isto é,
C=(31).

Além disso, a = d(C,A) =1,b=d(C,B) =1e c= Va2 + b = 2.

Logo,
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H:(z—3)2—(y—1)32=1

¢ a equacgao da hipérbole.

Nessa hipérbole, I} = (3—+/2,1) e F, = (3++/2,1) sdo os focos; A; = (2,1)
e Ay = A = (4,1) sdo os vértices; By = (3,0) e B, = B = (3,2) sao os

vértices imaginarios e y — 1 = £(z — 3) sdo as assintotas.

Caso 2. Reta focal ¢ paralela ao eixo—OY .

Neste caso, { : © = 4 é a reta focal e ¢/ : y = 2 é a reta nao focal da
hipérbole 7, com reta focal paralela ao eixo—QY, vértice A = (4,1) e vértice

imaginario B = (3,2). Entdo C = (4,2) é o centro, a = d(C,A) = 1,

Ezd(a,B)zleE:\/#—i-EQ:\/?,e

H:(y—22—(z—-4)2=1

é a equacdo da hipérbole H.

Figura 17: Hipérboles H e H.

Exemplo 15

Considere as curvas

Além disso, Iy = (4,2—/2)
e Fy = (4,2 ++/2) sdo os
focos; A = A = (41)

e Ay = (4,3) sdo os vér-
tices; B = B = (3,2)
e By = (5,2) sdo os

vértices  imaginarios e
r—4 = £(y — 2) sdo as
assintotas.

(b) Na figura 17 mostramos
as hipérboles H e H num

mesmo sistema de eixos

ortogonais.

Cr:2?—20x+y+100=0,
Co:a?—y>—62x=0,
Cy:224+16y> — 62 —7=0.
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(a) Classifique as curvas e determine todos os seus elementos.

(b) Faga um esbogo detalhado da regiao do plano dada pelo sistema de

inequagoes:
(22 — 20z 4y + 100 > 0
2> —y? — 62 >0
R:¢ 22 +16y> —62—7>0
r <10
|y = —4.
Observagao: Ache as intersecgoes de C1 e Co com a reta y = —4.
Solucao.

(a) Curva C; : 2% — 20z +y + 100 = 0.

Completando o quadrado, a equacao de C; na forma canonica ¢ dada por:
Ci:a? =20z = —y — 100
Cy : 22 — 202 + 100 = —y — 100 + 100
Ci:(x—10)% = —y.

Logo, C; é a parabola de reta focal ¢ : x = 10, paralela ao eixo—QY, vértice

1
V = (10,0), 4p = 1, ou seja, p = %, e foco F' = (10, _Z>'

Curva Cy : 22 — 62 — y? = 0.
A equacgao da curva Cy se escreve, completando o quadrado, da seguinte

forma:
Co:a?—6x—9y*>=0
Co: (22 —6x+9)—y*=9

Co:(z—3)?—9y*=9

CQ:

Logo, Cy é a hipérbole com reta focal ¢ : y = 0; reta nao focal ¢/ : x = 3;
centro C = (3,0); a = b = 3; ¢ = Va2 + b2 = 3/2; vértices 4; = (0,0)
e Ay = (6,0); vértices imaginarios B; = (3,—3) e By = (3,3); assintotas
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reiy=t(x—3)efocos Fi = (3-3v2,0) ¢ [ = (3+3V2,0).

Curva Cs : 2% — 62 + 16y* — 7 = 0.

Completando o quadrado na equacao, obtemos:
C3:2°>—6z+ 162 —7=0
Cs:(x? —6x+9)+16y>=7+9

Cs: (x—3)%+16y* = 16

(z—3)?
Cs: G

Logo, C3 é a equacao da elipse de reta focal £ : y = 0; reta nao focal ¢ : © = 3;
centro C' = (3,0); a =4 e b = 1; ¢ = v/a® — b = /15; vértices sobre a reta
focal Ay = (—1,0) e Ay = (7,0); vértices sobre a reta nao focal By = (3, —1)
e By = (3,1); focos Fy = (3 —+/15,0) e F, = (34 1/15,0).

+y?=1.

(b) A regiao R é a interse¢do das regioes:
Ry :a? —20x +y+ 100 >0
Ro:a? —y?>—62>0
Rs: 22+ 169> — 62 —7>0
Ra:x <10
Rs:y > —4.
Regiao R, : 22 — 20z + y + 100 > 0.
A pardbola C; : 2% — 20z + y + 100 = 0 divide o plano em duas regides
disjuntas, uma das quais contém o foco F = <10, —%)

Substituindo as coordenadas do foco na expressao x2 —20z+y-+100, obtemos:
1 1 1
102 — 20 x 10—1—1—100:100—200—1%—100:—1 <0.
Portanto, Ry é a uniao da regiao determinada pela parabola que nao contém
o foco F' com os pontos da parabola, onde a igualdade na inequacao, que
define R, é satisfeita.

Na figura 18, mostramos a regiao R;.
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Ya

V=(10,0)

<Y

Clg

Figura 18: Regido Ri.

Regiao R, : 22 — 3> — 62 > 0.

A hipérbole Cy : 2% —y? — 62 = 0 divide o plano em trés regides disjuntas,

uma das quais contém o centro C' = (3,0) e as outras contém os focos. A

expressao o2 —y? — 62 tem sinal constante em cada uma destas regioes, sendo

iguais os sinais nas regioes que contém os focos.

Substituindo as coordenadas do centro na expressao 2 — y?> — 6z, obtemos:
F—-0-6x3=9-0-18=-9<0.

Portanto, R, consiste da regiao determinada pela hipérbole C, que contém

os focos, incluindo os ramos da curva Cy, onde a igualdade 2% — y? — 62 = 0

é verificada.

Na figura 19, mostramos a regiao Ro.

v

El

Figura 19: Regido Ra.
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Regiao Rs : 2% + 16y* — 62 — 7 > 0.

A elipse Cs: 2% 4+ 16y?> — 62 — 7 = 0 divide o plano em duas regioes, uma

das quais (denominada interior) contém o centro C' = (3,0). O sinal da

expressao x? + 16y> — 6z — 7 no centro C é:
F+16x02-6x3-T7T=9+0-18-7=-16<0.

Portanto, a regiao R3 é a regiao exterior a elipse C3 mais a prépria curva,

onde a igualdade x? + 169> — 62 — 7 = 0 ¢ satisfeita.

Y Rs

Bl’

By
a1~
-INY P - X

_1:._-_ﬁl-|—l

Figura 20: Regido Rs3.

Regioes Ry : 2 <10 e Ry :y > —4.
A regiao R4 consiste dos pontos do plano & esquerda da reta z = 10, incluindo

os pontos da reta, e a regiao R consiste dos pontos do plano acima da reta

horizontal y = —4, incluindo os pontos da reta.
YA YA
Rs
Ra
0% ba
—1
Figura 21: Regiao R4. Figura 22: Regiao Rs.

Regiéo R:R10R2QR3OR4QR5.
Para esbocarmos corretamente a regiao R, devemos determinar:

e as intersecoes da pardbola C; com as retas x = 10 e y = —4.
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A parébola C; intersecta a reta vertical x = 10 exatamente no vértice (10, 0).
Para achar a intersecao de C; com a reta horizontal y = —4, devemos subs-
tituir y por —4 na equacao C; : y = —(x — 10)?:

—A4=—(z-100 = (z-10P2=4=0-10=42= 2 =10+ 2.
Temos, entao, que

G {y = —4} = {(8,—4). (12, —4)}.

e as intersegoes da hipérbole Cy com as retas x = 10 e y = —4.
Para achar a intersecao de Cy com a reta horizontal y = —4, substituimos y

por —4 na equacao Cy : (z — 3)?> —y> = 0:
(=32 —(-4)?=9= (r-3)?-16=9= (z—3)?=16+9=25

—r—3=4b=—2=3%5.

Logo,
Con{y=—4} ={(-2,-4).(8, —4)}.

Em particular, observe que

CinCyn{y=—-4} ={(8,—-4)}.
Para achar a intersecao de Cy com a reta vertical = 10, substituimos = por
10 na equagao Cy : (z —3)> —4? =9:

(10-32 -2 =9="T"—92=9= 92> =49 — 9 =40 = y = +2V/10.
Logo,
Cy N {x = 10} = {(10, —21/10), (10,2+/10)}.

Nas figuras 23 e 24 mostramos todas as curvas envolvidas e a regiao R.

Y]

YA

2v/10

R

—2

Fi 24: Regido R = R1NR2NR3NR4NRs5.
Figura 23: Curvas C1, C2 e C3. lgura 8180 1 2 3 4 5

Exemplo 16

Classifique, em funcao do parametro A € R, a familia de curvas
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A=Dz2+ A =2)12 =22 XA =Dz + X3 =2 2 —2)A +3 =0,
indicando, nos casos nao degenerados, se a reta focal é paralela ao eixo—OX

ou ao eixo—O0OY.

Solucao.

Completando o quadrado, temos que:

A=Dz2+ A =2)12 =22XA =Dz + X3 =22 -2 +3 =0
= A=D@>=222)+ A =22 =N+ 202+ 21 -3
— A=DE> =222+ M)+ A=2)2 = - +22 2+ 22 -3+ 2 (A - 1)
= A=DE-N2+A=2)2= - +2X24+2X -3+ )1* - )2
= A=DE-N2+A=2)y2=)2+2\-3
= A=DE-N2+W=-2)2=N—-1D\+3).

Para fazermos a classificacao, precisamos estudar o sinal dos coeficientes A—1,
A—2e (A—1)(A+3) da equagdo:

—00 <A< =3|A = =3|-3<A<IA=1|1<A<2]A =2)12< A< 40
A—1 — - - 0 + + +
A—2 — — — - — 0 +
A —1)(A+3) + 0 — 0 - - +

Entao, para:

e )\ € (—00, —3), aequagao representa o conjunto vazio, pois (A—1)(z—\)? < 0,
A=2)y><0e(A+3)(A=1) >0.

e \ = —3, a equacdo —4(z + 3)* — 5y? = 0 representa o conjunto unitario
que consiste do ponto (—3,0).

e )\ € (—3,1), a equagdo, que se escreve também na forma

(. —\)? y? B
01013 T 0-hors L
N1 N2

representa uma elipse com centro (), 0) e reta focal igual ao eixo—OX, pois

A—DA+3)  1-NA+3) _ 1-NA+3)  A+3)(A-1)
e p v w e w S

uma vez que 0 <1 — A <2—Xe A+ 3 >0 para )\ neste intervalo.
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e A\ = 1, a equagio —y*> = 0, ou seja, y = 0, representa uma reta (o
eixo—0X).

e )\ € (1,2), a equagao representa uma hipérbole de centro (), 0) e reta focal
igual ao eixo—OX, pois

A—=1)(A+3) A=1)(A+3)
-1 Ve N—2
para todo A neste intervalo.

<0,

e \ =2 aequacdo (z — 2)® = 5, ou seja, x = 2 & /5, representa um par de
retas paralelas ao eixo—QY'.

e \ € (2,+00), a equagdo, que se escreve na forma

(z—\)? y? _
C-U0+3) T oo h)o0Ts -
A—1 A—2

representa uma elipse de centro (A, 0) e reta focal paralela ao eixo—OY’, pois

A=1>XA=2>0e (A—=1)(A+3) >0 para todo A neste intervalo.

Exemplo 17
Seja P uma parabola com reta focal paralela ao eixo—OX e foco F = (0, 3),

que intersecta o eixo—OX no ponto (4,0) e o eixo—OY no ponto (0, 2).
(a) Determine o vértice, a diretriz e a equagao da parabola P.

(b) Faca um esbogo de P, indicando seus elementos.

Solucao.
(a) Como areta focal ¢ da parébola é paralela ao eixo—OX e o foco F' = (0, 3)
pertence a ¢, temos que £ : y = 3, V = (x0, 3) é o vértice, para algum z, € R,
e
(y — 3)? = +4p(x — x0)
é a forma da equacao de P.
Além disso, como P N eixo — OX = {(4,0)} e P N eixo — OY = {(0,2)},
obtemos:
(0 — 3)% = +4p(4 — x0) e (2 — 3)% = +4p(0 — zy) ,
isto é,
9 = +4p(4 — x0) e 1 = +4p(—x) .
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Logo, 9 = +16p + 4p(—x¢) = +£16p + 1, ou seja, 8 = £16p.

. 1
Sendo p > 0, concluimos que 8 = 16p, isto &, p = 30 € 1 =4dp(—x0) = —2x,

. 1
ou seja, To = —.

N——

Obtemos, assim, o vértice V = ( %,3
9 1
P:(y—3)° = (76 + 5) :

da paréabola e sua equacao:

A diretriz de P é areta L:x = —p = —1, pois L é perpendicular a ¢, o

1
2
1

foco F esta a direita de Ve d(V, L) =p = 3

L Yi

(b) Na figura 25 mostramos o

grafico de P e seus principais

elementos.

—1

Figura 25: Parabola P : (y —3)2 =2 (z + %)

n

Exemplo 18
Esbocge, detalhadamente, a regiao do plano dada pela inequacao:

R : (x| —4)(42® + 9y? — 40z — bdy + 145) < 0.

Solucao.
Completando o quadrado na equagao
422 + 9y? — 40z — 4y + 145 = 0,

obtemos:
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4(x? — 10x) + 9(y* — 6y) = —145
< 4(z% — 102 + 25) + 9(y* — 6y + 9) = —145 + 100 + 81

— 4(x—5)*+9(y—3)*=36

(=5 (-3 _

g a1 b
que é a equacao da elipse de centro C' = (5, 3), reta focal £ : y = 3 (paralela ao
eixo—0X), a = 3, b = 2, vértices sobre a reta focal A; = (2,3) e A, = (8, 3),

e vértices sobre a reta ndo focal By = (5,1) e By = (5,5).

—

Entao, a inequacao, que define a regiao R, pode ser escrita na forma:

R (Jz| —4) <(m;5)2 + (y_43)2 — 1) < 0.

Assim, R = R; UR,, onde:

» |z] —4 <0 » |z] —4 >0
1: 2 2 e 9 . 9 9
(=57 (W—-3)°" (=5 W-3)°
e 1> 0 -~ 1 <0,
A regiao R,
_52 _32
Ra= {(wloe (4] @) BG4+ 5300 ]

consiste dos pontos exteriores a elipse contidos na faixa limitada pelas retas
verticais x = —4 e x = 4, excluindo os pontos da elipse e das retas.
Na figura 26 mostramos a regiao R;.

gf
By
\ A2
C ;
By
5 8 X

Figura 26: Regiao R1.
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A regiao R,

Ro={lmy)lwe (_007_4)U(4,+00)}ﬂ{(x,y)| (m_95)2 + (y_43)2 <1} ,

consiste dos pontos exteriores a faixa limitada pelas retas ©+ = —4 e x = 4
que estao na regiao interior & elipse, excluindo os pontos das retas e da elipse.
Na figura 27 mostramos a regiao Ro:

' YA

1 T

=Y

0 ‘5‘ g

Figura 27: Regiao Ro.

Portanto, o esboco da regiao R = R; UR, é:

=3 ]

Figura 28: Regidao R = R1 U Ra.

Exemplo 19

Verifique que a equacao do segundo grau

—722 + 8xy — 1y +Vo(—z +y) =0 (4)
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representa um par de retas concorrentes e determine suas equacoes.

Solucao.
A equacao tem coeficientes:
A=-7,B=8,C=-1,D=—/5,E=5e F=0.
Como A # C, devemos girar o eixo—OX e o eixo—OY de um angulo 6,
B 8 8

0<0< %, no sentido positivo, tal que tg 260 = 1= 7o =y ==

4 N _ . .
—3 © eSCIever a equagao nas coordenadas T e iy do novo sistema de eixos

ortogonais O X Y, obtido apds a rotacio positiva de angulo # do sistema de
eixos ortogonais O XY .

4
Sendo tg 20 = —3 < 0, temos que cos 20 = — 16 g Logo,
1+ =
3 3
cosf = 1_75 - e sen ¢ 3 2
2 5 VA
Efetuando a mudanca de coordenadas dada pelas relagoes
r= (7 - 27)
=cosfT —senfy Nl
x=cosfT —senfy ’ ou seja, V5
y=senfT+ cosfy 1
y=—=2T+7y
\[( 7),
na equagao (4), obtemos a equagao nas coordenadas 7 e §
A2+ CP2+ DT+ Ey+F =0,
onde FF = F =0,
A0 1 1 (1 2\ (-7 4 1 =2
0 C 5 Vb2 1) \a -1/ \2 1

ot =
—_
(0]
|
Ne)
(]
—_

(S
[a=)

—45 0 -9
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D\ 1 (1 2\ (=5 (1 2\ (-1 [1
E) vs\-2 1)\ v5) \—2 1)\1) \3)°
Assim, a equagao nas coordenadas T e ¥ é:

72 -9 +T+3y=0.
Completando os quadrados, obtemos:

1 1 1 1 1 1
=2 =\ (2 i) — T e T W 2
(*4+7) — 9y 3y) 0 < (7 +x+4) 9y 3y+36) 1 9 x T
_ 1y 15 1 B 1 B
= (3:+2) 9(y 6) =710
_ .1 _ 1
— (T+ 5)2 =9(y — 6)2
= §+1—i3(‘—1)
o~ W T
Logo, nas coordenadas T e 7, a equacao (4) representa o par de retas concor-
rentes:
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1
$+§—3(y—6) e $+§——3(y—g);
ou seja,

T—3y=—1 e T4+ 3y =0.
Para achar as equacoes das retas nas coordenadas z e y, devemos usar as
relacoes de mudanca de coordenadas:
T =cosfx+senfy (z+2y)

, ou seja,
y=—senfx+ cosfy

-5
ot

ﬁ(—Zx +y).

<
I

Substituindo T e ¥ nas equagoes das retas, obtemos:

1 1
—(r+2y) —3x —=(-2x+vy)=-1

V5 V5
e

L(m—|—2 )+3><L(—2x+ )=0

\/g y \/5 y Y
ou seja,

Tx—y=—5 e —x+y=0.
U
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Capitulo 19

Coordenadas polares

Neste capitulo, veremos que h& outra maneira de expressar a posicao
de um ponto no plano, distinta da forma cartesiana. Embora os sistemas
cartesianos sejam muito utilizados, ha curvas no plano cuja equacao toma

um aspecto muito simples em relacao a um referencial nao cartesiano.

Definicao 1

Um sistema de coordenadas polares O p6O no plano _P

P

gem, e de uma semirreta OA, com origem em O, !()

consiste de um ponto O, denominado polo ou ori-

denominada eizo polar. {’ )

Dado um ponto P do plano, suas coordenadas,
neste sistema, sao os valores p e 0, onde p é a dis-
tancia de P a O e 6 é a medida do angulo do eixo

polar para a semirreta OP. Escrevemos: ‘4

P:(p>6)

Figura 1: Coordenadas polares.

Convencionamos que a medida do angulo tomada de OA para OP no

sentido anti-horario é positiva e negativa no sentido horario.

347
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Observacao 1

(I) A primeira coordenada polar p de um ponto

distinto do polo é sempre maior que zero, pois ol = —p,
ela representa a distancia do ponto ao polo.
Mas podemos tomar também valores negativos
para p, convencionando-se, neste caso, marcar
a distancia |p| na semirreta oposta, ou seja, o Figura 2: (p.0) = (—p.0 + )
ponto P = (p,0), com p < 0, corresponde ao

ponto P = (—p,0 + 7).

(IT) Se a primeira coordenada polar de um ponto for zero, entao este ponto

é o polo. O angulo do polo nao esta definido.

(III) Podemos usar a medida em radianos ou em graus para os angulos. Por
exemplo, P = (2,30°) = (2,7/6).

(IV) O par (p,0) determina, de maneira tnica, um ponto do plano. No
entanto, um ponto no plano pode ser determinado por meio de varias co-
ordenadas polares distintas, pois, de acordo com a construcao acima, as
medidas 6 e 0 + 2wk, onde k € Z, estao associadas ao mesmo angulo e,
portanto, (p,0) e (p,0 + 27k) representam o mesmo ponto do plano. Além
disso, pela observacao (I), como (p,0) = (—p,0 + 7) se p < 0, entdo
(—p,0+7) = (p,0+2m) = (p,0) se p> 0. Ou seja, (p,0) = (—p,0 + ) para
todo p € R.

Assim, (p,0) = (—p, 0 + (2k + 1)), quaisquer que sejam k € Z e p € R.
Exemplo 1
No sistema de coordenadas polares Opf mostrado na figura 3,

o* A"

Figura 3: Sistema Opf

localize os seguintes pontos e determine outras coordenadas polares que os

representem:
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(a) P = (1,0%).

Solucao.

@ N
Py A

Figura 4: Ponto P; no sistema Opf

Qe

Podemos representar também P; das seguintes maneiras: P, = (—1,180°) =
(1,360°k), k € Z.

(b) B, = (4, —7/4).

Solucao.

Wl

Py
Figura 5: Ponto P> no sistema Op6

Por exemplo, P, = (=4, —w/4+7) = (4, —7 /44 27k) , para k € Z, sdo outras
maneiras de representar o ponto .

(c) Py =(—1,0°).
Solucao.

180°

[
Py

&
"

D

Y

b

Figura 6: Ponto P3 no sistema Op6

Neste caso, como p = —1, temos que P = (1,0°4180°) = (1,180°) = (1,7) =
(1,7 +27k), k€ Z. o

(d) Py =(—2,7/3).
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Solucao.

Y

Ty

Figura 7: Ponto P4 no sistema Opf

Sendo p < 0, temos que Py = (2,7/3 4+ 7) = (2,47 /3 + 27k) , k € Z.

Exemplo 2
Seja Opf um sistema de coordenadas polares no plano. Determine os pontos

P = (p,0) do plano que satisfazem a equagao p = 3.

. .F 3
Solucao.
~ , ., (3]
Como na equacao so figura a variavel p, i
o & g.=5
a outra, 6, é arbitraria. 0s=

Isso significa que a equagao so estabelece 0
condicao sobre a distancia do ponto ao T

eixo polar, nao importando a medida do

angulo.

Portanto, os pontos do plano que satisfa-

A

zem a equacao sao aqueles cuja distancia
ao polo O é igual a 3.

O conjunto solucao é, portanto, o circulo Figura 8: Pontos com p = 3.
de centro O e raio 3 (Figura 8).
O
Observacgao 2
Pelo primeiro item da observagao 1, p = —3 também é uma equacao polar

do circulo acima. Em geral, p = a é a equacao polar de um circulo de raio

la| centrado na origem.
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Exemplo 3

Seja Opf um sistema de coordenadas polares no plano. Determine o conjunto

r dos pontos P = (p,0) do plano que satisfazem a equagao 0 = %

Solucao.

Novamente, como na equacao s figura uma variavel, a outra é arbitraria.

Logo,

r={(p.0)[0=7 ¢ peR},

ou seja, r é a reta que passa pelo polo O e tem inclinacao 6y = Z em relacao

a semirreta OA (Figura 9).

Figura 9: Pontos Pi,..., P4 na reta r.

O

Observacao 3
Qualquer reta que passa pelo polo O tem equagao polar da forma 6 = 6,

onde 0y é uma constante. Além disso, a equacao 0 = 0y + 27k, k € Z,

representa a mesma reta no plano.

1. Relacoes entre coordenadas polares e coor-

denadas cartesianas.

Seja Opf um sistema de coordenadas polares no plano. Consideremos

o sistema cartesiano ortogonal OXY tal que o eixo polar seja o semieixo
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positivo OX e o eixo—QY seja obtido rotacionando o eixo—OX de 90° no

sentido anti-horario.

Seja P # O um ponto no plano com "
coordenadas p e 6 no sistema Opf e co- Yp--mmmmmmm o AP
ordenadas = e y no sistema OXY. As p |
relagoes entre estas coordenadas sao da- 0 i
das por: \ ! >—
0 T 1 X

xr=pcos e y=psend

Figura 10: Sistemas polar Opf e cartesiano
oOXY.

Destas relagoes, obtemos:

0
2?2 = p?cos?l, y? = p?sen? ), cosf =2 senf=2 ¢ L =Y _ 4oy,
P 1) x  cosl
das quais concluimos:
p=+z2+y?, cosf= 2 senf=-——9 ¢ tg@zy

De fato, para obter a primeira relacao, basta observar que
12 +y? = p?(cos? 0 + sen?0) = p?
o que implica p = |p| = /2% + y?, pois p > 0. As outras relagdes sao obtidas
substituindo p = /2?2 + y? nas equagoes cosf = % e senf = %

Pela observagao 1, podemos tomar p < 0. Neste caso, teremos:
pr=—ve+y.

. N x
Portanto, devemos considerar o angulo 6" tal que cosf = —

senf = —\/% para continuarem véalidas as igualdades x = p’cos’
e +y
ey=psent.
Como cosf = —cosf e senf = —senf, vemos que ' = 6 + 7, o

que justifica a convencdo feita anteriormente de que (p,0) e (—p,0 + )

representam o mesmo ponto em coordenadas polares.
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Convencao: Daqui em diante, sempre que fizermos referéncia a um sistema
polar Opf e a um sistema cartesiano OXY , no mesmo contexto, admitiremos
que o semierxo OX positivo € o eizo polar, caso este ultimo nao tenha sido

definido explicitamente.

Exemplo 4

Determine as coordenadas cartesianas ou polares dos seguintes pontos:

(a) P=(p,0) = (2,7/2). YA

Solucao. _
1@ F

Como p=2e 0 =7/2, temos que
x=pcosh =2cosm/2=0

y=psend =2senm/2 =2

sao as coordenadas cartesianas de P. 0

O

-
X

Figura 11: P = (2,7/2) em coordenadas pola-
res e P = (0,2) em coordenadas cartesianas

(b) P = (z,y) = (L, 1).
Solucao.
Sendo x =1 e y = 1, temos que

p=r2+y2=V12+ 12 =/2, P

1 1 .
cosf) = —esenf = —, ouseja, = /4

V2 V2

1
|
|
ou = /4 + 2k, k € Z. Entao, - :
P =(p,0) = (V2,7/4) = (V2,7 /4 + 21k) ™ l
— i
é o ponto P dado em coordenadas pola- 4 |
v, l h
res. () 1 X
Também

(—\/57 7T/4 + (21{3 + 1>7T) s ke Z, Figura 12: P = (1,1) em coordenadas cartesi-
) < P=(v2,7/4 I
é outra representacio de P em coordena- 2@ ¢ F'=(V2,m/4) em coordenadas polares

das polares.

O
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(c) P=(p,0) = (=3,7/2).
Solucao.
Como P = (—3,7/2) = (3,7/2+4n) = (3,371/2),

vemos que

x = pcosf = —3cosg :300535 =0

3
y = psenf = —BSeng = 3sen§ = -3
sao as coordenadas cartesianas de P.

O

(d) P =(p,0) = (—v2,571/4).

Solucao.

Sendo P = (—+/2,57/4) = (V/2,57/4 + 1) =
(V2,97 /4) = (V/2,7/4), temos que

r = —+/2cos5m/4 =+ 2cos/4 =1

Y= —\/§sen57r/4 = \/Esenw/él =1
sao as coordenadas cartesianas do ponto P.

O

(e) P = (z,y) = (4,5).
Solucao.
Comox=4ey=2>5,
p=VA2+52=/16 + 25 = V11,
)
Var

4
cosby = — e senfy =

Val

Portanto,

(p,0) = (VA1,00) = (—V41,00 + )

é o ponto P dado em coordenadas polares.

O

y A
0

=Y

-3 @ P

Figura 13: P = (—3,7/2) em coorde-
nadas polares e P = (0, —3) em coor-
denadas cartesianas

YA
jJ
1 __________
|
V2 :
|
o ™ i
AN
0 1 X

Figura 14: Ponto P = (—v/2,57/4) em
coordenadas polares ¢ P = (1,1) em
coordenadas cartesianas

YA

=Y

0 4

Figura 15: P = (4,5) em coordenadas

cartesianas e P = (v/41,60p) em coor-
denadas polares
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Y A
Solucao. _ -
] _k 0 ¥
Como z =0 e y = —4, temos que 3
2
p=1+/0%+ (—4)2 = V16 = 4,
. 0 B . ;4 _ —4 P
COS@—Z—O e sen0—4— 1. T

L0g07 (p7 9) = (47 37]'/2) = (_47 37"/2 + 77) ~  Figura 16: P = (0,—4) em coordena-
(—4,57/2) = (—4,7/2) é o ponto P dado em Sfiei?;g‘;?ﬁifef: (= m/2) emco

coordenadas polares.

U

Para esbogarmos uma curva, dada em coordenadas cartesianas (z,y)

ou em coordenadas polares (p, @), é bastante ttil conhecermos suas simetrias

para simplificar nossa anélise.
Lembre-se de que dois pontos distintos P e () sao simétricos em relacao
a uma reta r se, e so se, @ LredPr)=dQ,r).
Uma curva C é simétrica em relagao:
e ao eizo-OX quando:
(x,y) €C <= (z,—y) €C
(p,0) eC <= (p,—0)€C ou (—p,m—0)eC;
YA

(x,y)

<Y

0

- -7 --

(r,—y)

Figura 17: Simetria em relacao ao eixo—OX.
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356 1.

e ao eixo-OY quando:

(x,y) € C <= (—ux,y) €C

(p,0) eC <= (p,mr—0)eC ou (—p,—0)€C;
YA
(—z,y) (2,
o g
O g X

Figura 18: Simetria em relacao ao eixo—OY'.

e ¢ reta y = x quando:
(x,y) € C <= (y,x) €C

(:079)€C@<:07%_6)EC
YA

ou (_p7377r_ )EC,

(u.z)

(z,y)

|

y=mx

Figura 19: Simetria em relacao a reta y = .

e ¢ reta y = —x quando:
(x,y) €C <= (—y,—x) €C

(p,0) €C<= (p,2r —0)€C ou

Geometria Analitica e Calculo Vetorial
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(—y,—x)

Figura 20: Simetria em relacao a reta y = —zx.

Para verificar as simetrias, é preferivel usar as coordenadas cartesianas,

devido & duplicidade de possibilidades em coordenadas polares.

Exemplo 5
Determine as equacoes cartesianas das curvas abaixo dadas em coordenadas

polares e faca um esboco.

Vi

(a)C:p=2.
Solucao.
Substituindo a relagao p = /2% + y?, temos:

p=2 < Jr2+y>?=2

— 2?+yt=4.

Portanto, a equagao p = 2 corresponde a equa-

¢ao cartesiana do circulo centrado na origem e

de raio 2. | Figura 21: Circulo p = 2.
37
b)C:0=—
(b)C:o="]
Solucao.

Substituindo a relagao LA tg # na equacao dada, obtemos:
€T
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3 Y 3m  sen((3m)/4)
=—<—= = tg— = ———-~=
4 z 871 T cos((3m)/4)
Vo
—/2/2
Portanto, a equacao correspondente no sistema cartesiano de coordenadas é
Lo —1, isto é, y = —x, que ¢ a equagao da reta bissetriz do segundo e do
X

quarto quadrantes.

b |

4=

[

= |

{J

Figura 22: Reta 6§ = 3[7“.

(c)C:pcos(@—7/3)=2.

Solucao.
Usando a identidade cos(a — b) = cosacosb + senasenb, temos:
p COS (9— g) = 2 <= p cos b cos (g) + p sen @ sen (g) =2.
Das relacoes:
x = pcost = p senf COS<Z>—1 e sen(w>—\/g
- p ) y - p ’ 3 - 2 3 - 2 )
obtemos
1 V3
cx | = — | =2

Cio (2) Ty ( 2 ) ’

ou seja,

C:x+y/3—-4=0,

é a reta normal ao vetor v’ = (1,4/3) que passa pelo ponto P = (4,0).
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Figura 23: Reta r: pcos(f — w/3) = 2, ou seja, r: ¢ +yv/3 — 4 =0.

O

(d) C:pcosf =3. YA

Solucao.
Como = = pcosf, temos que C : =z = 3

¢ a reta vertical que intersecta o eixo—OX

no ponto (3,0).
U

(e) C:p=2bsen, b>0.

Solucao.
YA
Sendo p = ++/x2 + 2esen(9::|:L7
' ’ Ve
obtemos que C

+ /2=t Y

— 22 +yP =2y
— 2>+y*—2y=0

Va2 +y? o)

Figura 24: Curva C : pcosf = 3

7

=Y

= P4 (y—0)* ="V ©

é a equacao cartesiana da curva C, que re-

presenta o circulo de raio b e centro (0, b).

U

(f) C: p* —4pcosf+2=0.

-
X

Figura 25: Curva C: p = 2bsen6, b > 0.
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Solucao.
Substituindo as relacoes p?> = 22 + y? e x = p cosf na equacio dada, te-
mos

P4yt —dr+2=0< (v -2 +y* =2,

que é a equagao cartesiana do circulo de centro (2,0) e raio V2.

YA C
/2
— -
0] 2 X
Figura 26: Circulo C e arcos C1 e Ca
U
2
C:p=—--—.

(&) p 3 —cosf
Solucao.

Observe que p > 0 para todo 6 € [0,2x]. Substituindo p = /22 + y? e

cosf=——-_na equacao polar de C, obtemos que

\/IQ—I—yQ:# — 3P+ yP—x=2
3i7
/1:2+y2

32+ yr=x+2

9z +y?) =2® +4x +4
8r? —4x +9y* =4
8<x2—g>+9y2:4

2
s(x—i) L OPR =48 X ==

e 16 2
(+~3)

(A

!
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- . . 1
¢ a equacao cartesiana de C. Portanto, C é uma elipse de centro C' = (1, 0),
3 1 N ) 1
a = -,b= ——, reta focal £ : y = 0, reta nao focal ¢’ : z = 7 vértices

47 \/§7

sobre a reta focal A; = (—%, 0) e Ay = (1,0), vértices sobre a reta nao focal

1 1 11
o= (i) 2= (03)

1
VA V:x==
By
l:y=0 C
O —
Al O AZ X
B,
Fi 27: C C: 2z
igura 27: Curva 'p_3—COSQ

O

(h)C:p=1+sen20.

Solucao.
Pela relagao trigonométrica

sen 20 = 2senf cosb ,
obtemos que

p=1+2senfcosb.

Além disso, como p > 0 para todo € € R, temos que

2
Vbt =14 iyyg = (@) =2y ey = (2 +y)? (1)

é a equagao cartesiana da curva.
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YA
Por (1), é facil verificar que a curva C é

simétrica em relagdo & reta y = x (isto

é, (r,y) € C <= (y,x) € C) e a reta

%
y=—x(istoé, (z,y) € C <= (—y,—x) € C)
Logo, basta analisar a curva p = 1+4sen 26
0 no interval [—f, 5] ‘ -
para ¢ no intervalo | —=, - 5 i -

Temos: p = 0 para 6 = —%; p = 1 para

Figura 28: Curva C no intervalo [f%, g]

«9:0;p:2para6:%ep>0para

<31

Na figura 28, mostramos o esboc¢o da curva no intervalo [—%, ﬂ
Pelas simetrias da curva, ¢ facil ver que o esbogo de C é o mostrado na figura
29.

Yi

Figura 29: Curva C: p =1 + sen 20

l

(i) C:p=1+2cosf.

Solucao.
Neste exemplo, p pode assumir valores negativos e positivos.
+x

Logo, p=++\/22+y%> e cosf = . Substituindo p e 6 na equacao
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dada, obtemos que

2
+/22 4+ 2 = 1i72x = = 22+’ =+\/r2+y2 + 22
vVt ty
é a equacdo cartesiana da curva. E facil verificar que esta curva é simétrica em
relacao ao eixo—(O X, mas nao é simétrica em relacao ao eixo—QOY'. Portanto,
para esboga-la, basta variar o parametro 6 no intervalo [0, 7].

Para 6 € [0, 7], temos:

1 .
e p=1+2cosf =0 se, e sb se, cos@z—§,ouseja, p =20 se, eso se,
2
QQZW—Ezl,
3 3

2m

? 9

1 . ,
e p>0 se,esose, —5<Cos¢9§1,ouse3a,se,esose, 0<O<

, 1 . , 27
e p <0 se, eso se, —1§COS€<—5,0useja,se,esose, ?<9§7r.

Tomando os pontos P, = (3,0), P, = (2,7/3), P;s=(1,7/2), P, =(0,27/3)
e P;=(—1,m) em coordenadas polares da curva, podemos esbogar a parte

da curva correspondente ao intervalo [0, 7] (ver Fig. 30).

Y
Y C

5
w
=Y

Qi
Y
=Y

Figura 30: Curva C descrita variando 6 em [0, 7]
Figura 31: Curva C

Sendo a curva simétrica em relacao ao eixo—OX, obtemos o esbo¢o completo
da curva C (ver Fig. 31). o

(G) C: p? = cosh.

Solucao.
+x
_ 2 2 _ 5 ;
Sendo p = +1/x? 4+ y? e cosl = \/m, obtemos a equacao cartesiana
da curva:
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+x

Como esta curva é simétrica em relacao aos eixos OX e OY', basta analiza-la

22 +y? = = (22 +9?)%? = £2 = (22 +?)° = 22.

no intervalo [0, 7/2].

Temos que p = 0 se, e s6 se, cosf = 0, ou seja, p = 0 se, e s6 se, § = 7/2
para 6 € [0,7/2].

Considerando os pontos P, = (1,0), P, = (1/21/4, 7r/4) e Py = (0, 7/2)
da curva em coordenadas polares, podemos esbocar seu traco situado no

primeiro quadrante (ver Fig. 32).

YA Y
3
) -1 @] 1 ¥
s
4
0 1 X
Figura 32: Curva C no primeiro quadrante Figura 33: Curva C

Usando as simetrias em relacao aos eixos OX e OY, podemos esbocar a curva
C (Fig. 33). O

0
(k) C:szSengi.
Solucao.
Usando a relacao trigonométrica
0
2sen? 3= 1 —cosf,

obtemos que C: p=1—cos#.

Sendo p > 0, temos que p = /a2 +y? e cos =

X

\/m2+y2:1—72x+y2 —= 4y =2+ -z
= Py rae=22+y?

. Logo,

é a equacao cartesiana de C.

E facil verificar que C é simétrica em relacao ao eixo—OX, mas nao é simétrica
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em relagdo ao eixo—OY. Basta, entdo, analisar a curva no intercalo [0, 7].
Como P, = (0,0), P, = (1,7/2) e P3 = (2,7) sdo pontos da curva C no

intervalo [0, 7], 0 esbogo de C, nos primeiro e segundo quadrantes, ¢ da forma:

—92 (@] ‘ X

Figura 34: Curva C no primeiro e segundo quadrantes

Usando a simetria de C em relacao ao eixo—OX, podemos eshoca-la:

§

C 1

Figura 35: Curva C, a cardibide

Esta curva ¢ chamada caditide por se assemelhar a um coragao.

(1) C:p=cos20.

Solucao.
22— 2
Como p = /2% + y? e cos 20 = cos® § — sen® § = ———, obtemos que
ety
+./12 + _ Py (g2 2\3/2 __ .2 2
x y—m@ (x*+y?) s =a*—y

2 1 ,2\3 _ (.2 2\2
= (27 +y°) = (2" -y
é a equacao cartesiana da curva, que é simétrica em relacao aos eixos OX e

OY easretas y=z e y=—x.

~ . . s
Basta, entao, analisar a curva no intervalo [O, ﬂ. Temos que

e p>0paraf e [O,%);
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op:COSQQZCongOpaI‘aQZZ; § s

e p=-cos20 =cos0 =1 para f =0. y

Logo, a figura 36 é um esbogo da curva para

¢ variando no intervalo [0, 7/4]. =

Usando as simetrias em relacao aos eixos 0O 1 ba
OX e OY e em relacao a reta y = x, ob-

temos o esbogo completo da curva (figura Figura 36: Curva C com 6 variando no

intervalo [0, §]

20).

-1

Figura 37: Curva C

O

(m) C:p=sen3f.
Solucao.
Sendo
sen30 = sen(f + 20) = sen 6 cos 260 + cos f sen 20

= senf(cos® — sen’ ) + 2sen 0 cos? @ = 3sen 6 cos® § — sen® 0
= senf(3cos0 — sen?0),

obtemos que

+ 2 _ .2
g = y (390 y

/22§ 42 2+ 12

é a equacao cartesiana da curva.

) — (2®+ )’ =y(32* — )

Portanto, ela é simétrica em relacao ao eixo—QOY, mas nao ¢ simétrica em

relacao ao eixo—OX.

Ao invés de usar as simetrias da curva, vamos analisa-la num ciclo completo,
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isto ¢, variando 6 no intervalo [0, 27].

T 27

osz<:>sen39:()<:>30:O,7r,27r,37r,47r,57r,67r<:>9:0,§,?,7T,
4 br
A ) P
37 37 7T7

T T s T 51 9w
.p—]_<:>S€Il3¢9—].“\:>39—§,27T+§,47T+§<:>9—g,€,?,

3m 3 3 T Tm 11w

op——1<:>Sen39——1<:>39—?,27r+7,47r+?<:>9—§,€,?,

s 2T A b
ep>0em (0.7)U(Fr)u (7))

co<om (525) 0 n )0 (5.0).

Usando as informacoes acima, vemos que o traco da curva é o mostrado na
figura 38.

Figura 38: Curva C

Vamos agora apresentar alguns exemplos que nos mostram como po-
demos determinar regioes do plano usando coordenadas polares, nos quais

vamos considerar sempre p > 0.

Exemplo 6
Faca o esbocgo da regiao R = R1 UR5 do plano dada pelos seguintes sistemas

de desigualdades:

0<p< 2 2senf < p < 2
Ry : - cos 0 e R, - cost
_ZSHSO OSGSZ
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onde (p,0) sao as coordenadas polares de um ponto da regiao R.

Solucao.

Primeiro analisaremos as curvas que delimitam a regiao

2
1 =
( ) P cos b
+2y

11 = 2senf <— ++\/2?2+ = —2
(1) p Vat+y o

22+ (y — 1) =1, que ¢é o circulo de centro (0, 1) e raio 1.

(ITI) 6 =

<= pcosf =2 <= x =2, que é uma reta vertical.

2 2 _
= Tty = 2y
T

4
terceiro quadrantes.

= Y= tgd = 1 < y = x, que é a bissetriz dos primeiro e
X

(IV) 6 = —% — % =tgh = —1 <= y = —x, que ¢ a bissetriz dos segundo

e quarto quadrantes.

Entao,
Yi
2
&
4
3y
1Q--------
o) i 2 X

&
QD

N\

Figura 39: R é a regiao sombreada

é 0 esboco da regiao no sistema de eixos OXY, e

2+ =2y >0
r <2

z—y >0
z+y>0

R :

é a regiao dada em coordenadas cartesianas.
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Como a intersecao do circulo 22 + y? = 2y com a reta y =  sao os pontos

(0,0) e (1,1), e na equagdo x? +y* = 2y temos y = 1 —v1 — 22 para y € [0, 1]

e x € [0,1], a regido R pode ser descrita também na forma S; U Ss, onde:
—z<y<1l—v1—2a? S —z<y<zx
0<z<1 li<a<2,

Exemplo 7
Descreva as regioes esbocadas abaixo por meio de um sistema de desigual-

dades da forma

{ p1(0) < p < p2(0) .

0 <0 <06,

(a)

Y

b 4

Figura 40: Regiao R

Solucao.

Primeiro vamos determinar as equagoes polares das curvas C; : (v—2)%*+y? = 4,
Co:y=1, C3:x—y=0eCs:y=0 que delimitam a regiao R.

(@) (2—2)*4y* = 4 < 2*—da+4+y* = 4 < 2> +y? = 4o < p* = 4p cos b

<= p=4cosb.

(Il) y=1<=psenf =1<=p=

senf
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il
T
(IV) y=0<= psenf =0 <=senf = 0 <=6 = 0.

Por um calculo simples, obtemos que
CoNCs={(1, D} CnC={2-+3,1), 2+V3,1}; y = £V4x — 22 ou
r =24 /4 —y? para (z,y) € C;.

)z —y=0<=ax=y<=tgh=1<=0=

Logo,
0<p<idcosb 0<p<1/send
1
é a regiao dada em coordenadas polares, onde tgf, = =2 -3,
g p gt = 37 V3

0y € (O, g) Além disso,

O0<y<w 0<y<l1 0<y< Vir —a?
0<z<1 1<z<2+V3 2+V3<2<4

ou, simplesmente,

y < <24 /4 —y?

0<y<I1

R :

¢ a regiao dada em coordenadas cartesianas.

(b)

=Y

Figura 41: Regido R
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Solugao.

As curvas que delimitam a regido sao C; : 22 +y> =2 e Cy : y = 2%, que em
coordenadas polares sio dadas por: C : p=+v2e Cy: p senf = p?cos® 6, ou
seja, Cy : p = tgt sech.

Como C;NCy = {(1,1),(—1,1)}, temos que o angulo polar 6 varia no intervalo

RRTREH
4’ 4] 4741

Logo,
tg@secegpgﬂ U O§p§\/§ tg@secﬁgpgx/ﬁ
—%ﬁ@ﬁ—w 1 <0<0 ogegg

é a regiao dada em coordenadas polares. Além disso,
—V2 — 12 <y < 2?
—1<z<1
U
—V2—12<y<V2—2a2
—V2<2< -1
U
—V2—2<y<V2—2a2
1<z<V2

¢ a regiao dada em coordenadas cartesianas.

Exemplo 8
Descreva a regiao R do plano interior a ambas as curvas: Cy : p = 47/3 cos 0

eCy:p=4sen.

Solucao.

As curvas em coordenadas cartesianas sao dadas por:

+x
. _ 2 2 __ 2 2
ocl.p—4\/§cosﬁ<:>:|:\/:v + —4\/§($2+y2)<:>$ +y — 43z

— (x—2v3)? 4y =12, que ¢é o circulo de centro (2\/5, 0) e raio 2v/3.

Geometria Analitica e Calculo Vetorial GGM-IME-UFF



372 1.. RELACOES ENTRE COORDENADAS POLARES E COORDENADAS CARTESIANAS.

e Cy : p =dsenl < /224 y> = 4<j:y) = ?+yF =y

Va2 +y?
< 2%+ (y — 2)> =4, que é o circulo de centro (0,2) e raio 2.
Assim,

b3

Figura 42: Regiao R

é um esbocgo da regiao no sistema de coordenadas OXY .
Temos que
(,9) €CLNC, <= 22+12=4V3z e 22+9y° =4y
— y=V3r e PPH+y¥=4y
= yzx/ga: e 22 +32%=4V3z
= y= V3z e 42’ =43z
< =0 e y=0 ou =3 e y=3.

Ou seja, Cy N Cy = {(0,0), <\/§ 3) }

Como o angulo 6y que o segmento OF,, Py = (\/g, 3), faz com o eixo—OX

Y

é —, pois tglty = = = \/g, temos que a regiao em coordenadas polares é
X

ol 3

R =Ri1UR,, onde:

0<p<4dsend O_p§4\/§c089
Rl : T e Rg : T T
0<f<= S<h<
3 37— T2
e, em coordenadas cartesianas,
R W3—/12—y2 < x < A—(y—2)?
' 0 < < 3.

O
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Exemplo 9

Considere a regiao R do plano dada pelo sistema de inequacoes:
2
X

— <y V16 — 22
R:¢ 12
0 < z < 2V3.

IN
N

(a) Faca um esboco detalhado da regiao R.

(b) Descreva a regiao por meio de um sistema de inequagoes da forma

R - 01(9) < p < 02(9)
' 0, 0 0y,

VAN
VAN

onde (p, ) sao as coordenadas polares de um ponto do plano.

Solucao.

(a) As curvas que delimitam a regido R sao:

e as retas verticais z = 0 e z = 2v/3;

e a parabola C; : 22 = 12y de vértice na origem e reta focal igual ao eixo—OY,

voltada para cima;

e a parte Cy situada no semiplano y > 0 da elipse:

2 2
Cg:2y:\/16—x2:>4y2:16—x2:>x2+4y2:16:>T—G—i—yz:1,

de centro C' = (0,0), vértices (4,0), (—4,0), (0,2) e (0,—2) e reta focal igual

a0 eixo—0X.

Observe que (2\/5, 1) € C; NCy. Portanto, o esboco da regiao R é:

Figura 43: Regiao R

(b) As curvas C; e Cy em coordenadas polares sdo dadas por
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e 12y =122 <= 12psenf = p?cos’l) <— p:12:§:299:12tg9 secf;
o 12 +4y? = 16 < p*(cos?0+4sen?0) = 16 < p*(1—sen®O+4sen?0) = 16
4
L —
vV 1+ 3sen26
1 3
Seja 6, E(O,z> tal que tgly = —= = —.
Ja to 5 q g 3 6
Entao, R = Ry U Ry, onde:
4
0<p<12tgh 0 0<p< ———
Ry : =r= &Y e e Ry : vV 1+ 3sen?6
0<0 <6 bo<0< 7.
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